
למידת מכונה
מחברת מתוך ההרצאות של פרופ' ליעד גוטליב

2022אריאל,אוניברסיטת



מכונהלמידת||1

למידת מכונה - מחברת הרצאות
נערך ונכתב על-ידי דור עזריה

2022

ספר זה לא נבדק על ידי מרצה, יתכן שימצאו טעויות.

לסיכומים נוספים שלי במדעי המחשב ומתמטיקה:
https://dorazaria.github.io/

מוזמנים לעקוב אחרי ��:

LinkedIn: https://www.linkedin.com/in/dor-azaria/

GitHub: https://github.com/DorAzaria

דור עזריה

https://dorazaria.github.io/
https://www.linkedin.com/in/dor-azaria/
https://github.com/DorAzaria


מכונהלמידת||2

תוכן עניינים
3מכונהללמידתמבוא

7הסתברותעלחזרה

PAC8למידת

VC15ומימד-התנפצות

25לינארימסווגשללמידהאלגוריתמי

Winnow27אלגוריתם

Perceptron29אלגוריתם

Boosting35-חיזוקאלגוריתמי

AdaBoost36אלגוריתם

41הראשוןClarksonאלגוריתם

46השניClarksonאלגוריתם

SVM51הפרדהאלגוריתמי

Hard-קשיחההפרדה Margin SVM53

Soft-רכההפרדה Margin SVM55

Kernel-לינאריתלאהפרדה SVM61

62לסיווגk-NNקרוב:שכןחיפוש

74החלטהעצי

Clustering82-מקבוץ

92רגרסיה

95לינאריתרגרסיה

103לוגיסטיתרגרסיה

106מימדהורדת

PCA112-ראשייםגורמיםניתוח

דור עזריה



מכונהלמידת||3

מבוא ללמידת מכונה

מה זה למידת מכונה?
קלט העומד לרשותם." מתוךללמודאנו מבקשים לתכנת מחשבים כך שהם יוכלו "

ידע.של המרת ניסיון למומחיות אותהליךבגסות, למידה היא
Training(אימוןנתונייהיההלמידהאלגוריתםשלהקלט Data,(כלשהי.ידיעההיאוהפלטניסיוןייצוג

בחיפוש אחר הבנה מתמטית פורמלית של מושג זה, נצטרך להיות מפורשים יותר לגבי מה שאנו מתכוונים לכל
אחד מהמונחים המעורבים: מהם נתוני ההכשרה שאליהם יגיעו התוכניות שלנו? כיצד ניתן להפוך תהליך

הלמידה לאוטומטי? כיצד נוכל להעריך את הצלחתו של תהליך כזה (כלומר, איכות הפלט של תוכנית למידה)?
בקצרה, למידת מכונה יש מאגר מידע ועל סמך המאגר הזה אפשר יהיה להסיק מסקנות על מידע אחר.

לדוגמה●
בהתחשב בגובה של מישהו, אתה יכול לנחש את המשקל?○
בהתחשב בטמפרטורה ובדופק הלב של מישהו אתה יכול לנחש את המין?○
זיהוי הודעות ספאם:○

לשרת המיילים יש מערכי נתונים של מיליוני פריטים שמשתמשים סימנו כספאם■

דוגמה נוספת
?EKGב-לבהתקףקיבלאדםבןהאםשמזההמערכתבוניםאיך

בעיות בבניית מערכת שכזאת:●
האם קיימים מומחים?○
אם קיימים, האם הם מכירים את החוקים?○
האם הנבדק הוא בן אדם בריא?○

עזרה אנושית.את החוקים ללא שוםאוטומטיהמטרה: מחשב שילמד באופן●

Netflix-נוספתדוגמה Prize
בן אדם עושה מנוי לנטפליקס, רואה כמות סרטים מסוימת עד שנגמר המנוי שלו.
לנטפליקס היה מערכת שהייתה מציעה לך סרטים על פי הסרטים שראית בעבר.

כלומר, על כל סרט שראית תגיד האם אהבת אותו או לא ולפי זה נמליץ לך על סרטים נוספים.
Recommenderנקראתזהמסוגמערכת System.

בעצם היה להם מערכת שמטרתה לחזות המלצות סרטים לכל משתמש.
PCAנקראתהשתמשהשנטפליקסהטכניקה - Principal Component Analysis.בהמשך).עליה(נלמד

דור עזריה
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סטיית מטבע
𝑝?שלוהסטייהמהלדעתנרצהמטבע,בהינתן

אם המטבע הוגן אז הסטייה שלו היא ½ .
.מקרימשתנהעםברנולימתפלגהואמטבעהטלתלכל 𝑥

1
, 𝑥

2
, 𝑥

3,
....{0, 1}𝑃𝑟[1] = 𝑝,  𝑃𝑟[0] = 1 − 𝑝

יהיה:(התוחלת)הממוצעערךאזהטלות,nישאם

𝑋 = 𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖

𝑛

אתשנקבל100%ב-לנואומרלאזהאבלפעמים,המוןמטבענטיללכןהמטבע,שלהסטייהאתלמדודנרצה
".Xהתוצאהאתנקבלגבוהה,בהסתברות"נגידאלאהתוצאה

Hoeffding's(הופדינגחסם Inequality(
מקרייםמשתניםשלשסכוםההסתברותעלעליוןחסםהוא),Hoeffding(הופדינגחסםההסתברות,בתורת

יהיה שונה מהתוחלת שלו.

בתכל'ס
לפיאקראיותדגימותnאתניקח,pזהמהלדעתנרצההאמת,זהשלושההסתברותברנולימשתנהיש

ב-מהאמתשונהשדגמנושמהההסתברותמהלדעתונרצה(התוחלת)הממוצעהואה-,הפונקציה 𝐵𝑒𝑟𝑋ε
מסוים.

הגדרה
.pפרמטרעםהתפלגותברנולייהא 𝐵𝑒𝑟{0, 1}

(התוחלת).הממוצעו-,ההתפלגותלפיואחיד,מקריבאופןפעמיםnנדגום 𝐵𝑒𝑟𝑋
מתקיים:לכלאז 0 < ε < 1

𝑃𝑟[ 𝑋 − 𝑝| | > ε ] <  2 · 𝑒−2·𝑛·ε2

ברגע שיש לנו אפסילון מספיק גדול אז באופן אקספוננציאלי, ההסתברות יורדת.
בהסתברות גבוהה - קרוב לאמת. בהסתברות יורדת - אנחנו רחוקים מהאמת.

דור עזריה
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דוגמה

𝑋הואשהממוצעראינופעמים,nמטבעהטלנו = 𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖

𝑛
הבאות:הטענותאתלקייםנרצהלכלבהינתן1 0 < δ < 1,    0 < ε < 1

1.לאמתקרובשאניההסתברות● − δ
𝑋.המטבע)שלהסטייה(מהאמתרחוקאניכמה● ± ε

מה גודל המדגם שאנו צריכים?

כי אחנו רוצים שההסתברותלפי חסם הופדינג, נציב את ההסתברות שאנחנו טועים להיות קטן או שווה ל- δ
כלומר:לפחותיהיהצודקיםשאנחנו (1 − δ)

2 · 𝑒−2·𝑛·ϵ2

≤ δ
או:

𝑛 ≥
ln( 2

δ )

2·ϵ2

הגענו לחסם הזה לפי השלבים הבאים:

2 · 𝑒−2·𝑛·ϵ2

≤ δ  /: 2

𝑒−2·𝑛·ϵ2

≤ δ
2    / · 𝑙𝑛

− 2 · 𝑛 · ϵ2 ≤ ln( δ
2 )

𝑛 ≥  −
ln( δ

2 )

2·ϵ2

𝑛 ≥
ln( 2

δ )

2·ϵ2

.א-סימטרית: התוצאה היאחשוב
נמוך).היטל הדוק יותר (נמוך) מאשר לקבלהרבה יותר קל לקבל הסתברות כאשר ( δϵ

שימוש בדלתא הוא עבור ההסתברות, שימוש באפסילון הוא עבור המרחק.1

דור עזריה
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Memorizer
גבוהה תצליח גם על כל העולם., אז החוק הזה בהסתברותחוק פשוטבהינתן מדגם אקראי ו

המשפט הזה אומר שלמידת מכונה הוא דבר אפשרי.

כללים חשובים
המדגם חייב להגיע מאותה התפלגות..1
גבוהה הוא יעבוד גם על כל העולם).(אם יש חוק פשוט שהוא טוב על המדגם שבהסתברותחוק פשוט.2
מצב - שונות הסטייה..3

Overfitting
עליתרמותאםהמודלשבהמכונהובלמידתבסטטיסטיקהיסודיתבעיההיא)overfitting(יתרהתאמת

.מצליח פחות בבצוע תחזיותלשם אימונו) ועל כןלאוסף מסוים של נתונים (למשל האוסף שהיה זמיןהמידה
כלומר,  הוא מתאים טוב מדי לקבוצת האימון ולכן הביצועים שלו לא טובים על קבוצת המבחן.

התאמת יתר מתרחשת כאשר המודל נקבע על ידי יותר פרמטרים מאשר הנתונים
מצדיקים.

regularized(מוסדרמודלמייצגהשחורהקו,יתרהתאמתעםמודלמייצגהירוקהקו
- מודל שפשטותו מאולצת במפורש). הקו הירוק מתאים יותר לנתוני האימון, אך הוא

תלוי בהם יותר מדי ולכן הוא צפוי להיות בעל שגיאה גדולה יותר בסווג נתונים חדשים
מאשר המודל השחור.

מטרות הלמידה
הלומדועליותר,אוקבוצותלשתימחולקיםהקלטים-דיסקרטייםערכים-Classificationקלסיפיקציה●

לייצר מודל המקצה קלטים בלתי נראים לאחת או יותר מהקבוצות האלה.

אתרים.שלנושאיםלמשל-Multiclassמולטיקלאס●
מהמחשבומבקשהיסטורייםשוקנתוניעםהמחשבאתמאמןאתה-שוקחיזוילמשל-Regressionרגרסיה●

לחזות את המחיר החדש בעתיד.

).Googleשלהחיפושמנועשלדירוג(כמו-Rankingדירוג●
לא").או"כןכמותיוגיםכאןאיןשונים,מאפייניםעםנתוניםשלקבוצה(בהינתן-Clusteringמקבוץ●
.PCA-מימדיתרדוקציה●

דור עזריה
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חזרה על הסתברות

הסתברות מותנית

Pr(𝐴 | 𝐵) =  Pr(𝐴∩𝐵)
Pr(𝐵)

נוסחת בייס

Pr(𝐴 | 𝐵) =  Pr(𝐴)·Pr(𝐵 | 𝐴)
Pr(𝐵)

Union Bound
Pr(𝐴 ∪ 𝐵) ≤  Pr(𝐴) +  Pr(𝐵)
Pr(𝐴 ∩ 𝐵) ≤  Pr(𝐴) +  Pr(𝐵)

אי-תלות
אם:בלתי-תלוייםמשתנים2ש-נגיד

Pr(𝐴 ∩  𝐵) =  Pr(𝐴) · Pr(𝐵)
או:

Pr(𝐴 | 𝐵) =  Pr(𝐴)

דור עזריה
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PACלמידת

ProbablyאוPACלמידת Approximately Correctלאמת.קרוביםבערךאנחנוכמהשאומרמשפטזה
."בערך":הואהמטבעשלוהסטייהה-"כנראה"זהכיראינוהמטבעותבדוגמתלמשל 1 − δ𝑋 ± ε

.קישור סרטון הסברכלומר נרצה בהסתברות גבוהה להגיד שהאמת הוא בערך "ערך כלשהו".

דוגמה שתלווה את הנושא
לתוכניתהתקבלולאאושהתקבלוכאלה,)הסתברותשוויכולם(כלומר,אחידהבהתפלגותסטודנטיםנדגום 𝑛1

𝑛

הקריטריהזהשנדגמו,סטודנטיםמה-אחדכלשלהפסיכומטריציוןאתיודעיםבנוסףאנומסוימת.לימודים 𝑛
היחידה שידועה לנו על כל סטודנט.

אז בהינתן סטודנט חדש וציון הפסיכומטרי שלו, האם אנו יכולים לנחש שהוא התקבל לתוכנית הלימודים?

המידע של המדגם נראה כך:

במבט ראשון, יהיה אפשר לדעת שהסטודנט החדש התקבל אם הציון שלו נמצא במינימום של סף המתקבלים.
או שהוא לא התקבל אם הוא נמצא במקסימום הסף של הלא מתקבלים או פחות מזה.

אבל מה קורה אם הציון שלו נמצא בטווח הניחוש? - נציג כמה כלים תיאורטיות כהקדמה לשאלה זו:

להוכיח:נרצהממשימספרלכל 𝑥

1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 1 + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥

ביןקרובממשממשמפגשקייםכלומרהדוק","חסםלזהנקרא-שוויוןנקבלאםכיתחילהלבנשים 𝑥 = 0
שימושיים.מאודוהםשכאלהחסמיםבשימושהיתרוןבעצםזה-הגרף.על1בנקודההפונקציות

.עבורגםנובעזהשקולובאופןאתנוכיח 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥1 + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥

דור עזריה
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הוכחה

ממשי.לכללהוכיחנרצה 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥𝑥

𝑓(𝑥)יהיו: = 1 − 𝑥,     𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥    

𝑓'(𝑥).שלהם:והנגזרות =− 1,     𝑔'(𝑥) =  − 𝑒−𝑥   

.נקבלאזכאשר● 𝑥 = 0𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 1
gהפונקציהאם-ומכאןמהר.מאודיותרgהפונקציהשליליים,בערכים(כלומרנקבלאזכאשר● 𝑥 < 0𝑓'(𝑥) =− 1 > 𝑔'(𝑥)

נפגשים.)שהםלמקוםעדמהריותרויורדמ-גדולהואש-אומרזהאז)1(המקוםבאותונפגשיםוהםמ-מהריותריורדת 𝑓𝑔𝑓

הזהבחלקגםולכןמ-מהריותרהרבהקטןה-חיובייםבערכים(כלומרנקבלאזכאשר● 𝑥 > 0𝑓'(𝑥) =− 1 <  𝑔'(𝑥)𝑓𝑔𝑔

𝑓.)מ-יותרגדול

נחזור לדוגמה שלנו, נתעסק בשאלה - בכמה אחוז מהסטודנטים אנחנו טועים בניחוש שלנו?
כלומר, צריך להוכיח כמה סטודנטים טעינו בניחוש שלנו?

PACמשפט
בהסתברות מסוימת.- כמה אנחנו טועים- הקרבה שלנו לאמת וגםנקבע εδ

מהסטודנטים.ב-טועיםרקשאנחנולטעוןנרצהלאפס)קרוביםמספריםהם(כאשרגבוההבהסתברות 1 − δε,  δε
מהתלמידים).1%ב-טועיםרקאנחנואזאם(למשל ε = 0. 01

ידוע.הלאהעולםאנחנו לא נסתכל על המדגם הפעם אלא נעבור אל
לאמת הם בוודאות לא התקבלו.משמאלכל התלמידים שנמצאים

, אז כלהכחולאך נניח והסף קבלה שלנו הוא העיגול
אנחנו נגידהסטודנטים שנמצאים בינו לבין האמת כלומר ε

שהם לא התקבלו למרות שהם כן התקבלו,
ε.כלומר אנחנו נטעה ב-

1.יהיההטעותאזוראתתפספסאחתשדגימהההסתברותאז − ε

1).כזה:קטן,כמהקטן,מאודיהיההטעותאזוראתיפספסוהדגימותnש-ההסתברות − ε)𝑛 ≤ 𝑒−ε·𝑛

האי שוויון הזה בעצם מתאר שכמה שנקח יותר דגימות ככה יהיה לנו טווח קטן יותר לטעות.●

דור עזריה
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?מתוך העולם (האמיתי)נשאל מה ההסתברות שהמדגם מפספס אחוז מסוים ε
לכן נרצה:מההסתברות לטעות)(יותר קטנהאנחנו נרצה שהטעות תהיה יותר קטנה מ- δ

𝑒−ε·𝑛 ≤ δ 
ונקבל:נציב 𝑙𝑛

− ε · 𝑛 ≤ 𝑙𝑛(δ)
ונקבל:נחלק ב- (− ε)

𝑛 ≥ −𝑙𝑛(δ)
ε = ln(1) − ln(δ)

ε

ניתן להציג גם כך:

𝑛 ≥
𝑙𝑛( 1

δ )

ε

לטעות).מההסתברות(קטןמ-יותרקטנהתהיהשהטעותלהבטיחכדידגימותלפחותצריכיםאנחנוכלומר 𝑛δ

שאלה ואז להגיד שהמדגם עונה עלאנחנו לא יכולים על סמך המדגם לקבוע רטרואקטיבינקודה חשובה -
השאלה הזאת.

דוגמה נוספת
.2Dב-שבנויהדוגמהלקחתנרצה,1Dעלבהסתכלותהייתהשלנוהקודמתהשאלה

לבית החולים הצטרפה אחות חדשה, נולד תינוק והאחות לא יודעת מה החוק (הסף)
לגבי טיב הבריאות של תינוקות שנולדו.  האחות רוצה לדעת האם צריך לשלוח את

שלמשקלוההגובההתינוק לבדיקות או האם התינוק בריא ושלם. נתונים לנו את
התינוק. כל מה שהאחות יודעת מניסיון של שבוע נמצא בגרף משמאל הראשון:

הניחוש של האחות מוצג בגרף משמאל באופן הבא:
האמיתי).זה האמת (שהאחות לא יודעת אותו) - (העולםהמסגרת האדומה
תינוקותזה הניחוש של האחות, כלומר היא ראתה כמותהמסגרת הכחולה

מסוימת באזור הכחול ולכן אם התינוק נופל באזור הזה הוא לא צריך בדיקה.

4ל-זהאתנחלקלכן,1Dב-כמולשאוליכוליםלאאנחנו2Dב-ומדוברמאחרכעת

.ל-שווהאוקטןהכלליוהמשקלשלבמשקלשאלהכלשאלות, ε
4ε

יהיה:Aאזוראתמפספסתאחתשדגימהההסתברותלמשל,

Pr(𝐴) = (1 − ε
4 )𝑛 ≤ 𝑒

− ε·𝑛
4

Union(לפייהיההאזוריםבכלשפספסנוההסתברותולכן Bound:(

Pr(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) = Pr(𝐴) + Pr(𝐵) + Pr(𝐶) + Pr(𝐷) ≤ 4 · 𝑒
− ε·𝑛

4

דור עזריה
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לכן נקבל:

4 · 𝑒
− ε·𝑛

4 ≤ δ    ⇒    𝑛 ≥ 4
ε · ln( 4

δ )

ש:כךדגימותלבחורצריכיםאנחנו,לפחותשלוודאותשלשיערוךרוציםאנחנואםכלומר, ε1 − δ𝑛

𝑛 ≥ 4
ε · ln( 4

δ )

עיגול או- מה אם נרצה ללמוד בטווח המדגם בצורה שלנקודה חשובה
מלבן? למשל עבור עיגול, נקח חוק אפשרי כלשהו למשל שימוש ברדיוס על

עיגול. אבל איך נדע איך לקבוע את העיגול? - האינטואיציה אומרת לנו
לאששימוש בעיגול הוא חוק פשוט וטוב לנו. אך האנליזה שעשינו עד כה

עובדת במקרה כזה, אנחנו צריכים אנליזה יותר מתוחכמת משל זאת.

חסם כללי
אם יש לי מספר סופי של אובייקטים (צורות), העולם של העיגולים הוא אינסופי, לכן אנחנו יכולים לקבוע אינסוף

מרכזים ואינסוף רדיוסים.
המשפט הבא:של צורות (חוקים), אז נוכיח אתסופיאם יש לנו מספר

.2חוקיםשלסופיאוסףו-,הנקודותשלההתפלגותהנקודות,אוסףיהא 𝑋𝐷𝑋𝐻
.כלומרההתפלגותלפינקודותnדגמנובהמקריתדגימהב-נסמן 𝑆𝐷𝑛 ∼ 𝐷
העולם.כלעלהאמיתיתהטעותאתב-נסמן 𝑒(ℎ)
כלעלטובדייהואגבוההבהסתברותאזשגיאות),(ללאהמדגםעלעקבילגמרישהואחוקוקייםנניח ℎ ∈ 𝐻

ידי:עלחסוםיהיה3העולםכלעלhשלהאמיתיהטעותאז,לפחותהיאההסתברותכאשר.העולם 1 − δ

𝑒(ℎ) ≤ 1
𝑛 · ln 𝐻| | − ln 1

δ( )
הסבר פשוט (תכל'ס)

שאחדלנוויצאגדול,מספיקnדוגמיםאנחנואםאז,(צורות)אפשרייםחוקיםשלקבועמספרלנוישאם

1בהסתברותאזבכלל)טעה(לאהמדגםעללגמריעקביהואהאלה(צורות)מהחוקים
𝑛 · ln 𝐻| | − ln 1

δ( )
(זה טוב).זה חוסם את הטעות שלנו לכל העולם - כלומר הטעות שלנו על כל העולם היא דיי נמוכה.

למשל בציור משמאל, אפשר לראות כי החוק (הצורה) עיגול עקבי לגמרי
על המדגם שלנו (לא טעה בכלל).

לכן, עבור הנקודה השחורה החדשה שנכנסה אפשר יהיה לדעת
כי בהסתברות גבוהה אנחנו לא נטעה לגביה.

.Xב-הנקודותכל3

.חוקיםנקראיםהם-ומלבןעיגולמשולש,בוישסוגים3לנוישלדוגמהHשב-נניח2

דור עזריה
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הוכחת החסם הכללי
,אםכלומרמ-גדולהעולםעלשלוהאמיתיתהטעותאם,חוקלכל ℎ

𝑖
∈ 𝐻ε𝑒(ℎ

𝑖
) > ε

אז:

Pr ℎ
𝑖
 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑙 𝑆( ) ≤ (1 − ε)𝑛

ידיעלחסוםהואהמדגםעלבכללטעויותנראהשלאההסתברותאז,ל-שווהאוקטןיהיההמדגםעלעקבייצאש-ההסתברותאז(כלומר, ℎ
𝑖

𝑆(1 − ε)𝑛(1 − ε)𝑛

.ידיעלחסוםהחוקשלהאמיתיתהטעותגבוהה,מאודבהסתברותאזדגמנוואזחוקיםשלקבועמספרלנוישאםקטן).מאודשהוא 1
𝑛 · ln 𝐻| | +  ln 1

δ( )
4Pr ∃ℎ  ∈ 𝐻:  𝑒(ℎ) > ε ∩  ℎ

 
 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑆( ) =

= Pr(   ℎ
1
 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑆 | 𝑒(ℎ

1
) > ε[ ] ∪  

5∪ ℎ
2
 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑆 | 𝑒(ℎ

2
) > ε[ ] ∪  ...) ≤

6≤ Σ
𝑖
Pr 𝑒(ℎ

𝑖
) > ε ∩ ℎ

𝑖
 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑆( ) =

= Σ
𝑖
Pr 𝑒(ℎ

𝑖
) > ε | ℎ

𝑖
 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑆( ) =  

= 𝐻| | · (1 − ε)𝑛 ≤ 𝐻| | · 𝑒−ε·𝑛

ומכאן נקבל:

𝐻| | · 𝑒−ε·𝑛 ≤ δ   ⇒    ε ≥ 1
𝑛 · ln 𝐻| | +  ln 1

δ( )
∎

עללא לגמרי עקביהוכחנו משפט אם החוק הוא עקבי לגמרי על המדגם, אך מה אם החוק שמצאנו הוא

טוב.יהיהעדייןשהואמצפיםהיינואךהמדגם,עלאמפיריתטעותלוישכלומרהמדגם. 𝑒(ℎ)

עבור חוק שלא לגמרי עקבי
חוקים.שלסופיאוסףו-,הנקודותשלההתפלגותהנקודות,אוסףיהא 𝑋𝐷𝑋𝐻

.כלומרההתפלגותלפינקודותnדגמנובהמקריתדגימהב-נסמן 𝑆𝐷𝑛 ∼ 𝐷

.נמוכהדייהמדגם)על(טעותאמפיריתטעותעםחוקומצאנו ℎ ∈ 𝐻𝑒‾(ℎ)
ע"י:חסוםיהיההעולםכלעלשלהטעות,לפחותשלגבוההבהסתברותאז 1 − δℎ(𝑒(ℎ))

𝑒(ℎ) ≤ 𝑒‾(ℎ) +
ln2 𝐻| |+ln 1

δ

2·𝑛

במה החסם הזה שונה ממקודם? - אפילו שאם החוק שלנו לא לגמרי עקבי, הוא עדיין הולך להיות טוב●
על כל העולם (בהנחה שיש לנו רק מספר קבוע של חוקים).

Unionב-נשתמש6 Boundביחד.האלההחוקיםכלאתונחבר

אז או שהחוק הראשון מקיים את זה, או החוק השני או …. כלומר אחד מהחוקים מקיים את ההסתברות הזאת.5

אנחנו שואלים מה ההסתברות שיש איזשהו חוק בעולם שלנו שהטעות שלו גדולה אבל בכל זאת יצא שהוא טוב על המדגם.4

דור עזריה
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הוכחה
.פרמטרעםהתפלגותלנוישאםהופדינג,שוויוןאילפי 𝐵𝑒𝑟 {0, 1}𝑝

שדגמנו.הדגימותשלהממוצעיהא,בהתפלגותהמדגםמתוךדגימותnנדגום 𝑛 ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑋
אז:

Pr( 𝑋 − 𝑝| | > ε) < 2 · 𝑒−2·𝑛·ε2

ולכן נובע ישירות המשפט שהצגנו ולפי הודפינג:
נקבל:hיחידי(צורה)חוקעבור●

Pr( 𝑒‾(ℎ) − 𝑒(ℎ)| | ≥ ε) ≤ 2 · 𝑒−2·𝑛·ε2

נקבל:חוקיםשלאוסףעבור● 𝐻

Pr(∃ℎ ∈ 𝐻 :  𝑒‾(ℎ) − 𝑒(ℎ)| | ≥ ε) =

=  Pr  [  𝑒‾(ℎ
1
) − 𝑒(ℎ

1
)|||
||| ≥ ε ] ∪ [ 𝑒‾(ℎ

2
) − 𝑒(ℎ

2
)|||
||| ≥ ε ] ∪  ....  ( ) ≤

≤ 𝐻| | · 2 · 𝑒−2·𝑛·ε2

כלומר, ההסתברות שקיים חוק כך שהטעות האמפרית סוטה בהרבה מהטעות האמיתית הוא טעות קטנה.

ולכן נקבל:

𝐻| | · 2 · 𝑒−2·𝑛·ε2

≤ δ    ⇒    ε ≥
ln2 𝐻| |+ln 1

δ

2·𝑛

חסם צ'רנוף

.ויהיבקטעערכיםהמקבליםתלוייםבלתימקרייםמשתניםיהיו 𝑋
1
,...., 𝑋

𝑛
[0, 1]𝑋 =

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑋
𝑖

אז:וגםיהא δ < 1µ = 𝑛 · 𝑝 = 𝐸(𝑋)

Pr(𝑋 > (1 + δ) · µ) < 𝑒
−δ2·µ

3

כלשהו.מסויםמספרפיאו2פינגידהתוחלתאת"לעקוף"נרצה,עליוןחסםלהציגנרצהכאשר●

דור עזריה
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PACעלכלליסיכום
)(בערךבו.משוערךhש-(בערך)השגיאהשלהעליוןהחסםאתנותןה- ε1 − ε
).של(נכונותהזההשערוךבהינתןלשגיאהההסתברותאתנותןה- δ1 − δ

(המדגם)שלנוהניחושטווחהואcה-
לנו).ידועשלא(העולםהאמתטווחזהhה-

השטח הירוק זה שגיאה שניחשנו לא נכון.
השטח הצהוב זה שגיאה שניחשנו נכון.

ההשערה אומרת שנקבל משהו יחסית נכון
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟.אם ≤ ε

לכן ההסתברות לשטחים האלה הם
.Pr( 𝑐 ⊕  ℎ ) ≤ ε

≥ Pr(𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(ℎ).כלומר ε) >  1 − δ

דוגמה
ε.לנוונתוןנניח = 0. 05,   δ = 0. 20
שונות:שגיאהשלדגימות10יוצרת(שיעור)שההיפותזהנניח● 𝐻

1

0.04,0.03,0.09,0.06,0.025,0.049,0.04,0.03,0.05,0.043
שלנוהטעותשטווחכיווןזאת)באדום(מסומןנפסלוהאלהדגימות10ה-מתוך2ש-לראותאפשראז

.0.כלומר0.05היותרלכלהוא 06 >  ε   ∧   0. 09 > ε

Pr(𝐻.בערךצודקתההיפותזהכילהגידאפשרלכן,
1
) = 8

10 = 0. 8

ומכאן,
Pr(𝐻

1
) ≥ 1 − δ

כלומר במקרה שלנו,
Pr(𝐻

1
) = 0. 8 ≥ 1 − 0. 20

.נכונההנראהככלהיאכילהגידאפשרולכן 𝐻
1

שונות:שגיאהשלדגימות10יוצרת(שיעור)שההיפותזהנניח● 𝐻
2

0.04,0.035,0.039,0.06,0.025,0.059,0.04,0.03,0.055,0.043
שלנוהטעותשטווחכיווןזאת)באדום(מסומןנפסלוהאלהדגימות10ה-מתוך3ש-לראותאפשראז

שלנו,במקרהכלומר.0.05היותרלכלהוא
Pr(𝐻

1
) = 0. 7 < 1 − 0. 20 = 0. 8

נכונה.לאהנראהככלהיאכילהגידאפשרולכן 𝐻
2

דור עזריה
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VCומימד-התנפצות

נרצה לדעת כמה קווים יש לנו שיפיע כל המדגם.
אנחנו לא נרצה לדעת כמה קווים שונים יש לנו, נרצה לדעת כמה התנהגויות (תיוגים) שונים הקווים יכולים לתת

לנקודות.

תיוג.אפשרויותלנוישאזהאלוהנקודות7אתלתייגנרצהואםייתכן 27

אך נשים לב שבדוגמה הבאה לא ניתן לתייג בקו ישר:

נרצה למצוא את הקווים (התיוגים) שכן יהיה אפשר להציג בקו ישר.

Shatteringה-תכונת

עםאתמנפצתשהקבוצהנאמרחוקיםשלואוסףכאשרנקודותקבוצתבהינתן 𝑃𝑃| | = 𝑘𝐻𝐻𝑃2𝑘

אפשרויות תיוג.

:דוגמה

תיוגים).(אפשריתיוגכל)Shattering(המנפציםחוקיםשלאוסףישהבאותהנקודותעבור 23 = 8

דור עזריה
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:דוגמה

תיוגים).(.אחתנקודהעםלנפץניתןקוויםשלאינסופיאוסף 21 = 2

:דוגמה

תיוגים).(נקודות2עםלנפץניתןקוויםשלאינסופיאוסף 22 = 4

:דוגמה

תיוגים).(נקודות4שלאוסףלנפץיכולמלבניםשלאינסופיאוסף 24 = 16

VCמימד
לנפץ.יכולשהואנקודות2שלאוסףקייםלאאבל1נקודהלנפץשיכולחד-צדדייםקוויםשלאינסופיאוסףיש
.1ממימדVCנקראזה

נקודות:2לנפץשיכולחד-צדדיקוקייםלאכלומר,

לנפץ.יכולשהואנקודות3שלאוסףקייםלאאבלנקודות2לנפץשיכולדו-כיוונייםקוויםשלאינסופיאוסףיש
.2ממימדVCנקראזה

דור עזריה
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טענה
נקודות.4לנפץיכוללאקוויםשלאינסופיאוסף

נקודות.4לנפץשיכולבכללקוויםשלאוסףאףקייםלאכלומר,
לנפץ.יכוליםשהםנקודות3שלאוסףקיים●

למשל:נקודות3שלאוסףכללנפץיכולשהואאומרלאזהאך

מלבנים חד כיוונים
.4הואשלהםVCשהמימד-להוכיחנרצה

.הקודם)בעמודבדוגמה(כמונקודות4לנפץיכוליםהאלההמלבנים

טענה
נקודות.5שלאוסףאףלנפץיכוליםלאכיווניםחדמלבנים

עדייןלמלבןאותםונתחוםyו-xלצירוהמינימליותהמקסימליותהנקודות4אתניקחאםכללי,במבטלמשל
נקבל מצב לא אפשרי לתיוג (למשל עם העיגול הכחול):

שונים יש לנו, כלומר כמה תיוגים שונים ניתן לייצגביחס לאוסף של נקודות כלשהו, כמה סוגים של קוויםשאלה -
לאוסף.

ראינו שיש אינסוף קווים, אך אם יש המון קווים שמתנהגים אותו הדבר, אז אין לנו צורך להשתמש בכל-
אחד מהם.

)Sauer(סאוארשלהמשפט
.בגודלנקודותשלאוסףבהינתן 𝑆𝑛

.שלVCמימדעםחוקיםשלאוסף 𝐻𝑑
(הנקודות).עבורמתאימים(החוקים)ש-האפשרייםהתיוגיםכליהי Π(𝐻, 𝑆)𝐻𝑆
אז:

Π(𝐻, 𝑆) ≤ Σ
𝑖=0
𝑑 𝑛

𝑖( ) =  𝑂(𝑛𝑑)

.מ-קטןיותרבהרבהשזההואהתיוגיםעבורהאפשרייםהקוויםמספראך.נקודות-nב-שישהתיוגיםמספרבפועל,● 2𝑛𝑛𝑑2𝑛

כאלה.חוקיםאינסוףלנושישאפילוהוא"תכלס"לנושישהחוקיםמספראזנקודותnוישVCישלחוקיםשאםאומרהמשפט● 𝑛𝑑

דור עזריה
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הוכחת המשפט
לפי קומבינטוריקה:

𝑛
𝑖( ) = 𝑛−1

𝑖( ) + 𝑛−1
𝑖−1( )

כדורים"i-1נותרואזאותובחרתיכןואםכדוריםiנותרועדייןאזהראשוןהכדוראתבחרתילא"אם

𝐻.ב-החוקיםכלאתניקח
שונות.קבוצות2ב-אותםנשבץהאחרונה,בנקודהרקשוניםחוקיםשניאם

.נמחקאםמשתנהלאעלעבורהאפשרייםהתיוגיםמספר 𝐻
1
,  𝐻

2
𝑆𝑥

5

הגדרות:
𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚(𝐻) =  𝑑

𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚(𝐻
1
) ≤ 𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚(𝐻) = 𝑑

𝑉𝐶 −  𝐷𝑖𝑚(𝐻
2
) ≤  𝑑 − 1

"הזמן.באותוx5אתגםמנפץאניאלאx4אתמנפץרקלאאניאזh2ואתh1אתמחבראניאםלמשל"

נוכיח באינדוקציה:
מקרה בסיס:●

.שזהנקודותלתיוגהדרכיםכלפשוטהואמתקייםנקודותעבור 𝑛 = 𝑑
𝑖=0

𝑑

∑ 𝑑
𝑖( ) = 2𝑑𝑑2𝑑

הנחת האינדוקציה:●
פחותאושזהה-מימדוגםפחות,אונקודותעבורנניח 𝑛 − 1𝑉𝐶𝑑

צעד האינדוקציה:●
.שלבמימדנקודותעבורנכונותנוכיח 𝑛𝑉𝐶𝑑

דור עזריה
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Π(𝐻, 𝑆) ≤ Π(𝐻
1
, 𝑆) + Π(𝐻

2
, 𝑆) ≤  

𝑖=0

𝑑

∑ 𝑛−1
𝑖( ) +

𝑖=0

𝑑−1

∑ 𝑛−1
𝑖( ) =

=
𝑖=0

𝑑

∑ 𝑛−1
𝑖( ) +

𝑖=0

𝑑

∑ 𝑛−1
𝑖−1( ) =

𝑖=0

𝑑

∑ 𝑛
𝑖( )

"
האוסף.כלעלH2שלוגםהאוסףכלעלH1שלההתנהגויותעלחסוםהאוסףכלעלHשלההתנהגויות.1
אתהקטנולאאותומוחקיםאנחנוואם)n-1(ולכןהאחרונההנקודהאתמוחקיםאנחנואםמשתנהלאH1ב-השוניםהחוקיםמספר.2

מספר התיוגים.
לנפץ.יכוליםאנחנונקודותכמהזהה-.3 𝑑
).dל-()d-1מ-(השלמנוכיאפשריהוא)i-1ל-(המעבר.4

החסם הכללי בעזרת סאואר
אם ראינו ש:

𝑒(ℎ) ≤ 𝑒‾(ℎ) +
ln2 𝐻| |+ln 1

δ

2·𝑛

ונקבל:ב-אתנשנהשוניםחוקיםשלאינסופיאוסףעבורלכן 𝐻| |𝑒·𝑛
𝑑( )𝑑

𝑒(ℎ) ≤ 𝑒‾(ℎ) +
8·𝑑·ln 2·𝑒·𝑛

𝑑 +8·ln 4
δ

𝑛

אותם).להוכיחצורךואיןלדיוקשנועדומתמטייםשיקוליםפשוטהםבנוסחה4ו-8ה-(כאשר

טענה
.3הוא2Dבמימדחד-כיוונייםכדוריםשלאינסופיאוסףשלVCה-מימד

הוכחה
נקודות.3שלאוסףלנפץיכוליםכדורים.1
נקודות.4שלאוסףלנפץיכוליםלאכדורים.2

a.הנקודותשארבתוךנמצאתאחתצומתאם)Convex(באותולהיותחייבהוא
התיוג.

b.אם הנקודות נמצאות במיקום כללי, מצאו זוגות
מנוגדים. חייב להיות עיגול המכיל כל זוג.

דור עזריה
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הוכחנו שאוסף אינסופי של קווים/עיגולים לא יכולים לנפץ הרבה נקודות.
נרצה לחפש אוסף של חוקים שכן יהיה אפשר לנפץ הרבה נקודות.

לאורך הקורס אנחנו נלמד על אלגוריתמים שמנסים למצוא חוקים שיהיה אפשר איתם לנפץ את רוב הנקודות.

חוק פשוט
אוסף חוקים ש:

נמוךשלהםה-.1 𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 
הם לא יכולים לנפץ הרבה נקודות (למשל קווים, עיגולים…).2

מישורים
.ממימדמרחבבתוךממימדמרחבהואHyperplaneאועל-מישור● 𝑛 − 1𝑛
יותר.גדולממימדקופשוטהואמישור,1ממימדאובייקטנקראקו●
קודקודים.לנפץיכולהואאזמימדים,שלהואהמימושאם● 𝑑𝑑 + 1
נקודות.לנפץיכולביניהםשחותךהמישוראזמימדיםב-הנקודותאםלמשל● 𝑑 = 2𝑑 + 1 = 3
נקודות.לנפץיכולביניהםשחותךהמישוראזמימדיםב-הנקודותואם● 𝑑 = 3𝑑 + 1 = 4

טענה

.עלשלישממימדהיפר-מישוריםשלבאוסף 𝑑 − 1𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑑 + 1𝑅𝑑

.לנפץיכולממימדשמישורלהוכיחנרצה 𝑑𝑑 + 1
ויותר.לנפץיכולממימדשמישוראפשרישלאעליוןחסםלהציגנרצה 𝑑𝑑 + 2

חסם תחתון

מימדים.עלשלישמימדיםשלמישוריםשלאוסף 𝑑 − 1𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑑 + 1𝑅𝑑

0הנקודותאתלנפץיכולשמישורטריוויאליבאופן
→

,  𝑒
1
,  𝑒

2
,..., 𝑒

𝑑

נקודות.4וניפצנו3מימדישלמשלמשמאלבאיור

דור עזריה
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חסם עליון

.ב-נקודותלנפץיכוליםלאמימדיםשלהיפר-מישוריםשלשאוסףנוכיח 𝑑 − 1𝑑 + 2𝑅𝑑

:Radonמשפטבעזרתזהאתנוכיח

)Radon(ראדוןמשפט

והקמורותזרותקבוצותלשתימחולקתלהיותיכולהמימדים)dב-(כלומרב-נקודותשלקבוצהכל  𝑑 + 2 𝑅𝑑

(המעטפת) שלהן מתנגשות (כלומר יש להן נקודת חיתוך).

חיתוך).ישולכןיחדBקבוצהושלAקבוצהשלהקמורבתוךשנמצאתאחתנקודהלפחותיש(כלומר

גוף קמור
שלהםהמחברתהצלעעלהנמצאתנקודהכלנקודות2בהינתן● 𝑥

1
,  𝑥

2

.כאשרעל:היא α
1
𝑥

1
 +  α

2
𝑥

2
α

1
+ α

2
= 1,    α

1
,  α

2 
 ≥ 0

עצמההמעטפתבתוךאושלהםהמחברתהצלעעלשנמצאתנקודהכלנקודות3בהינתן● 𝑥
1
,  𝑥

2
,  𝑥

3

αעל:היא
1
𝑥

1
 +  α

2
𝑥

2
+  α

3
𝑥

3

α.כאשר
1

+ α
2

+ α
3

= 1,    α
1
,  α

2 
,  α

3
 ≥ 0

3ל-2קודקודביןהמחברתהצלעעלבדיוקנמצאתהנקודהאזאםלמשל" α
1

= 0

"ואם כל ה-"אלפות" לא אפס אז הנקודה בתוך המעטפת שלהם.

בתוךאושלהםהמחברתהצלעעלשנמצאתנקודהכלנקודותבהינתןכללי,באופןלכן● 𝑛𝑥
1
,  ...,  𝑥

𝑛

Σ.על:היאעצמההמעטפת
𝑖
 α

𝑖
𝑥

𝑖

Σ.כאשר
𝑖
 α

𝑖
= 1 ,    α

𝑖
≥ 0

דור עזריה
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Radonמשפטהוכחת
נקודות.יהיו 𝑥

1
,...., 𝑥

𝑑+2

ש:בהתאםמתקייםאפסים)(לאעבור α
1
,...., α

𝑑+2

●
𝑖=1

𝑑+2

∑ α
𝑖
𝑥

𝑖
= 0

→

●
𝑖=1

𝑑+2

∑ α
𝑖

= 0

זרות:קבוצות2ל-נשבץ
.בקבוצהאותונשבץאחרת,בקבוצהאתנשבץאזאם α

𝑖
> 0𝑥

𝑖
𝐼𝐽

ביחד:"להצתלב/"להחתךחייבותקבוצותשלהקמורהגוף 𝐼, 𝐽

Σ
𝑥

𝑖
∈𝐼

 
α

𝑖
𝑥

𝑖

𝐴 = Σ
𝑥

𝑗
∈𝐽

 
−α

𝑗
𝑥

𝑗

𝐴

כאשר:
𝐴 = Σ

𝑥
𝑖
∈𝐼

 α
𝑖
 =  Σ

𝑥
𝑗
∈𝐽

 − α
𝑗

יחדיו.קבוצהשלוגםקבוצהשלהקמורבגוףשנמצאתנקודהשקיימתכלומר 𝐼𝐽
.הואמישוריםשלה-עלהעליוןהחסםולכן 𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑑 + 1

מבוא לאלגוריתמי למידה
מישור זה אובייקט שמאוד קל לעבוד איתו לכן הרבה אלגוריתמי למידה מנסים למצוא מישור שהוא טוב●

על כל המדגם.
אנחנו רוצים ללמוד עם מישורים, הוא אובייקט פשוט וקל לכתוב לו אלגוריתם.●
מישור הוא פשוט קו במימד יותר גבוהה.●

שלוהאמיתיתהטעותאזקטנהאימפריתטעותעםמישורומצאנומישורים,אינסוףלנוישאם● 𝑒‾(ℎ)

(נזכר):קטןמשהופלוסהאימפיריתבטעותחסומה 𝑒(ℎ)

𝑒(ℎ) ≤ 𝑒‾(ℎ) +
8·𝑑·ln 2·𝑒·𝑛

𝑑 +8·ln 4
δ

𝑛

בעיה
מדי.גדוליהיהלאשה-כדימסובכיםולאפשוטחוקיםרוציםאנחנוענקהמדגםאם 𝑉𝐶

אם המימד הוא גדול נצטרך מדגם ענק, נציג כעת פתרון לבעיה זו:

דור עזריה
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מישורים עם מרווחים
יכול לנפץ רק כמהאז הואמרווחאם יש לנו מישור רב מימדי אבל יש לו γ

רדיוס.הואRכאשר.שהואנקודות 𝑂(𝑅/γ)2

במימדולאבמרווחתלויVCה-מימדאזהנקודותאתמפרידהמישוראם
של המישור.

VCלוישמרווחלושישמישוראבלגבוההVCלוישמימדירבמישור
שתלוי במרווח לא משנה מה המימד וזה יתרון.

האינטואיציה
ככל שיש יותר נקודות במדגם אז המרווח ביניהם קטן וקטן...

כלומר הם מצטופפים יותר ויותר...

.הואהמרווחנקודותעבור 𝑘1
𝑘/2

חיבור של חוקים פשוטים
מה היינו אומרים על חוקים שהם בעצמם חיבור של חוקים פשוטים?

אם יש לנו חוק שהוא חיבור או חיתוך של חוקים פשוטים אז החוק הוא גם פשוט.

משפט
.שלעםפשוטיםחוקיםשלקבוצהיהיו ℎ

1
,  ℎ

2
,... ⊆ 𝐻𝑉𝐶 − 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑑

הפשוטים.החוקיםשלאיחודיהי 𝐻' =
𝑖=1

𝑆

⋃  ℎ
𝑖

⎰
⎱

⎱
⎰

הבאה:בצורהחסוםשלהמימדאז 𝑉𝐶𝐻'

𝑉𝐶
𝑑𝑖𝑚

(𝐻') ≤ 2 · 𝑑 · 𝑆 · log
2
(3 · 𝑆)

הוכחה
(אפשר להוכיח את זה גם על חיתוך).

מתקיים:בגודלנקודותקבוצתלכל 𝑃𝑛

Π(𝐻',  𝑃) ≤ Π(𝐻, 𝑃)[ ]𝑆 ≤ 𝑒·𝑛
𝑑( )𝑑·𝑠

אז:לנפץ,יכולש-גדולהכיהאוסףלהיותאתניקח 𝑃𝐻'

2𝑛 < 𝑒·𝑛
𝑑( )𝑑·𝑠

ניקח:

דור עזריה
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𝑛 ≥ 2 · 𝑑 · 𝑠 · log
2
(3 · 𝑠)

ואז:

2
2·𝑑·𝑠·log

2
(3·𝑠)

<
𝑒·2·𝑑·𝑠·log

2
(3·𝑠)

𝑑( )𝑑𝑠

9·𝑠
2·𝑒 < log

2
(3 · 𝑠)

𝑠.עבורמתקייםלא ≥ 2
∎

,'Π(𝐻.לפיהואאיחודלגביפההקריטיהעניין  𝑃) ≤ Π(𝐻, 𝑃)[ ]𝑆

VCעלבתכל'סהסבר
ביעילותללמודמסוגללהיותכדישצריךהנתוניםלכמותמחלקהשלVCה-ממדאתלקשריכוליםאנחנו

באותה מחלקה. אז כל עוד הממדיות הזו היא סופית, גם אם מחלקת ההשערה היא אינסופית, נוכל לומר דברים
על כמה נתונים אנחנו צריכים ללמוד.

לדוגמה, בהינתן קבוצה בעלת שתי הנקודות על הקו, נקודות במרווח יקבלו את התווית "+".

היאהנקודות2שלוהקבוצהקווים4בעלתהקבוצהנקודות,2שלזהבמקרה 𝐶{−,  +−,  ++,  −+}
.בעלתהקבוצה 𝐴{+−,  −+}

"+-+".קייםנקודות3שלבקבוצהאזנקודות,3ל-הקבוצהאתנרחיבכעת

במקרה כזה, אנחנו לא יכולים להפריד את הקבוצה עם קווים.
VC-dimensionקבוצהשלביותרהגדולהגודלוהיאקבוצות.להפרדתמקסימלייםמרווחיםשלהביטויהוא

זה,עםלהתמודדכדיגבוה.ממדיבמרחבבעיהלוויש,VC-dimensionמוזכרכאן.ידיעללהתנפץשיכולה 𝐻
משתמשים מרווחים כדי להגביל את הגבול העליון. באמצעות זה, אנו יכולים להסביר בבירור את המודל

הליניארי עם החסם הכללי.

דור עזריה
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אלגוריתמי למידה של מסווג לינארי
זה פרק שלא הוצג בהרצאות אבל יכול לחזק את ההבנה של האלגוריתמים שנלמד בקורס.

האלגוריתמים הבאים שנלמד מתעסקים בלמידה מסווגת לינארית:
Winnowאלגוריתם.1
Perceptronאלגוריתם.2

מבוא
הבאה:בדוגמהשנציגכפיהפועלמודלהואOnlineמודלמכונה,בלמידת
רובוט מסווג תפוזים לאיכות טובה או לא טובה.●
לאחר כל סיווג הוא מקבל משוב ממומחה.●
הרובוט יכול לעדכן את הפונקציה שלו, ואז לעבור לתפוז הבא.●

תיאור המודל הכללי שלנו לפי שלבים:
𝑥.דגימהמקבלהאלגוריתם.1
.אונוכחיתהשערהנקראזה-שללסיווגתחזיתנותןהאלגוריתם.2 𝑥𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡 ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑠𝑖𝑠
האלגוריתם מקבל את הסיווג הנכון - זוהי פונקציית המטרה..3
האלגוריתם ממשיך לדגימה הבאה..4

מה זה למידה של מסווג לינארי?

).(אוב-שליליותנקודותשלואוסףחיוביותנקודותשלאוסףיש 𝑅𝑛{0, 1}𝑛

.ש-כךוחסםוקטורלמצוארוציםאנחנו 𝑤𝑤
0

𝑤𝑥 = 𝑤
0

שלילי.סיווגגורראוחיוביסיווגגורריהיהשלנוהאלגוריתם 𝑤𝑥 > 0𝑤𝑥 < 0

דור עזריה
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בעיית ההפרדה הלינארית
בהתאם להתפלגות בנתונים, צריך לבחור בשיטת הלמידה השונה כדי למצוא את ההשערה הליניארית הטובה

ביותר. וגם לקבוע אם הבעיה ניתנת להפרדה ליניארית או לא.

אתמושלמתבצורהלסווגיכולאחדחוצהמישורליניארית,להפרדהניתןהנתוניםמערךאם (𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒)
בעצמו.התווית (𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙𝑠)

אבל אם לא ניתן להפרדה ליניארית, שום מישור חוצה ליניארי לא יכול לסווג לחלוטין שני מערכי נתונים.

במקרה של מערך נתונים הניתן להפרדה ליניארית, ישנם מועמדים רבים לבחור
ביותר?הטובהואמהםאיזהאבל-.Hyperplaneב-

γ.אחד הקריטריונים הנפוצים לבחירת הטוב ביותר הוא מרווח שנסמן כ-
המרווח הוא קריטריון חשוב לבחירת היפר-מישור מתאים.

המרווח מוגדר כמרחק הגיאומטרי מהמישור המפריד לנקודות הנתונים הקרובות
ביותר.

יש מקרים שאי אפשר לבצע הפרדה לינארית גם עם מרווח טוב למשל כמו באיור
מלמטה:

דור עזריה
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Winnowאלגוריתם

לינארי.מסווגאלגוריתםהואWinnowאלגוריתם
לינארימפרידידיעלזאתופותרל-מ-המדגםגודלאתלהורידהיאהאלגוריתםמטרת 𝑂(𝑛)𝑂(𝑟 log(𝑛))

חשובמהיודעיםלאאנומשמעותיים,לאהמימדיםרובאבלמימדיםהמוןעםוקטוריםלנויש.במרחב {0, 1}𝑛

חשובים.מהםrרקהאלהnה-כלשמתוךיודעיםאנואךלאומה
'-'.אחרת'+'יהיהשהואכךמהםבאחד'1'צריכיםרקאנחנוהאלההחשוביםהפיצ'ריםשבתוךיודעיםאנו

נתבונן בטבלה הבאה כדוגמה:
𝑋.אנשיםלנויש

1
, 𝑋

2
, 𝑋

3
, 𝑋

4

𝐹.פיצ'ריםלנויש
1
, 𝐹

2
, 𝐹

3
, 𝐹

4
לא.אוזקןהואה-האישהאםשמגדירפיצ'רהואהפיצ'רלמשל 𝐹

1
𝑋

𝑖

מהפיצ'ריםבאחד'1'ישה-לאדםאם 𝑋
'+'עבורומקבלCoffeeהתיוגאזהחשובים 𝐹

ואחרת הוא מקבל '-'.
שלההשפעהאתלראותאפשרכיהםשלנוהחשוביםשהפיצ'ריםלהגידאפשרבטבלהנתבונןאם 𝐹

3
,  𝐹

4

.Coffeeהתיוגעבורמהפיצ'ריםאחדכלעל'1ה-'

.הנקודהעבורהפיצ'רהואוגםהחשוביםהפיצ'ריםמספרrו-הפיצ'ריםכלמספרnנסמן 𝐹𝐹
𝑗
(𝑋

𝑖
)𝐹

𝑗
𝑋

𝑖

האלגוריתם
).1ל-שווההואמהםאחד(כלמשקליםשלקבוצהנתונה.1 𝑤

1
,...., 𝑤

𝑛
= 1

נקיים:וקטורלכל.2 𝑋
𝑖

.למעלה)מהדוגמהלמשלקפה(עבור'+'ננחשאזאם○
𝑗=1

𝑛

∑ 𝑤
𝑗

· 𝐹
𝑗
(𝑋

𝑖
) ≥ 𝑛

.(עבור קפה למשל מהדוגמה למעלה)אחרת, ננחש '-'○
נתקן:אזעבורטעותעשינואם○ 𝑋

𝑖

A.נתקןאזש:כךלכלאזהנכוןהוא'-'אבל'+'ננחשאם. 𝑗𝐹
𝑗
(𝑋

𝑖
) = 1𝑤

𝑗
= 0

B.נתקןאזש:כךלכלאזהנכוןהוא'+'אבל'-'ננחשאם. 𝑗𝐹
𝑗
(𝑋

𝑖
) = 1𝑤

𝑗
= 2𝑤

𝑗

נטייל על כל נקודה עד שלא נמצא עוד טעויות..3
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טענה
𝑂(2𝑟log.היותרלכלהואעושהWinnowשאלגוריתםהשגיאותמספר

2
(𝑛))

האלגוריתם:שלהקודםמהעמודA,Bבסעיפיםנעזר
פעמים.היותרלכללקרותיכול)B(טעות● 𝑂(𝑟 log(𝑛))

.המשקלבעליהיהחשובמשקלכלפעמים,אחרי○ 𝑟 log(𝑛)𝑤
𝑗

𝑛

פעמים.היותרלכללקרותיכול)A(טעות● 𝑂(𝑟 log(𝑛))

.ל-לפחותגדלאז,Aמסוגטעותאחרי○
𝑗=1

𝑛

∑ 𝑤
𝑗

𝑛

.יהיההכוללהמשקל,-מפחותל-מוסיפה)B(טעות○
𝑗=1

𝑛

∑ 𝑤
𝑗

𝑛𝑛𝑟 log(𝑛)

.היותרלכלהואמסוגהטעויותמספר○ 𝐴𝑂(𝑟 log(𝑛))

דור עזריה
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Perceptronאלגוריתם

הרעיון
לינארי.מסווגאלגוריתםהואPerceptronאלגוריתם

האלגוריתם.שלהחוקיותלפיאותולעדכןוגם)Hyperplane(המסווג/המפרידהמישוראתלאמןתפקידו
הרעיון המרכזי העומד בבסיס האלגוריתם הוא שאם אין שגיאה, אין צורך לעדכן את ההשערה הנוכחית שלנו,

ואם יש שגיאה, אז נעדכן את ההשערה הנוכחית בכיוון השגיאה.
האלגוריתם יודע למצוא מישור טוב עם מרווח עבור אוסף של נקודות.

מבוא
.כלומר:במימדולאבמרווחשתלוילהםישאזמרווחלהםשיששמישוריםלמדנו γ𝑉𝐶 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑂(𝑅)

γ2

איך אפשר למצוא מישור טוב בשביל אוסף של נקודות?
Bruteלעשותאפשר.1 Forceהאפשרויות).כל(כלומר

.שלנקודותה-מתוךנקודות3שלהאפשרויותכלאתננסהכלומר 𝑛𝑆
נבדוק שאין שום נקודה שנופלת בתוך המרווח.

𝑂(𝑛4).לכן → 𝑂(𝑛𝑑+2)
.Perceptronאלגוריתם-מרווחעםטובמישורלמצואיעיליותראלגוריתםיש.2

מכפלה פנימית
𝐶𝑜𝑠.ל-שקולוקטוריםשלפנימיתמכפלה●
.0שלפנימיתמכפלהבעליאורתוגונלייםוקטורים●
.1הואעצמועםוקטורשלפנימיתמכפלה●
:0הואביניהםהפנימיתוהמכפלהמהשניאחדלגמרימאונכיםהבאיםהוקטוריםלמשל●

נתבונן בגרף הבא:●
הוקטור האדום יכול לתאר לנו במידה מסוימת את המישור השחור כי

אם ניקח את הנקודה הכתומה של הוקטור הירוק אז ההטלה של
הוקטור הירוק על הוקטור האדום הוא בדיוק המרחק של הנקודה

הכתומה מהמישור השחור.
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לילייצגיכולוזה1הנורמהעםעליושמונחהוקטוראתלקחתיכוליםאנחנומישורכלבהינתןכלומר,●
ונעשה מכפלה פנימית עם הוקטור(שהיא בעצם וקטור), כלומר ניקח כל נקודה(השחור)את המישור המקורי

.(השחור)ויצא לנו בדיוק את המרחק מהמישור המקורי(האדום)
היחס בין מכפלה פנימית למישור המפריד הוא יחס ישיר וגם בין הגודל של המכפלה הפנימית למרחק●

של הנקודה מהמישור המפריד.
מתייחסלאהואהנקודות,כלביןשמפרידמישורשמייצגוקטורמוצאלמשלWinnowאלגוריתם●

למרווח אבל הוא כן מצא וקטור מפריד כלשהו.

האלגוריתם

.לוקטוראורתוגונליוקטורנגדיר.1 𝑤
1

= 0
→

𝑤#

סיבובים:עבור.2 𝑡 = 1, 2,....
𝑥:הנקודותכלעלנטייל.3

𝑖

'+'ננחשאזאם.4 𝑤
𝑡

· 𝑥
𝑖

> 0

אחרת, ננחש '-'.5
אם טעינו:.6
7.אז'-'וניחשתי'+'באמתהואאם.7 𝑥𝑤

𝑡+1
← 𝑤

𝑡
+ 𝑥

𝑖

8.אז'+'וניחשתי'-'באמתהואאם.8 𝑥𝑤
𝑡+1

← 𝑤
𝑡

− 𝑥
𝑖

𝑡.ה-הסיבובאתנסיים.9
אם לא קרו טעויות בסיבוב הזה, נסיים את האלגוריתם..10

טענה
ידיעלחסוםשלוהסבביםומספרעם)(מפרידמישורימצאאלגוריתם  𝑃𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡𝑟𝑜𝑛 𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒𝑆1

γ2

הוא המרווח.כאשר γ

מספראתחוסםש-להוכיחאפשרה-אתלנוחוסםשראינועכשיועד● γ2𝑉𝐶 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛1

γ2

אתשנסייםעדשנראההנקודותמספרולכןנקודותהיותרלכלרואיםאנחנוסיבובבכלולכןהסבבים 𝑛

מהר.דיימסייםהואכלומר,זההאלגוריתם 𝑛

γ2

.wx>0אם'-'יהיהשהואהגדרנוכיוזהשטעינוהנקודהאתמהמשקלנורידלכןגדולמדייותרהיההוקטורכלומר8

.wx<0אם'+'יהיהשהואהגדרנוכיוזהשטעינוהנקודהאתלמשקלנוסיףלכןקטןמדייותרהיההוקטורכלומר7
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הוכחה

.גדולהכימרווחעםהנקודותאתשמפרידהמישוראתשמייצגהוקטורהוא,9האמיתיהפתרוןלהיותיהי 𝑤#𝑆γ
מנורמל.לאכינציין 𝑤

𝑡

10אנחנו טוענים ש:.1

𝑤
𝑡+1

· 𝑤# ≥ 𝑤
𝑡

· 𝑤# + γ

#𝑤.שללכיווןמתקרבהמשקלשלשהוקטורבגדוללנואומרזה

11אז:'+'היאשלהטעותאם 𝑥

𝑤
𝑡+1

· 𝑤# =  𝑤
𝑡

+ 𝑥( ) · 𝑤# = 𝑤
𝑡

· 𝑤# + 𝑥 · 𝑤# ≥ 𝑤
𝑡

· 𝑤# + γ

אז:'-'היאשלהטעותאם 𝑥

𝑤
𝑡+1

· 𝑤# =  𝑤
𝑡

− 𝑥( ) · 𝑤# = 𝑤
𝑡

· 𝑤# − 𝑥 · 𝑤# ≥ 𝑤
𝑡

· 𝑤# + γ

שלנו מתקרבולכן המשפט הזה נכון כי איכשהו הוקטורכלומר בין אם הנקודה היא שלילית או חיובית, המכפלה הפנימית גדלה בלפחות● γ
יותר ויותר לכיוון האופטימלי למרות שהוא לא מנורמל.

.ש:טועניםאנו.2 𝑤
𝑡+1| || |2 ≤ 𝑤

𝑡| || |2 + 1

זה אומר שהנורמה בריבוע לא גדל יותר מדי מהר, אנחנו נרצה לטעון שהוא גדל בכל סיבוב לכל היותר
.1ב-

אז:'+'היאשלהטעותאם 𝑥

𝑤
𝑡+1| || |2 = 𝑤

𝑡
+ 𝑥| || |2 = 𝑤

𝑡| || |2 + 2𝑤
𝑡

· 𝑥 + 𝑥| || |2 =

= 𝑤
𝑡| || |2 + 2𝑤

𝑡
· 𝑥 + 1 < 𝑤

𝑡| || |2 + 1

אז:'-'היאשלהטעותאם 𝑥

𝑤
𝑡+1| || |2 = 𝑤

𝑡
− 𝑥| || |2 = 𝑤

𝑡| || |2 − 2𝑤
𝑡

· 𝑥 + 𝑥| || |2 =

= 𝑤
𝑡| || |2 − 2𝑤

𝑡
· 𝑥 + 1 < 𝑤

𝑡| || |2 + 1

למרווח של הוקטור האופטימלי יש מרווח גמא וזה אומר שכל הוקטורים שהם '+' אין להם מרחק לפחות גמא מהוקטור האופטימלי כי המכפלה הפנימית שלהם עם11
הוקטור האופטימלי הוא לפחות גמא כי יש למישור האופטימלי מרווח גמא.

מנורמלים,וקטורים2לנושהיונגידפעם.כלגמאבלפחותגדלהאופטימליהמישוראתשמייצגהוקטורעםהמשקלשלהוקטורשלהפנימיתהמכפלהסיבוב,בכל10
וקטורים2לנוישאםאז,1הואהפנימיתהמכפלהאזוקטוראותושלפנימיתמכפלהזהואם0היאהפנימיתהמכפלהאזלגמרימאונכיםהםשאםיודעיםאנו

שהמכפלה הפנימית שלהם גדולה אז הם דיי באותו הכיוון וזה למה  שהמשפט הזה חשוב - איכשהו המכפלה הפנימית גדלה וגדלה בכל פעם.

זה הפתרון שאנחנו מחפשים, לא נגיע ממש אליו אבל נתקרב אליו, הוא הוקטור המנורמל שמייצג את המרווח הכי גדול.9
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ולכן:בלפחותגדלההפנימיתהמכפלהסיבובבכלסיבובים,שאחריהוכחנו)1(טענהלפיאז 𝑀γ

𝑤
𝑀+1

· 𝑤# ≥ 𝑀 · γ

ולכן:1ב-היותרלכלגדלבריבועהנורמהסיבובבכלסיבובים,שאחריהוכחנו)2(טענהולפי 𝑀

𝑤
𝑀+1| || |2 ≤ 𝑀

𝑤
𝑀+1| || | ≤ 𝑀

יש לנו:
𝑤

𝑀+1

𝑤
𝑀+1| || |( ) · 𝑤# ≤ 1

𝑤
𝑀+1

· 𝑤# ≤ 𝑤
𝑀+1| || |

𝑀γ ≤ 𝑀

𝑀 ≤ 1

γ2

.היותרלכללהיותיכולטעותעושהאניסיבובבכלכאשרלהיותלישיכוליםהסבביםמספרכלומר, 1

γ2

∎
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הסבר בתכל'ס על האלגוריתם
𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑣𝑖𝑠𝑒𝑑 𝐿𝑒𝑎𝑟𝑛𝑖𝑛𝑔-/מפוקחתלמידהעלמיליםכמה
מתחילים עם אוסף של פיצ'רים (תכונות) מצורה של זוגות וקטור/ערכים.●
המטרה : למצוא מודל שמנבא ערך עבור פיצ'ר חדש שלא נראה בוקטור בעבר.●

𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛-/בינאריסיווגעלמיליםכמה
מסוימות.תוויותעםהנתוניםאתלסווגהואהסיווגתפקיד● (𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙)
היאהמשימהאז,2מ-יותרישואםבינארי,סיווגנקראתשלההמשימהתוויות,שלסוגיםשנילנוישאם●

'+'.ו-'-'אונכוןלאאונכוןאו,1או0הואתווית)(אומשתנהבינארי,בסיווגמרובה.סיווג

שקיבלנו.מה-היפר-מישורלמצואצריכיםאנחנובינארי,בסיווגלטפלשכדיגילינואז 𝑑𝑎𝑡𝑎
𝑃𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡𝑟𝑜𝑛.היאאחתתשובה-זה?אתלעשותיכוליםאנחנואיך

בינארי.סיווגבעייתשלמפוקחתללמידהאלגוריתםהואה- 𝑃𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡𝑟𝑜𝑛
.שלוהתיוגואתקלטאתהכוללה-אתדורשהוא 𝑑𝑎𝑡𝑎𝑠𝑒𝑡𝑥𝑦

𝑃𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡𝑟𝑜𝑛.השלהניבויתהליךאתבקצרהלנחשיכוליםאנומהאיור,
סימן הסכום של כל הערך הופך לתווית החזויה.

בקיצור, זה סכום הערך מפורק לפי מכפלה פנימית בין המשקל לווקטור הקלט, עם הוספת הטיה.
אפשר לראות כי תהליך זה דומה להגדרה של היפר-מישור.
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אז אנחנו יכולים להשתמש באלגוריתם הזה כדי למצוא את המישור וזה מה שעשינו בפרק הזה.
.כאשרלאמן:שצריךבהינתן 𝑑𝑎𝑡𝑎𝑠𝑒𝑡(𝑋

1
, 𝑦

1
),  (𝑋

2
, 𝑦

2
),..., (𝑋

10
, 𝑦

10
) 𝑦

𝑖
∈ {+, −}

'-'.התיוגאתיש2ולקבוצה'+'התיוגאתיש1בקבוצה
הבאה:בצורה)Hyperplane(המסווגהמישוראתלהגדיריכוליםאנחנו

𝑓(𝑋) = 𝑊𝑇𝑋 = 0
ואם נשתמש באלגוריתם לפי השלבים, אנחנו נמצא באופן מהיר יחסית מישור מסווג שהוא גם אופטימלי.
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Boosting-חיזוקאלגוריתמי

מנתעל"חלשים"מודליםשלבאוסףהמשתמשיםאלגוריתמיםלמשפחתמתייחסBoostingהמושג●
ליצור מודל אחוד "חזק", כאשר מודלים אלו מתמקדים בניסיון להפחית את ההטיה שיש למודל.

מבחינה אינטואטיבית, מודל חלש הוא כזה שתוצאותיו מעט טובות יותר מניחוש אקראי בעוד שאחד●
חזק מתקרב ממש לביצועים אופטימליים.

העיקרון המנחה כאן הוא לשרשר את המודלים באופן כזה שכל מודל שמתווסף יטפל בשגיאות●
שקודמיו פספסו.

למידהשיטתשלקיוםעלמצביעהבהכרחחלשהלמידהכימוכיחBoostingש-בכךהנעוץהיופי●
חזקה.

בינארי.סיווגבבעיותמתמקדיםBoostingמבוססימודליםלרוב,●

אנו נלמד את אלגוריתמי החיזוק הבאים:
1.Adaboost
2.Clarkson 1
3.Clarkson 2

דור עזריה
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AdaBoostאלגוריתם

מבוא
BoostingאוהאצהאלגוריתםהואAdaBoostאלגוריתם● Algorithmחזק"."לומדבונהשהואכלומר
AdaBoostאלגוריתם● = Adaptive Boostשלקטןמספרהמחפשלמידהאלגוריתםזהו

מסווגים/חוקים "חזקים" מתוך קבוצה של מסווגים/חוקים "חלשים".
טובמאודחוקולהשיגטוביםכךכללאחוקיםשלקטןמספרלחברמאפשרAdaBoostאלגוריתם●

שהטעות האמפירית שלו קטנה.
האלגוריתם מעניק משקל גדול לשגיאות בזיהוי ובכך מגדיל את סיכוייהן לסיווג מתאים בהמשך.●

שאלה
האם נוכל לחבר חוקים חלשים כדי להפיק חוק חזק יותר?

למטה).בציורכמוחלשיםחוקים/מסווגים(מסוימתחשיבותבעלמשקלחוקלכלניתן● 1,...., 𝑘
Weighted(משוקללתהצבעהניקחואז● Voter.(

מה שהוא הולך לעשות זה לתת לכל חוק מדד חשיבות (משקל).
'7'המשקלאתוהשני'10'המשקלאתלראשוןלמשלניתןאזחשוביםממשמהם10ו-חוקיםמיליוןשישנגיד
וכו...

ואז בהינתן נקודה חדשה נשאל את החוק הראשון איפה הוא ביחס לנקודה החדשה ונעדכן את המשקל שלו
בהתאם.  נשאל כך גם את החוק השני, השלישי וכך הלאה…
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שאלה
כמה חוקים חלשים אנחנו צריכים לבחור?

הפשרה בין ההטייה לבין השונות●
במדגםאמפיריתטעות-biasהטייה/○
).VC(מימדהפתרוןמורכבות-varianceשונות/○

Overfittingה-מושג●
גבוהVCמימדאךנמוכהאמפיריתשגיאה○
לא טוב בעולם (שגיאה אמיתית)○

האלגוריתם
קלט:●

התיוגיםעם,נקודות,שלקבוצה○ 𝑆𝑥
𝑖

∈ 𝑆𝑦
𝑖

האיטרציותמספר○ 𝑘

כאשרחלשיםחוקיםשלקבוצה○ 𝐻𝑇ℎ
𝑗
:  𝑆 → {− 1, 1} 𝑆| |

.חוקלכלמשקלפלט:● α
𝑗

ℎ
𝑗

פונקציות ההחלטה:●

○𝐹(𝑥) = Σ
𝑡=1
𝑇 α

𝑡
ℎ

𝑡
(𝑥)

○𝐻(𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝐹(𝑥)]

צעדי האלגוריתם
𝐷.הנקודותמשקליאתנאתחל.1

1
𝑥

𝑖( ) = 1
𝑛

נבצע:איטרציהלכל.2 𝑡 = 1... 𝑘
שלו:השגיאהמשקלאתניתןלכלכלומר-חוקכלעלאיכותמדדניתן.3 ℎ ∈ 𝐻

ε
𝑡
(ℎ) = Σ

𝑖=1
𝑛   𝐷

𝑡
𝑥

𝑖( ) · ℎ(𝑥
𝑖
) ≠ 𝑦

𝑖[ ] ( )
ℎ:נמוכההכיהממושקלתהטעותעםהמסווג/החוקאתניקח.4

𝑡

ℎ
𝑡

= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
ℎ

ε
𝑡
(ℎ)( )

שלו:הטעותעלבהתבססשלוהמשקלאתלחוקניתן.5 ℎ
𝑡

α
𝑡

α
𝑡

= 1
2 · ln

1−ε
𝑡
(ℎ

𝑡
)

ε
𝑡
(ℎ

𝑡
)( )

גבוהה.יהיההחוקשלשהמשקלרוציםהיינואז)0ל-(קרובקטןממשהיההממושקלתהטעותאם●
אם הטעות הממושקלת היה קרוב ל-½ (הכי גרוע), אז המשקל של החוק יהיה ממש נמוך.●

נעדכן את המשקלים על הנקודות:.6
אם טעינו על נקודה אז המשקל שלו יגדל בסיבוב הבא.
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אחרת, אם צדקת על הנקודה אז המשקל שלו יקטן.
כשנבחר את החוק הבא, נרצה לבחור חוק שיתפוס נקודות שהחוק הנוכחי לא הצליח לתפוס.

𝐷
𝑡+1

𝑥
𝑖( ) = 1

𝑍
𝑡

· 𝐷
𝑡

𝑥
𝑖( ) · 𝑒

−α
𝑡
ℎ

𝑡
(𝑥

𝑖
)𝑦

𝑖

.ומקייםהביטויאתשמנרמלקבועמספרהואכאשר 𝑍
𝑡

Σ
𝑖
 𝐷

𝑡+1
𝑥

𝑖( ) = 1

שם:שהוספנוהביטוילגבי● 𝑒
−α

𝑡
ℎ

𝑡
(𝑥

𝑖
)𝑦

𝑖

תקטן.הנקודהומשקלאזאם○ ℎ
𝑡

𝑥
𝑖( ) = 𝑦

𝑖
ℎ

𝑡
𝑥

𝑖( )· 𝑦
𝑖

= 1

יגדל.הנקודהומשקלאזאם○ ℎ
𝑡

𝑥
𝑖( ) ≠ 𝑦

𝑖
ℎ

𝑡
𝑥

𝑖( )· 𝑦
𝑖

=− 1

לה חשיבות גבוהה יותר כדי שבאיטרציה הבאה יהיה לה משקלכלומר, אם הנקודה לא שייכת לסיווג הנוכחי, אז נוסיף

גבוהה יותר וכך נמצא חוק אחר שיטפל בה.
שלב.בכלשיפוריםע"יחזקלמידהמודלבוניםככה",Boostingה-"שלהמשמעותבעצםזה

הוכחה

𝐷
𝑡+1

(𝑥
𝑖
) = 1

𝑍
𝑡

· 𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−α
𝑡
ℎ

𝑡
(𝑥

𝑖
)𝑦

𝑖

= 1
𝑍

𝑡
𝑍

𝑡−1
· 𝐷

𝑡−1
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−𝑦
𝑖
· α

𝑡
·ℎ

𝑡
(𝑥

𝑖
)+α

𝑡−1
·ℎ

𝑡−1
(𝑥

𝑖
)( )

= 1
𝑍

𝑡
𝑍

𝑡−1
·....·𝑍

1
· 𝐷

1
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−𝑦
𝑖
·Σ

𝑗=1
𝑡 α

𝑗
ℎ

𝑗
(𝑥

𝑖
)

= 1
𝑍 · 1

𝑛 · 𝑒
−𝑦

𝑖
·𝐹(𝑥

𝑖
)

הנירמולים:כלשלהמכפלה-קבועכאן 𝑍

𝑍 = 𝑍
𝑡
𝑍

𝑡−1
·..... · 𝑍

1
= 1

𝑛 · Σ
𝑖=1
𝑛 𝑒

−𝑦
𝑖
𝐹(𝑥

𝑖
)
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טענה
𝐸𝑚𝑝𝑖𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐻) ≤ 𝑍

1
𝑛 · Σ

𝑖=1
𝑛 𝐻(𝑥

𝑖
) ≠ 𝑦

𝑖[ ] ≤ 1
𝑛 · Σ

𝑖=1
𝑛 𝑒

−𝑦
𝑖
𝐹(𝑥

𝑖
)

.החוקשלהאמפיריתהטעותשלהעליוןהחסםהואש-כלומר,● 𝑍𝐻

הוכחה
𝐹(𝑥

𝑖
)  =   𝑠𝑖𝑔𝑛 𝐹(𝑥

𝑖
)( ) · 𝐹(𝑥

𝑖
)| |  =   𝐻 𝑥

𝑖( ) · 𝐹(𝑥
𝑖
)| |

אז:אם● 𝐻(𝑥
𝑖
) ≠ 𝑦

𝑖

מצד שמאל של אי השוויון:○
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐻(𝑥

𝑖
)) = 1

מצד ימין של אי השוויון:○

𝑒
−𝑦

𝑖
𝐹(𝑥

𝑖
)

= 𝑒
−𝑦

𝑖
𝐻(𝑥

𝑖
) 𝐹(𝑥

𝑖
)| |

= 𝑒
𝐹(𝑥

𝑖
)| |

≥ 1

אז:אם● 𝐻(𝑥
𝑖
) = 𝑦

𝑖

מצד שמאל של אי השוויון:○
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐻(𝑥

𝑖
)) = 0

מצד ימין של אי השוויון:○

𝑒
−𝑦

𝑖
𝐹(𝑥

𝑖
)

= 𝑒
−𝑦

𝑖
𝐻(𝑥

𝑖
) 𝐹(𝑥

𝑖
)| |

= 𝑒
− 𝐹(𝑥

𝑖
)| |

≥ 0

.אתלמזערנרצה 𝑍
לב:ונשיםהנירמוליםכלמכפלתהואש-נזכיר 𝑍𝑍 = 𝑍

𝑡
𝑍

𝑡−1
·..... · 𝑍

1

𝑍
𝑡

= Σ
𝑖=1
𝑛 𝐷

𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−𝑦
𝑖
α

𝑖
ℎ(𝑥

𝑖
)

=

= Σ
𝑥

𝑖
∈𝐴

  𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−α
𝑡  +   Σ

𝑥
𝑖
∈𝐴‾

   𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

α
𝑡

כלומר - עבור הנקודות שצדקנו המשקל שלהם ירד  +   הנקודות שטעינו אז המשקל שלהם יעלה

𝑍:אתנגזור
𝑡

0 = 𝑍
𝑡
' =  − Σ

𝑥
𝑖
∈𝐴

𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−α
𝑡 +  Σ

𝑥
𝑖
∈𝐴‾

   𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

α
𝑡
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לנו:שיקייםלבחורנרצה α
𝑡

Σ
𝑥

𝑖
∈𝐴

 𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) = Σ

𝑥
𝑖
∈𝐴‾

   𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

2α
𝑡

לכן נבחר:

α
𝑡

= 1
2 · ln

1−ε
𝑡
(ℎ

𝑡
)

ε
𝑡
(ℎ

𝑡
)( )

α.עבורבוחרשהאלגוריתםהערךבדיוקשזה
𝑡

האלגוריתם בחר את הנקודה שתאפשר את הנירמול הכי קטן.●

נקבל:אתשימזעראתניקחאם α
𝑡

𝑍
𝑡

𝑍
𝑡

= Σ
𝑥

𝑖
∈𝐴

𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

−α
𝑡 + Σ

𝑥
𝑖
∈𝐴‾

   𝐷
𝑡
(𝑥

𝑖
) · 𝑒

α
𝑡 =

= 2 ε
𝑡
(ℎ

𝑡
) · (1 − ε

𝑡
(ℎ

𝑡
))

באלגוריתם הזה, הטעות האמפירית דועכת באופן אקספוננציאלי.

ונקבל:נחליף γ
𝑡

= 1
2 − ε

𝑡
(ℎ

𝑡
)    ,    γ

𝑡
∈ [0, 1

2 ]

𝑍
𝑡

= 1 − 4(γ
𝑡
)2 ≤ 𝑒

−2(γ
𝑡
)2

ולכן נקבל ש:

𝐸𝑚𝑝𝑖𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐻) ≤ 𝑍 ≤ 𝑒
−2Σ

𝑡=1
𝑇| | (γ

𝑡
)2

וקטן מהר יותר ככל שהטעויות קטנות יותר.
∎
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הראשוןClarksonאלגוריתם

מבוא
Supportה-● Vector MachineאוSVMבינוהאפשרככלגדולמרווחיוצראשרהליניאריהמפרידהוא

לבין הדוגמאות הקרובות לו ביותר בשתי הקטגוריות.
כאשר מוצגת נקודה חדשה, האלגוריתם יזהה האם היא ממוקמת בתוך הקו המגדיר את הקבוצה, או●

מחוצה לו.

שאלה
.הואPerceptronאלגוריתםשלהריצהשזמןראינו 𝑂( 1

γ2 )

כמה יעלה לנו למצוא את המישור עם המרווח הגדול ביותר?

הגדרה
Supportה- Vectorשלביותרהגדולהמרווחאתשמגדיריםנקודותהםשל. 𝑆𝑆

אם אחד מהנקודות נמחק, ייתכן שנמצא מרווח גדול יותר.●
Supportה-אתשמכילהשלקבוצהתתכל● Vectorsמקסימלי.מרווחאותהבעלי 𝑆
Support(תומכיםוקטוריםהיותרלכלישמימדיםבמרחב● Vectors.( 𝑑𝑑 + 1

אלגוריתמי קלרקסון
גדול.הכיהמרווחעםהמישוראתלמצואכדיאלגוריתמים2נתןקלרקסון

הוא בעצם שבר את הבעיה של מציאת המישור לתתי בעיות וכך הוא ייעל את השיטה ופתרון הבעיה.
ביותר.הגדולהמרווחאתשמוצאאלגוריתםיהי 𝑃
.ממימדבגודלקבוצהעלפונקציהיהי 𝑃(𝑛, 𝑑)𝑛𝑑

.מ-שקטנותבתתי-בעיותנרוץאנחנוהקבוצה,כלעלאתלהריץבמקום 𝑃𝑑

דור עזריה
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1קלרקסוןאלגוריתם
.ממימדבגודלהנקודותקבוצתקלט: 𝑆𝑛𝑑
'𝑆קבוצהנגדיר.1 =⊘
.מגודלקבוצהתתמתוךנדגום.2 𝑆𝐵𝑚
3.𝑆' = 𝑆' ∪ 𝐵
.בזמןהקבוצהעלהמקסימליהמרווחאתשימצאעלנריץ.4 𝑃𝑆'ℎ𝑆'𝑃( 𝑆'| |,  𝑑)
האלגוריתם.אתנסיים,הקבוצהאתשמסווגהמקסימליהמרווחהואאם.5 ℎ𝑆
.ידיעלסווגושלאשלנקודותל-נוסיף.6 𝑆'𝑆ℎ
.4לשלבנחזור.7

נקודות.עלרקהרצנוהמקסימלי,המרווחאתלמצואכדישלהנקודותכלאתלהריץבמקוםכלומר 𝑆𝑂(𝑑 𝑛)

1לקלרקסוןויזואליתדוגמה
נניח שיש קבוצת קודקודים ואחד מהם בצבע כחול.

'𝑆.חדשהקבוצהנגדיר:1שלב
.מגודלקבוצהתתמתוךנדגום:2שלב 𝑆𝐵3

'𝑆:3שלב = 𝑆' ∪ 𝐵

דור עזריה
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.בזמןעלנריץ:4שלב 𝑃𝑆'𝑃( 𝑆'| |,  𝑑)

.עלביותרהמקסימליהמרווחאתנמצא:5שלב ℎ𝑆'
לביןהכחולהנשים לב שכשאנחנו מדברים על המרווח המקסימלי, מדובר על המרווח הגדול ביותר בין הצומת

.אדומהצומת אחרת

נחזור לשלבים הקודמים:
.בזמןעלונריץל-חדשיםקודקודים3נוסיף 𝑆'𝑃𝑆'𝑃( 𝑆'| |,  𝑑)

.עלביותרהמקסימליהמרווחאתנמצא:5שלב ℎ𝑆'

דור עזריה
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נחזור לשלבים הקודמים:
.בזמןעלונריץל-חדשיםקודקודים3נוסיף 𝑆'𝑃𝑆'𝑃( 𝑆'| |,  𝑑)

האלגוריתם.אתונסייםעלביותרהמקסימליהמרווחאתנמצא:5שלב ℎ𝑆'

טענה
אחד.תמיכהוקטורלפחותשלשגוימסיווגאו,ה-בכלעקביאיטרציה,בכל ℎ𝑆𝑆𝑉

הוכחה
𝑆.ב-הנקודותכלעלעקביגםהתמיכהוקטוריכלעלשעקבימקסימלימרווחבעלמישורהגדרה,לפי

∎

הערה
איטרציות.היותרלכלישאז,תמיכהוקטוריקיימים 𝑑 + 1𝑆𝑉𝑑 + 2

שאלה
להיות?צריךשלנוהמדגםקבוצהגדולכמה 𝑆

מסווגתנקודות,שלמדגםשלהנקודותכלאתנכוןשמסווגתהשערהכל,בהסתברותכינזכר (1 − 1
𝑚 )𝑆'𝑚

בגודל:היותרבלכלמ-נקודותנכוןלא 𝑆

𝑂 𝑛
𝑚 · log(𝑚) + 𝑑

𝑉𝐶
log 𝑚

𝑑
𝑉𝐶

( )⎡⎢⎣
⎤⎥⎦( ) = 𝑂 𝑑

𝑉𝐶
𝑛
𝑚( )

דור עזריה
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1קלרקסוןניתוח
𝑚.נבחר = 𝑂 𝑑 𝑛( )

נקודות:שלהבאהמספראתנכוןלאמסווגאיטרציה,בכל ℎ

𝑂 𝑑
𝑉𝐶

𝑛
𝑚( ) = 𝑂 𝑑 𝑛

𝑑 𝑛( ) = 𝑂 𝑛( )
ש:נקבלאיטרציותולאחר 𝑑 + 2

𝑆'| | = 𝑂 𝑑 𝑛( )

דור עזריה
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השניClarksonאלגוריתם

האלגוריתם השני של קלרקסון משתמש בשיטה איטרטיבית עבור עדכון משקלי הנקודות.

תכונות
עובד עם איטרציות מרובות של דגימה עם החלפה.●
כל איטרציה מייצרת היפר-מישור (מישור-על).●
לכל נקודה יש משקל שאפשר לעדכן אותו בהתאם לשיטת האלגוריתם.●

האלגוריתם
.cכלשהווקבוע,ממימדנקודותשלSקבוצה:קלט 𝑛𝑑

.המשקלאתנציבנקודהלכל.1 𝑥 ∈ 𝑆𝑤(𝑥) ← 1

.מגודלBהקבוצהתתאתמשקללפימתוךנגדום.2 𝑆𝑐𝑑2

שלבזמןמ-הנקודותשלביותרהמקסימליהמפרידהמרווחאתלמצואכדיעלאתנריץ.3 𝑃𝐵ℎ𝐵

.𝑃(𝑐𝑑2, 𝑑)
האלגוריתם.אתנסיים,Sעלעקביאם.4 ℎ
.להיותשלההמשקלאתנשנהידיעלשגויבאופןשסווגהנקודהכלעבור.5 𝑥 ∈ 𝑆ℎ𝑤(𝑥) ← 2𝑤(𝑥)
).2(לשלבחזור.6

דוגמה ויזואלית
𝑆:נקודותשלאוסףעבור

.מגודלתת-קבוצהנדגום 𝐵𝑚

דור עזריה
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Supportה-להיותחייבמהנקודותאחדלפחות Vector.

נעדכן את משקלי הנקודות האלה:

מגודלתת-קבוצהשובנדגוםהבאהבאיטרציה 𝐵𝑚

נחשב את המרווח המפריד הגדול ביותר

דור עזריה
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נכפיל את המשקלים של הנקודות שטעו בסיווג

מגודלתת-קבוצהשובנדגוםהבאהבאיטרציה 𝐵𝑚

נחשב את המרווח המפריד הגדול ביותר

נכפיל את המשקלים של הנקודות שטעו בסיווג

דור עזריה
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מגודלתת-קבוצהשובנדגוםהבאהבאיטרציה 𝐵𝑚

נחשב את המרווח המפריד הגדול ביותר.
האלגוריתם.אתנסייםאזב-הנקודותכלעלעקבי(המישור-על)המפרידוהמרווחמאחר 𝑆

אזהרה חשובה
האיטרציהאתסייםאזיותר),או(מאודכבדיםhב-בטעותשסווגונקודותשלהמשקלאם● 2𝑛/𝑐𝑑

ותדגום מחדש.
הסיכוי שזה יקרה קטן:●

𝑂(𝑑
𝑉𝐶

𝑛/𝑚) =  𝑂(𝑑𝑛 /𝑑2) =  𝑂(𝑛/𝑑)

נכונות האלגוריתם
עובדות:2להציגישהאלגוריתםנכונותאתלהציגכדי

:1עובדה.1
a.שלמשקלואיטרציה,בכלSVמוכפל.לפחותאחד
b.איטרציותלאחרd+1,ה-קבוצתשלהמשקלSVמוכפל.הפחותלכלהוא

c.קבוצתשלהמשקל,איטרציותלאחרSVלפחותהוא. 𝑘(𝑑 + 1)2𝑘(𝑑 + 1)
:2עובדה.2

a.2.ב-היותרלכלגדלההקבוצהכלשלהמשקלאיטרציה,בכל𝑤(𝑆)/𝑐𝑑
b.היותר:לכלהיאהקבוצהכלשלהמשקלאיטרציות,לאחר 𝑘𝑑

(1 + 2
𝑐𝑑 )𝑘𝑑𝑛 < 𝑒

2 𝑘
𝑐 𝑛

דור עזריה
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כולה.הקבוצהשלממשקליותרגדולהלהיותיכולהלאה-קבוצתשלהמשקללכן, 𝑆𝑉

2𝑘𝑑 < 𝑒
2 𝑘

𝑐 𝑛
ומספר האיטרציות / סיבוכיות:

𝑘𝑑 = 𝑂(𝑑 log(𝑛))

דור עזריה
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SVMהפרדהאלגוריתמי

מבוא (לא מההרצאה)
SupportאוSVMה-מודל● Vector Machineלצורךנתוניםלניתוחהמשמשמונחיתלמידהמודלהינו

סיווג, חיזוי ורגרסיה.
טובהבצורההמפרידמישורלמצואומנסה-ממדי,במרחבמתויגותדוגמאותשלאוסףמקבלהמודל● 𝑛

כמה שניתן בין דוגמאות האימון השייכות לקטגוריות השונות.
נעשיתהוקטוריבמרחבהדוגמאותחלוקתכאשרלינארי,הואSVMמודלבאמצעותהנוצרהמסווג●

באופן כזה שיווצר מרווח גדול ככל האפשר בין המישור המפריד לבין הנקודות הממוקמות הכי קרוב
אליו.

אחד,labelעםדוגמאותנמצאותהשולייםשלהאחדבצדכאשר),margin(שולייםמכונהזהמרווח●
השני.labelה-עםהדוגמאותנמצאותהשניובצד

הבאים:SVMאלגוריתמיאתבקורסנלמדאנחנו
1.Hard Margin
2.Soft Margin
3.RBF Kernel
4.Polynomial Kernel

Hardזהמה MarginאוHard SVM
במצב הפשוט ביותר, המשוואה עבור כל אחד מצדדיו של●

המפריד הינה פונקציה לינארית של המאפיינים וכל
הדוגמאות אשר סווגו נכון.

מצב זה מכונה "הפרדה קשיחה" בו האלגוריתם מוצא את●
המישור עם השול הרחב ביותר האפשרי, ולא מאפשר

לדוגמאות להיות בין הוקטורים התומכים.
זוהי למעשה ההפרדה המושלמת, והוקטורים התומכים הם●

למעשה הנקודות בקצוות השוליים כמו באיור משמאל:

Softזהמה MarginאוSoft SVM
נקרא "הפרכה רכה" נרצה למצוא מפריד טוב ככל הניתן למרות שיש לנו טעויות.●

דור עזריה
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הפרדת היפר-מישורים
):Hyperplane(המפרידהמישוראתלמצואשמטרתםאלגוריתיםכמהשישראינו

● Brute Force
● Winnow
● Perdeptron

שאלה
)?Hyperplanes(מפרידיםמישוריםשלה-מה 𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚

גדול).להיותיכול(זהישמימדיםשעבורראינו- 𝑑𝑑 + 1

.מגדירשהמרווחראינו- γ𝑂(1)

γ2

שאלה
רע?זהגבוההלמה 𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚

משמעות.חסרדייהואאזלמדגםשמתאיםגבוההVCעםמסווגלנוישאם
המדגם.מאחוריהעיקרוןאתלאאבלהמדגםאתלומדיםבעצםאנחנואזגבוההVCה-אם

אפשר לראות בציור למטה כי המקרה הימני יותר תואם את המקרה בציור השמאלי.
שלה.ההתנהגותאתלאאבלטובממשהמדגםאתלומדיםאנחנו-Overfittingנקראתהזאתהבעיה

נרצה למצוא מישור המפריד את הנקודות עם המרווח הכי גדול.

Support-תזכורת Vector
Supportה- Vectorמעכשיו(נסמןשלSV(אתשמגדיריםנקודותהם 𝑆

𝑆.שלביותרהגדולהמרווח
אם אחד מהנקודות נמחק, ייתכן שנמצא מרווח גדול יותר.●
Supportה-אתשמכילהשלקבוצהתתכל● Vectorsאותהבעלי 𝑆

מרווח מקסימלי.
).SV(תומכיםוקטוריםהיותרלכלישמימדיםבמרחב● 𝑑𝑑 + 1

דור עזריה
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Hard-קשיחההפרדה Margin SVM

נניח ויש לנו נתונים הניתנים להפרדה.
.גדולמרווח הכינרצה למצוא את המישור שמפריד את הנקודות עם

Hardאוהקשיחההפרדהה- marginהנקודותקבוצתעםעקבי.𝑆

בעיה
𝑆.הנקודותמדגםאתלהפרידנרצה

.התיוגיםעםש:כךנקודותשלקבוצהבהינתן 𝑆𝑥
𝑖

∈ 𝑆𝑦
𝑖

∈ {− 1, 1}

פתרון
זה,אתשיקייםמתאיםולמצואהמרווחאתלמקסםנרצה γ𝑤

.וגםלכללהתקיים:חייבהבאהביטויכאשר 𝑦
𝑖

𝑤 · 𝑥
𝑖

+ 𝑏[ ] ≥ γ𝑖𝑤| || | = 1
ממישור.נקודהשלהמרחקבדיוקזהעבור 𝑤 · 𝑥

𝑖
+ 𝑏

למעלה.לכיווןהמרחקזהו-הכיווןזהכאשרהמישוראתמגדירבדיוקאזאזמנורמלה-אם 𝑤𝑤 · 𝑥
𝑖

+ 𝑏𝑤𝑏

בהמתמקדיםשאנוהחיוביתשהנקודהאומרזהאזכלומרחיוביתהיאהנקודהאםאםשהצגנוהביטויעבורלכן 𝑦
𝑖

𝑤 · 𝑥
𝑖

+ 𝑏[ ] ≥ γ𝑦
𝑖

= 1

- הנקודות הכחולות הם החיוביות).(כמו בציור מלמעלהחייבת להיות רחוקה מהמישור בלפחות γ

תקין.וזההציריםראשיתעליושבותשהנקודותאומרבעצםוזהאתלהשמיטנוהגים 𝑏
אם ניקח את העולם שלנו ונרחיק אותו מאוד מראשית הצירים, אז המישור בגלל שהוא רחוק מראשית הצירים אז אם נעכל אותו קצת יהיה אפשר

𝑏.ה-בלילהתמודדקליותריהיהוכךהציריםבראשיתנוגעשהמישורלהניחכדימימדעודמוסיפיםולכןהציריםבראשיתאיתולגעת

נשים לב ש:
אזאם● 𝑦

𝑖
= 1𝑤𝑥

𝑖
≥ γ

אזאם● 𝑦
𝑖

=− 1𝑤𝑥
𝑖

≤− γ

.כאשראתלמזערמנסההואאלאכאשראתלמקסםמנסהלאSVMה- γ𝑤| || | = 1𝑤γ = 1

פתרון נוסף
יש דרך אחרת לכתוב את הפתרון שכתוב למעלה:

אותו.למקסםונרצהמהמישורהמרחקהואה-משמעות:ל-ישאזמנורמלאם● 𝑤𝑦
𝑖

𝑤 · 𝑥
𝑖[ ] ≥ γγ

הגדולהמרווחאתניקחלכןהמרחקים,מהםלנואתלהחליטחייבאחרמשהואזמנורמללאאם● 𝑤
γ.ביותר = 1

.wאתולמזעראתלקבועבעצםרוציםאנחנו γ

דור עזריה
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:המטרות שלנו

.אתלמקסםונרצההמישוראלקרובההכיהנקודההיאנסמן●
𝑥

𝑖

min
𝑥

𝑖

min
𝑤·𝑥

𝑖| |
𝑤| || |

.ש-נקבעכלומרקטןהכיהמרחקמהנקבע● 𝑤· 𝑥
𝑖| | ≥ 1γ = 1

.אתלמזערנרצהאזאתלמקסםנרצהאם● 1
𝑤| || |𝑤| || |

הנקודה(כימהמרווחנקודהשלמרחקעללדבריכוליםאנחנולכןההיטל,אתנותנת)(מנורמלוקטורובין)(וקטורביןהסקלריתהמכפלה 𝑥
𝑖

𝑤𝑥
𝑖

𝑥
𝑖

היא כמו וקטור).

בעיה
.התיוגיםעםש:כךנקודותשלקבוצהבהינתן 𝑆𝑥

𝑖
∈ 𝑆𝑦

𝑖
∈ {− 1, 1}

פתרון
אז:מנורמלותלאהנקודותאם 𝑥

𝑖

.לכלאתמקייםשעדייןקטנההכיהנורמהאתלושישלמצואנרצה 𝑤𝑤| || |𝑦
𝑖

𝑤 · 𝑥
𝑖[ ] ≥ 1𝑖

פופולארי.כךכלהואSVMלמההעבודההואמהריחסיתלפתירהניתןהזהשהדברהעובדה

דור עזריה
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Soft-רכההפרדה Margin SVM

מישורים עם נקודות שלא ניתנות להפרדה
𝑦.בעזרתהנקודותכלעלעקבייםלהיותחייביםאנחנובהםמקריםהצגנו

𝑖
𝑤 · 𝑥

𝑖[ ] ≥ 1

כעת אנחנו נפגשים במקרה בו אוסף הנקודות לא ניתנות להפרדה, כלומר ישנם נקודות שלא נוכל להפריד

‾𝑒.אמפיריתטעותלנויהיהלכןמישור,בעזרתאותם

מתקיים:בהסתברותאזנקודותשלאוסףדגמנואםההכללה,בחסםנזכר 𝑛1 − δ

𝑒(ℎ) ≤ 𝑒‾(ℎ) +
8·𝑑·ln 2·𝑒·𝑛

𝑑 +8·ln 4
δ

𝑛
כלומר, גם אם יש לנו טעויות אנחנו עדיין נרצה להפריד אותם עם איזשהו מרווח.

פשרה

.קטןיותריהיהההכללה)(בחסםה-אזגדולמרווחלנוישאם● 𝑑𝑑 = 0(1)

γ2

אבל בגלל שהמרווח גדול אולי אנחנו נטעה על יותר נקודות, כלומר יותר נקודות יפלו בתוך המרווח ואותם ניקח בתור הטעויות שלנו.

יותר.קטנהתהיהה-כלומריותר,קטנהתהיההטעותאוליאזקטןמרווחלנוישאם● 𝑒‾(ℎ)
𝑒‾(ℎ).האמפיריתהטעותלביןdעםהגדולהשברביןההכללהבחסםמתעסקבעצםהפשרהשלהאיזון

דוגמה עבור הפשרה שהצגנו
בשביל אותו מישור אפשר לקחת מרווחים שונים:

נשים לב כי בציור השמאלי יש מרווח קטן, אומנם הוא טועה על הנקודות אבל הטעות היא קטנה, זה●
יותר.קטןשהואהאמפיריתהטעותאתמייצגבעצם 𝑒(ℎ)

נשים לב בציור הימני, יש מרווח יותר גדול אז כל הנקודות שנופלות בפנים הוא טועה עליהם ולכן●
קטןיותרלוישאבלגדולהיותרשלנוהאמפיריתהטעותלכןשגיאה,בתוראליהםנתייחס 𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚

כלומר לשאר הנקודות הוא השיג הפרדה יותר גדולה.
לכן, אנחנו צריכים למצוא איזון שפותר את הבעיה הזאת.

דור עזריה
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מזעור טעויות
מימדים.ב-נקודותשלאוסףבהינתן 𝑆𝑑

נרצה למצוא את המישור שעושה את ההכי פחות שגיאות.

הבעיה:
לקבל.שאפשרקטנההכיהטעותעםממימדהיפר-מישורלמצואנרצהבהינתן 𝑆𝑑 − 1

רק הבעיה למצוא את המישור הכי טוב אך עדיין עם שגיאות היא עדיין קשה מאוד לפתרון.

טענה
.NP-Hardהיאהבעיה-שגיאותשישלמרותטובהכיהמישוראתלמצואכדי

הוכחה
𝑀𝑖𝑛 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟.לפיברדוקציה

Vertexזהמה Cover:
𝐺.קלט:● = (𝑉, 𝐸)
הקשתות.כלאתשמכסיםשלביותרהקטנההקבוצהתתפלט:● 𝑉
כדי לכסות קשה צריך שיהיה צומת אחד מכל צלע בתת הקבוצה הזאת.●

לדוגמה, אם ניקח את תת האוסף עם הצמתים הסגולים אז כיסינו את כל הקשתות בגרף:

לא ידוע האלגוריתם שימצא את האוסף הכי קטן שמכסה את כל הקשתות.
אנחנו יכולים לקחת את הבעיה הזאת ולתרגם אותה בלתרגם את המישור שטועה על הכי מעט נקודות וכמעט אי אפשר את הבעיה הזאת ולכן אי

אפשר לפתור את הבעיה של המישור.

דור עזריה
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ציור מישור מפריד

.שלבהינתן:רדוקציה 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟
מינימלית:היפר-מישורשגיאתבעייתשלמופעניצור 𝑆

נבנה דוגמה של נקודות רב מימדיות שנרצה לפרש אותם על ידי מישור.

(ישמשקלעםאדומהנקודהנשיםאנחנוהציריםבראשיתלכן● 0
→

𝑛
ה-בכלנטעהאזכיהזאתבנקודהלטעותנרצהולאנקודות)בו 𝑛𝑛

נקודות.
𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟ה-ציור

לכלכלומרשלבבעיהמהצמתיםאחדכלבשביל● 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟𝑣
𝑖

∈ 𝑉

ונתייגהבסיסוקטורשהיאהמפרידבמישורכחולהנקודהיוצריםאנחנו 𝑒
𝑖

אותם כ-"שלילי".
נשיםהמפרידבמישוראזקשת,ביניהםשישצמתיםשניישאם● 𝑣

𝑖
,  𝑣

𝑗
∈ 𝑉

האלה.הנקודותעללטעותנרצהולאלביןביןאדומהנקודהביניהם 𝑒
𝑖

𝑒
𝑗

כדיבהםדווקאלטעותנרצהולכןאחתנקודהאוליהםהכחולותהנקודותבהם,לטעותנרצהולאנקודותהםהאדומותהנקודותכל-הרעיון 𝑛
למזער את הנזק של השגיאות שלנו. נרצה למזער על כמה נקודות כחולות אנחנו טועים.

בחוץלהישארחייבמהםאחדלפחותהחיתוך,בתוךאתוגםגםלשיםנרצהלא-המישורשלהחיתוךלביןvertexב-הבעיהביןמקבילותיש 𝑒
1

𝑒
3

.vectorשללבעיהבדומה

טענה
ברדוקציה, הדברים הבאים שקולים:

.ב-נקודותעלטועה)Hyperplane(מישור-על● 𝑘 < 𝑛𝑃
.היותרלכלהואב-ה-● 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟𝐺𝑘

דור עזריה
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Soft-רכההפרדה Margin
VapnikהציעSVMלהפרדה.ניתנותשלאנקודותעבורשמוצא

נרצה לקחת את העיקרון שהצגנו:
ש-נקבעכלומרקטןהכיהמרחקמהנקבע● 𝑤· 𝑥

𝑖| | ≥ 1γ = 1

טועות).נקודות(זהבמרווחשיפלונקודותשישמקרהעבורגםנרצהשהפעםאךwשלהנורמהאתולמזער

Softה-עקרון Marginשגיאות:לעשותלנושמותרלנואומרבעצם
רחוקההנקודהכמהמודדבעצםשב-נשלםאנחנושטועה)(נקודהנכוןהלאבצדשנמצאתנקודהכלעל 𝑥

𝑖
ζ

𝑖

מהמרווח.
אנחנו נרצה לצמצם את סכום כל הטעויות שלנו.●

נציג בציור את הצד השמאלי שמראה מי הם הנקודות שטועות ביחס לקבוצה המתאימה להם, ובצד הימני
שמראה עד כמה הנקודות האדומות טועות מהמרווח הנכון, אנחנו לא רק נרצה שהנקודות הטועות יפלו בצד

הנכון אלא נרצה שהם יפלו גם במרווח הטעות.

בציור השמאלי
נשים לב לציור למעלה, בצד שמאל שהנקודות הכחולות מתאימות לצד הימני של המישור והאדומות לצד

ζ.בגודלטעותמשלמיםאנחנולהןשלהם,מהתחומיםשחורגותנקודותכמהישכילראותאפשראבלהשמאלי
𝑖

בציור הימני
בגרף.נקודהלכלה-הטעותשלהמשקלאתלראותאפשר ζ

𝑖
𝑥

𝑖

דור עזריה
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Softעםעבודהתוכנית Margin
ראינו בעצם שיש לנו טעויות בנקודות מהמישור לכן הפעם נתעסק עם:

.וגםלכל 𝑦
𝑖
(𝑤 · 𝑥

𝑖
) ≥ 1 − ζ

𝑖
𝑖ζ

𝑖
≥ 0

.עליונשלםאזהמישורשלנכוןהלאבצדאנחנואםהפעםכלומר, ζ
𝑖

גדול.יותרשלנוהמרחקאזקטןיותרשהואככלכיאתלמזעררצינובעבראם● 𝑤| || |

שלנו.הטעויותסכוםשזהואתאתבו-זמנית:דבריםשתילמזערנרצהכעת● 𝑤| || |2Σ
𝑖
ζ

𝑖

נרצה למזער את:
Σ

𝑖
ζ

𝑖
 

𝑛 +  λ 𝑤| || |2

הגדרה

Hingeה- Lossה-כאשרה-הואhingeהמישור.אלהטעותמנקודתהזווית)או(המרחקהקוהוא
Σ

𝑖
ζ

𝑖
 

𝑛

?מה זה λ
התפקיד שלו נועד למזער שתי דברים בו-זמנית, הוא מאפשר פשרה בין שני הדברים האלה.

הנל.הסכוםאתוגםwשלהנורמהאתגםלמזערשאמורהאיברהואה- λ
?איך נבחר את λ

לאלגוריתם:פרמטריםלבחירתטכניקהזה-באלגוריתםנשתמש 𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 − 𝑣𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
ונקבל:(בערך)2ל-אותוונחלקשלנוהמדגםקבוצתאתניקח●

.Trainingה-לונקרא-ראשוןלחלק○
.Validationה-לונקרא-שניחלק○

λ.שלשוניםערכיםמיניכלעםTrainingה-עלSVMאתנריץ●
טוב.ההכיה-אתשנמצאעדValidationה-עלאתננסהואז● λλ

אנחנוהמנורמל.wה-לביןסכוםביןה"איזון"יהיהמהלהחליטהמדגםסמךעלאלאהעולם,שארעללהסתכליכוליםלאאנואךמדגםלנויש Σ
𝑖
ζ

𝑖

שנמצא אחד שמתאים לנו ושיהיה הטוב ביותר מכולם.וננסה אותו על המישור עדננסה כל מיני ערכים של λ

Softמקרהעבורשלנוהמטרותמהאז Margin?
ביותר:הטובבחירתבעזרתואתשלנוהטעויותסכוםאתלמזערנרצה● 𝑤| || |λ

𝑀𝐼𝑁 1
𝑛 Σ

𝑖
 ζ

𝑖
 +  λ 𝑤| || |2

אפשרותלנוישאךמהמישורהנקודותשלהמרחקאתנמקסםכלומר,שלהנורמהאתלמזערנרצה● 𝑤
:לכלכלומרזהעלולשלםנכוןהלאבצדנקודותלהשיםאפילואומהמרווחלחרוג ζ

𝑖
≥ 0𝑖

𝑦
𝑖

𝑤 · 𝑥
𝑖( ) ≥ 1 − ζ

𝑖
   

דור עזריה
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חסם הכללה
הטעויותשסכוםנכוןכןזהאבלNP-Hardבעיהזהכיישירבאופןהשגיאותמספראתלמזעראפשרשאיהוכחנו

חוסם מלמעלה את הטעות האמפירית (כלומר בכמה טעויות טעינו בהם):

ℎ𝑖𝑛𝑔𝑒 𝑙𝑜𝑠𝑠 ≥  𝑒𝑚𝑝𝑖𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

למה זה נכון? -

ζ
𝑖

≥ γ ℎ 𝑥
𝑖( ) ≠ 𝑦

𝑖[ ] ≥ ℎ 𝑥
𝑖( ) ≠ 𝑦

𝑖[ ]

.לפחותעליהושילמנואמפיריתטעותזהאזנכוןהלאבצדממשנפלהשהיאכךנקודהעלטעינואם 𝑥
𝑖

γ

שלנכוןהלאבצדנפלההנקודה(כלומרהשגיאותבמספראותוונכפילהמרווחאתניקחאםכי γℎ 𝑥
𝑖( ) ≠ 𝑦

𝑖

γ.המישור) אז נשלם על זה לפחות
ביחד.השגיאותמספראתנמזעראנחנוכךכיה-כלאתלמזערנכוןשזהאומרזה ζ

𝑖

?SVMשלהאמיתיתהטעותמה
נקבל:לפחותשלהסתברותעםאזSVMה-שלהמישורהואשאםנכוןזה 𝑤1 − δ

𝑒(ℎ) ≤
𝑖

∑ ζ
𝑖

+ 4 𝑤| || |
𝑛

+ 1 + 2 𝑤| || |( )
2ln 4 𝑤| || |

δ( )
𝑛

ζ-ותה-שלהסכוםע"יחסוםהעולם)כלעלנכוןלאאוהנכוןבצד(האםהעולםכלעלשלוהאמיתיתהטעותאזמסוים,מרווחהמדגםעלהשיגhאם
הכללה.החסםבתוךנמצאיםשניהםכיהאלההפרמטריםשניאתלמזערנרצהולכןעםיחדהאמפירית)הטעותאתחוסםשהסכום(ראינו 𝑤| || |

דור עזריה
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Kernel-לינאריתלאהפרדה SVM

מה אם נרצה מסווג שהוא לא מישור (לא לינארי)?●
אולי הנתונים שלנו נראים הכי טוב כאשר יש לנו קו שהוא לא לינארי?●
מסווגשללמצבלינאריבאופןשמסווגSVMאתלהפוךבקלותדיאפשר●

שהוא לא לינארי.

הבא:באופןלהיכתביכולשלה- 𝑆𝑜𝑓𝑡 𝑀𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛𝑆𝑉𝑀
וקטורים:זוגכלשלהפנימיתהמכפלהאתוגםה-סכוםאתלמזערנרצהאנחנו 𝑐

𝑖
(𝑥

𝑖
· 𝑥

𝑗
)

min Σ
𝑖=1
𝑛 𝑐

𝑖
− 1

2 Σ
𝑖=1
𝑛 Σ

𝑗=1
𝑛 𝑦

𝑖
𝑐

𝑖
(𝑥

𝑖
· 𝑥

𝑗
)𝑦

𝑗
𝑐

𝑗
 

כך שצריך להתקיים:

Σ
𝑖=1
𝑛 𝑐

𝑖
𝑦

𝑖
= 0

0 ≤ 𝑐
𝑖

≤ 1
2𝑛λ

:Kernelה-נקראהביטוי (𝑥
𝑖

· 𝑥
𝑗
)

ניקח את המכפלה הפנימית של כל זוג של נקודות וכך ניצור מסווג יותר ויותר מסובך.

הם:כיוםביניהםהנפוצותאחרות,בפונקציותאתנחליף (𝑥
𝑖

· 𝑥
𝑗
)

Polynomialפונקציית● Kernel:המוגדרת. 𝑥
𝑖

· 𝑥
𝑗

+ 1( )𝑑

Radialפונקציית● Basis Function - RBF:המוגדרת.𝑒
− 𝑥

𝑖
−𝑥

𝑗| || | / 2σ2

אנחנו לא נתעסק בהם בקורס - רק הכרנו את הנושא באופן כללי.
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לסיווגk-NNקרוב:שכןחיפוש

מרחק אוקלידי
𝑙.כמרחקידוע

2

יהיה:וקטוריםשניביןהמרחק 𝑥,  𝑦

𝑥 − 𝑦| || |
2

=
𝑖=1

𝑑

∑ 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖| |2⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

1
2

למשל:

32 + 22 ≈ 3. 6

מרחק מנהטן
𝑙.אוTaxicabמרחקבתורגםידוע

1

הוא:הוקטוריםביןהמרחק 𝑥, 𝑦

𝑥 − 𝑦| || |
1

=
𝑖=1

𝑑

∑ 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖| |

למשל:
3 + 2 = 5
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𝑙מרחב
𝑝

𝑙.שלהכללהזה
1
,   𝑙

2

𝑝.לכלנגדיר ≥ 0
יהיה:הווקטוריםביןהמרחק 𝑥, 𝑦

𝑥 − 𝑦| || |
𝑝

=
𝑖=1

𝑑

∑ 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖| |𝑝⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

1
𝑝

למשל:
𝑝

3𝑝 + 2𝑝

Frechet-פרשטמרחק
𝑝?כאשרקורהמה = 0

מוזנח.ממנושקטןאחרו-חשובהנעשיתהקואורדינטהאזגדולויותריותרנעשהכאשר 𝑝𝑝
רלוונטי.לאממנושקטןמהוכלהקובעתהיאגדולההכיהקואורדינטהאזכאשרכלומר 𝑝 → ∞

לכן, מרחק פרשט הוא הקואורדינטה עם ההפרש הכי גדול שיש.
𝑙.בתורידוע

∞

הוא:הוקטוריםביןהמרחק 𝑥, 𝑦

𝑥 − 𝑦| || |
∞

=
𝑖=1

𝑑

∑ 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖| |∞⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

1
∞

=
𝑖

max 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖| |

למשל:
𝑥 − 𝑦| || |

∞
= 𝑚𝑎𝑥(3, 2) = 3
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מסקנה
קיבלנו:שלהדוגמהעבורלבנשים (3, 2)
.המרחקאתקיבלנומנהטןמרחקעבור● 𝑙

1
5

.המרחקאתקיבלנואוקלידימרחקעבור● 𝑙
2

3. 6

.3המרחקאתקיבלנופרשטמרחקעבור● 𝑙
∞

יקטן.שלנוהמרחקאזאתשנשאיףככלכלומר, 𝑝 → ∞

𝑙שלמרחביםהשוואת
𝑝

𝑙?שלהשונותהנורמותמשתוויםכיצד
𝑝

נקבל:וגםעבור 𝑥 = (3, 1)𝑦 = (6, 3)
𝑥 − 𝑦| || |

1
= 5        𝑥 − 𝑦| || |

2
= 3. 6        𝑥 − 𝑦| || |

∞
= 3

נקבל:וגםעבור 𝑥 = (0, 0)𝑦 = (0, 1)
𝑥 − 𝑦| || |

𝑝
= 1       ∀𝑝

הסבר להקטנת המרחקים:
שוניםל-תחתיחידהכדור 𝑝

בשבריםשלמרחב 𝑙
𝑝

?כאשרמתנהגאיך 𝑙
𝑝

𝑝 < 1

נקבל:עבור 𝑥 = (3, 1),  𝑦 = (6, 3),  𝑧 = (6, 1)

𝑥 − 𝑦| || | 1
2

= 3
1
2 + 2

1
2( )2

≈ 9. 9

𝑥 − 𝑧| || | 1
2

+ 𝑧 − 𝑦| || | 1
2

= 3 + 2 = 5

מפר את אי-שוויון המשולש.
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𝑙ה-מקרה
0

הוא:הוקטוריםביןהמרחק 𝑥, 𝑦

𝑥 − 𝑦| || |
0

=
𝑖=1

𝑑

∑ 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖| |0⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

1
0

יש?):שוניםמקריםכמה(כלומר-שונים?הוקטוריםקואורדינטותבכמה 𝑥, 𝑦(𝑎, 𝑏)

.כלומראחדיהיההואאפסלאהואשלושההפרשקבועמספרכלאזאם● 𝑥 ≠ 𝑦𝑥 − 𝑦| |0 = 1
𝑥.בוקטוראפסשאינםהערכיםמספרלציוןמשמש − 𝑦

אז:אם● 𝑥 − 𝑦 = (1,  1)
𝑥 − 𝑦| || |

0
= ∞

מטריקת מרחק
המטריקה נדרשת:

,𝑑(𝑥.סימטריות:● 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)
,𝑑(𝑥.המשולש:שוויוןאי● 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)

הסמי-מטריקה נדרשת:
סימטרית בלבד.●
לא מקיימת את אי-שוויון המשולש.●

דורשת:quasi-metricה-
לא סימטרית.●
מקיימת את אי-שוויון המשולש בלבד.●
כמו למשל המרחק שונה אם עולים על הר או הולכים במישור.●

פונקציות מרחק נוספות
להתאים מחרוזת למחרוזת אחרת, המרחק נמדד במספר הצעדים הדרושים כדי להתאים את המחרוזות.

Googleב-שישAutocompleteה-למשל Search,המחרוזתעבור"Hello World"לבצע:אפשר
Helo"מחיקה:● World"
otHello"הכנסה:● World"
Hallo"החלפה:● World"

דור עזריה
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מרחק לוינשטיין
editגםנקרא distance.
ומחיקות.הכנסותשלמקריםעםלהתמודדיכוללאהמרחקיםוקטור (𝑙

𝑝
)

למשל:
x=(1,2,3,4,5,7,8,9,10)      y=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)

אחת.ומחיקהאחתהכנסהלעשותצריךביןלהשוותבשבילכלומר, 𝑥,  𝑦
.אבל 𝑥 − 𝑦| || |

1
= 10

:מרחק לוינשטיין במחרוזות
?למחרוזתממחרוזתלעבורכדילעשותצריךוהחלפותמחיקותהוספות,כמה-נשאל 𝑥𝑦
.1ב-לנועולהומחיקההוספה●
מחיקה).+הוספהכמו(כלומר2או1עולההחלפה●

.DNAה-מחרוזתהואלבנשטייןמרחקעבורלדוגמה,
בסיסיות:אמינוחומצות4לויש

𝐴𝑑𝑒𝑛𝑖𝑛𝑒,  𝐶𝑦𝑡𝑜𝑠𝑖𝑛𝑒,  𝐺𝑢𝑎𝑛𝑖𝑛𝑒,  𝑇ℎ𝑦𝑚𝑖𝑛𝑒
למשל:שגיאותלהיותיכוליםחדשה,למחרוזתמחליףDNAשה-פעםבכל

.ל-ממחרוזתלעבורנרצהאםלמשל 𝐺𝐺𝐶𝑇𝐴𝐺𝐺𝐶𝐺𝐶𝐴𝐴
מה המרחק בין המחרוזות האלה?

GGCTAG → GCGCTAG → GCGCAG → GCGCAA

כלומר המרחק לוינשטיין בין המחרוזות הוא שלוש כי:
3=החלפה+מחיקה+הכנסה

י:ניתן לחישוב בתכנות דינאמ
s,tשלהקידומתכלביןמרחקיםלמעשהמחשב

זמן הריצה:
𝑂( 𝑆| | · 𝑇| |)
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מרחק לוינשטיין בתכנות דינאמי

.ל-ממחרוזתלעבורנרצהאםלמשלמקודם,שהוצגהDNAה-שלבדוגמהנעזר 𝐺𝐺𝐶𝑇𝐴𝐺𝐺𝐶𝐺𝐶𝐴𝐴
דינאמי:בתכנותונפעלהמחרוזותאתדו-מימדימערך/בטבלהנציג,3הואשהמרחקראינו

שוות.הםכי0הואריקותמחרוזות2ביןהמרחק

גודלהואכאשרהוספותנבצעולכןשלמהלמחרוזתריקהמחרוזתלהשוותזההראשונההשורההוספת 𝑛𝑛
המחרוזת השלמה (גם עבור העמודה הראשונה):

דור עזריה
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.0פשוטלנועולההפעולהאזתואותוישה-במיקוםהמחרוזות2ב-אם 𝑖
תא.בכל+1שלבהוספהלנויעלהאחרזרתוכלמכן,ולאחר

.0לנועלהוזההראשוןבתושוויםשניהםכיהקודםבשלבראינוGGמולGCהמקרהעבור
+.1לנועולהוזהלהחליףנרצהולכןשוויםלאהםכילראותאפשרהשניבתוכעת

וכך הלאה...

דור עזריה
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נציג את אלגוריתם לוינשטיין:

Levenshtein Algorithm

Levenshtein(String s, String t)1:
int[][] a = new array[s.length()+1][t.length()+1]2:
int count_s = 0, count_t = 03:
for (int i=0; i ≤ s.length(); i++)  a[i][0] = count_s++ \\ first column4:
for (int j=0; j ≤ t.length(); j++)  a[0][j] = count_t++ \\ first row5:

6:
for (int i=1; i ≤ s.length(); i++)7:

for (int j=1; j ≤ t.length(); j++)8:
if(s.charAt(i-1) == t.charAt(j-1))9:

a[i][j] = min(a[i-1][j-1], a[i][j-1]+1, a[i-1][j]+1)10:
else \\ substitute cost = 111:

a[i][j]=min(a[i-1][j-1]+1, a[i][j-1]+1, a[i-1][j]+1)12:
return a[s.length()][t.length()]13:

)EMD(מרחקתמונותביןמרחקמדידת
איך אנחנו מודדים מרחקים בין תמונות?

עבור מרחק בין וקטורים לא נגיע לפתרון - נופל כאשר התמונות זזות בשורת פיקסל אחד.
לאחרת.אחתמתמונהפיקסליםלהעבירהעלותאתלהגדירהואהכלליהרעיוןכאשרEMDה-בשיטתנפעל

העלות הוא המדד למרחק וצריך להגדיר את העלות של תנועה אנכית, אופקית ואלכסונית.

דור עזריה
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בעיית ההשמה
אתלבצעעובדכלשלהעלותאתהמתארתN*NומטריצהמשימותNעובדים,N:קלט

המשימה.
: העלות המינימלית הכוללת.פלט
.Hungarianבאלגוריתםנשתמשהמינימליותההתאמותסךאתלפתורכדי

דוגמה
.ל-מ-המרחקאתלמשלנחשב,EMDלפי1ממימדוקטוריםעבור 𝑥 = (3, 4, 7, 1)𝑦 = (1, 5, 5, 4)
:xוקטורעבורהבאה,בשיטהנפעל

x = (3, 4, 7, 1) ⇒
השני:לתאאותונוסיףוהראשוןמהתא2נוריד

⇒ (1, 6, 7, 1) ⇒
השלישי:לתאאותונוסיףוהשנימהתא1נוריד

⇒ (1, 5, 8, 1) ⇒
הרביעי:לתאאותונוסיףוהשלישימהתא3נוריד

⇒ (1, 5, 5, 4) = y
היא:הכוללתשהעלותכךyל-xמ-והגענו

2 + 1 + 3 = 6

Hungarianעלקצת Algorithm-בהרצאה)נלמד(לא
האלגוריתם ההונגרי הוא אלגוריתם אופטימיזציה שפותר את בעיית ההשמה בזמן פולינומי.

עלותאתמייצגועמודהבשורההאלמנטכאשרשלילית,לאמטריצתמקבליםאנוכמטריצהבניסוח 𝑛𝑥𝑛𝑖𝑗
.לעובדמשימההקצאת 𝑗𝑖

המטרה היא לשבץ את העובדים למשימות כשלכל משימה משובץ עובד אחד וכל עובד משובץ למשימה אחת,
כך שהעלות הכוללת של ביצוע כלל המשימות היא מינימלית.

לדוגמה:

בדוגמה פשוטה זו ישנם שלושה אחים: אפרים, מאיר
וישראל. אחד מהם צריך לנקות את חדר השינה, שני

לטאטא את החצר ושלישי לשטוף את החלונות. כל אחד
מהם דורש תשלום שונה עבור כל משימה. המטרה היא

למצוא את השיבוץ שייתן את העלות הנמוכה ביותר
לביצוע שלוש המשימות. את הבעיה ניתן לייצג

במטריצה של עלויות העובדים לביצוע המשימות: ←

לשטוף חלונותלטאטא חצרלנקות חדר

233אפרים

323מאיר

332ישראל

יישום האלגוריתם ההונגרי על המטריצה ייתן את
ידיעלמושגתזועלות,6שהיאהמינימליתהעלות

שיבוצו של אפריים לניקוי החדר, של מאיר
לטיאטוא החצר ושל ישראל לשטיפת החלונות.
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סיווג שכן קרוב
איך אפשר ללמוד במרחבים לא אוקלידים?

).Base(בסיסקבוצתניקח●
לכל נקודה חדשה, ניתן לו את אותו התיוג כמו שיש לשכן הכי קרוב אליו מקבוצת הבסיס.●

למשל באיור הבא, הנקודה הלבנה החדשה שנכנסה למדגם תסווג לכחול כי השכן הכי קרוב אליו גם כחול:

בעיה
𝑉𝐶.הזהבמקרה

𝐷𝑖𝑚
= ∞

הוכחה
עבור כל קבוצה של נקודות שניתן, אפשר להשיג בשבילם כל תיוג אפשרי, כי יכול להיות באוסף הבסיס אותם

נקודות עם איזה תיוג שנרצה וגם לאוסף אחר ניתן איזה תיוג שנרצה ולכן יכול להיות במדגם שלנו אותם נקודות
עם אותו תיוג.

הזאת:לבעיהפתרונות2נציג
●k-NN
●Condensing.(עיבוי)

k-NNשיטת
סיווג.אותושלהרובעםהשכניםלפיהנקודהאתונסווגהחדשהלנקודהביותרהקרוביםהשכניםKאתניקח
זה טוב למניעת רעשים.●

𝑘,ועבור(ירוק)שלנובמדגםחדשהנקודהלדוגמה, = 3
החדשה.לנקודהביותרהקרוביםהשכניםאתאתנחפש 𝑘

נסווג את הנקודה החדשה לפי הסיווג המשותף הגדול ביותר בין השכנים.
רוב שכניה.כמומשולש אדוםולכן, הנקודה הירוקה החדשה תסווג להיות
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Condensing-העיבוישיטת
כלשהו.sידיעלחסומהBaseהבסיסבקבוצתהאיבריםמספר
הבסיס.בקבוצתNNנבצע

.מגודלהבסיסקבוצתשיהיהתת-מדגםלנונשמור,בגודלמדגםעבורלדוגמה: 𝑆𝑛𝑆' ⊂ 𝑆𝑠

מתקיים:בגודלמדגםעבורלכן, 𝑛

𝑂(𝑛𝑠)הואהתיוגיםמספר●
●𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚
= 𝑂(𝑠)

- (הסבר לא מההרצאה):הסבר יותר מובן
Condensedאלגוריתם Nearest NeighborsאוCNNסיווגעבורהנתוניםמערךאתלצמצםעוזרk-NN. 𝑆

.המקוריהנתוניםמערךאתנכוןלסווגהמסוגלותדגימותשלתת-קבוצהבונההוא 𝑆'𝑆
.הנתוניםמערךשלתת-קבוצהאלאשגויה,בצורהשסווגוהנקודותמערךאתלאמחזירהוא 𝑆'𝑆

כך:עובדCNNאלגוריתם
.שלמזושונהתיוגישמ-שלוהקרובשלשכןנקודהוחפש,שלהנקודותכלאתסרוק.1 𝑆𝑝𝑆'𝑝
.ל-אותווהוסףמ-אתהסר.2 𝑝𝑆𝑆'
'𝑆.ל-עודיתווספושלאעדהסריקהעלחזור.3

.k-NNסיווגעבורבמקוםבשימושוכעת 𝑆'𝑆
הנפח.והפחתתזמן-ביצועקיצורהואזובשיטההיתרוןולכןכאשרוגםשלבנשים 𝑆'| | = 𝑠𝑆| | = 𝑛𝑛 > 𝑠

לפי האיור הבא:
Originalה-קבוצת● Training Setכולו.המדגםהואהקבוצהכלומר 𝑆
Condensedתת-הקבוצה● Training Setהשלבים.לפישנוצרחלקימדגםהואהקבוצהכלומר 𝑆'
הפלט של שתי הקבוצות האלה הוא אותו הפלט.●
זיכרון.מקוםבנפחלנוותחסוךיקרחישובזמןלנושתחסוךהקבוצהאתשניקחברורלכן,● 𝑆'

דור עזריה
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CNN-מדגםדחיסת
Condensingאלגוריתםעלנרחיב Nearest Neighbor - CNN.

שונים).בצבעיםנקודות2ביןהמינימלי(המרחקהנקודותביןהמרווחיהא,מדגםקבוצתבהינתן.1 𝑆ε
נרצה לזרוק הרבה נקודות ורק לשמור כמה מהם.

ש:כךקבוצהתתהוא)לו(נקרארשתמ-ניקח.2 𝑆ε − 𝑛𝑒𝑡𝑇
a.:שלהםהמרחקלכלאריזה. 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑇𝑑(𝑝, 𝑞) ≥ ε
b.:הואב-אליוקרובהכימהשכןשלוהמרחקלכלכיסוי. 𝑝 ∈ 𝑆𝑇𝑑(𝑝, 𝑇) < ε
c.:בנייה חמדנית

i.נאתחל.𝑇 = ∅
ii.ל-אתנוסיףאזאם,לכל. 𝑝 ∈ 𝑆𝑑(𝑝, 𝑇) > ε𝑝𝑇

.לפחותהואביניהםהמרחקל-שלקחנונקודות2כל 𝑇ε

הקרובים.השכניםעבורהבסיסכקבוצתניקח.3 𝑇
a.אמפירית.טעותשוםללאעלעקביאז 1 − 𝑁𝑁𝑆
b.ה-ומהגדולכמה. 𝑇𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚
(𝑇) =?

?Tשלהגודלמה
הנקודות.כלאתהמכילשלברדיוסכדורעבור 𝑅 = 1

.מ-יותרגדוליםבמרחקיםהםבקבוצההנקודות 𝑇ε < 1

מצטלבים.אינםשללנקודותמסביבברדיוסכדורים,ב-נקודהכלסביבמעטפתכדורנגדירלכן, 𝑇𝑅 = ε
2𝑇

הוא:ברדיוס-מימדיdכדורשלהנפח 𝑅

𝑉𝑜𝑙
𝑑
(𝑅) = π

𝑑
2

Γ( 𝑑
2 +1)

· 𝑅𝑑

שלם.חיובילכלל-ושווהאוילר,שלהגמאפונקצייתהוא Γ(𝑘)(𝑘 − 1)!𝑘

.נגדירתלותלאו-מאחר 𝑅𝑅 = 1
חסום:שלהגודללכן, 𝑇

𝑇 <
𝑉𝑜𝑙

𝑑
(1)

𝑉𝑜𝑙
𝑑
( ε

2 )
= 2

ε( )𝑑
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עצי החלטה

מבוא (לא מההרצאה)
עצי החלטה הוא אלגוריתם חיזוי השייך לתחום הלמידה

עצי החלטה תואמים לאופן שבו מרבית בני האדם חושבים על בעיה מסוימת והם פשוטים להסבר למי●
שאינם מומחים.

אין שום דרישה שהקשר בין היעד לבין המאפיינים יהיה לינארי.●
העץ בוחר אוטומטית במאפיינים הטובים ביותר על מנת לבצע את החיזוי.●
עץ החלטה רגיש פחות לתצפיות חריגות.●

עץ החלטה מציג תהליך של שלב-אחר-שלב לביצוע חיזוי. לשם הפשטות נתחיל עם דוגמא פשוטה הנוגעת
לסיווג מועמדים לתפקיד מסוים לשתי קטגוריות:

job(עבודההצעתלקבלשצריכיםכאלו.1 offer;(
no(תודה"לאאבל"תודהלהםלומרשצריכיםכאלו.2 job offer.(

הדוגמא מתארת את אחד המאפיינים העיקריים של עצי החלטה. ההחלטה מתקבלת על ידי הבאה בחשבון של
המאפיינים אחד בכל פעם במקום כולם בבת אחד. תחילה, נלקח בחשבון המאפיין החשוב ביותר (תואר), לאחר

מכן נלקחים שנות הניסיון, וכך הלאה. להלן דוגמה לעץ החלטה לקביעת קריטריון להעסקת עובד:

חשוב להבין שמעסיק יכול בתת-מודע שלו להשתמש בעץ החלטה שכזה, מבלי לרשום אותו.
כאשר עצי החלטה משמשים ככלי של למידת מכונה, אז העץ נבנה מתוך נתונים היסטוריים באמצעות

אלגוריתם, כפי שנסביר בהמשך.
אם לאחר חישוב העץ ניתן לראות כי ברור שקיים רווח מהמידע האם למועמד מסוים יש תואר רלוונטי או אם

לאו, אז ברור שנרצה לקצר את דרך ההחלטה בעץ עבור מועמד מסוג זה.
את הדרך לעשות זאת נפתור בעזרת פונקצית האנטרופיה הנפוצה בעולם דחיסת נתונים.

דור עזריה



מכונהלמידת||75

שאלה
הזה.אדםהבןמיניחושים20עדלתתמהסטודנטיםומבקשמוכרתאישיותעלחושבמרצה

המרצה יכול לתת רק תשובה של "כן/לא" לכל ניחוש.

גבוהה.נוראהוארמות20עםבינאריבעץהעליםמספר

עלים.ב:מדוברכלומר 220 =  1, 048, 576
יש לנו את היכולת לנצח תמיד - אך השאלה היא מהי הגישה הנכונה בשביל שננצח כל פעם?

אסטרטגיה שתמיד תנצח:
יהיה לנו רשימה של כמה אנשים מוכרים בעולם (כמה עשרות אלפים שכאלה), נעשה חיפוש בינארי על השמות

של האנשים.

נרצהואנחנוהואמסויםאדםבןעלחושבשאניההסתברותהניחושים,מספראתלמזערנרצה 𝑋
𝐼

Pr(𝑋
𝑖
)

כלומר:נמוךיהיההניחושיםשמספר 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟_𝑜𝑓_𝑔𝑢𝑒𝑠𝑠𝑒𝑠[𝑋
𝑖
]

Pr(𝑋
𝑖
) · 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟_𝑜𝑓_𝑔𝑢𝑒𝑠𝑠𝑒𝑠[𝑋

𝑖
]
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שאלה
כמה אפשר לדחוס קובץ?

לכמה זיכרון צריך בשביל זה.מתעסקת בשאלה הזאת ונותנת תשובה ברורהתורת האינפורמציה-

1948שאנון
ביטים:שלבגודלהיאבאורךלהודעההאופטימליתהדחיסהאזבתדירותמופיעהסמל 𝑖𝑤

𝑖
𝑚

𝑚 ·
𝑖

∑ 𝑤
𝑖

· log
2

1
𝑤

𝑖
( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦
=  − 𝑚 ·

𝑖
∑ 𝑤

𝑖
· ⎡log

2
𝑤

𝑖( )⎤

הנוסחה הזאת זה חסם תחתון על כמה ביטים צריך לאחסן את המסמך הזה.

לדוגמה
𝑚באורךמסמך● = 50
פעמים.30מופיעה'bו-'פעמים20מופיעה'a'האות●
הדחיסה האפשרית היא:●

50 · 20
50 · log

2
50
20( ) + 30

50 · log
2

50
30( )( ) = 48. 54 𝑏𝑖𝑡𝑠

לפי משפט של שאנון,
צריך לקחת כל אות ולתת לה ייצוג של ביטים.●
לכל אות אסור לשנות את הייצוג שלה בזמן הדחיסה.●

דור עזריה
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אנטרופיה
האנטרופיה מודדת כמה "מאוזן" חלוקת הערכים במשתנה המקרי.

כך:מוגדרתפריט/מאורעעבורהאנטרופיהפונקציית 𝑒
𝑖

𝑖
∑ Pr 𝑒

𝑖( ) · log
2
⎡ 1

Pr(𝑒
𝑖
) ⎤

.0היאשלוהאנטרופיהאזעץ)נקבלתמיד(למשלהוגןלאומטבע,1שלאנטרופיהישהוגןלמטבעלדוגמה,
לכן, האנטרופיה בעצם מודדת כמה מאוזן החלוקה של התוצאות של המשתנה המקרי.

כך:מוגדרתלסימנים/מאורעותהבינאריתהאנטרופיהפונקציית 𝑒
1
,  𝑒

2

Pr 𝑒
1( ) · log

2
1

Pr(𝑒
1
)( ) + Pr 𝑒

2( ) · log
2

1
Pr(𝑒

2
)( ) =

= Pr 𝑒
1( ) · log

2
1

Pr(𝑒
1
)( ) + 1 − Pr(𝑒

1
)( ) · log

2
1

1−Pr(𝑒
1
)( )

שאנון אמר שצריך מספר ביטים מסוים כדי לאחסן את המשפט.
אך נרצה לדעת איזה סוג של דחיסה נרצה להשיג כדי לקיים את זה.

ארבע שנים אחרי המצאת שאנון, המציאו טכניקה להשיג את החסם של שאנון שנקרא הופמן (למדנו
באלגוריתמים ובדחיסת נתונים).

אלגוריתם האפמן
הוא אמר שאם אנחנו מתחילים את הקידוד מלמטה (של העץ) ללמעלה אז אנחנו נקבל את הקידוד

האופטימלי.
= 𝐵𝐴𝐴𝐵𝐴𝐶השמאלי:העץשלהדוגמהעבורלמשל  010000010010
= 𝐵𝐴𝐴𝐵𝐴𝐶הימני:העץשלהדוגמהועבור  1000100110

דור עזריה
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ביטים.12שלבאורךשלנוההודעהאתלשחזרהצלחנוהשמאלישבעץלבנשים
ביטים.10שלבאורךשלנוההודעהאתלשחזרגםהצלחנוהימנישבעץלבנשים

לכן אפשר לראות כי ניתן לקודד ולפענח במספר ביטים קטן יותר אם נפעל בשיטה המתאימה.

דוגמה
,𝐴.(סימנים):האותיותנתונים  𝐵,  𝐶,  𝐷,  𝐸,  𝐹,  𝐺,  𝐻

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐻𝐻𝐵𝐶𝐵𝐺𝐶𝐶𝐶ההודעה:
ניתן לבנות עץ מאוזן  לקידוד.

סימנים.8●
ביטים.3ל-מקודדאחדכל●
3יהיהההודעהגודל● · 17 = 51

נשים לב שניתן לשפר את זה לפי התייחסות למספר המופעים של כל אות בהודעה שלנו:
𝐴: 6,  𝐵: 4,  𝐶: 4,  𝐷: 0,  𝐸: 0,  𝐹: 0,  𝐺: 1,  𝐻: 2

אנחנו נבנה עץ מלמטה ללמעלה לפי סדר משקלי התדירויות של כל אות בהתאם:
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐻𝐻𝐵𝐶𝐵𝐺𝐶𝐶𝐶ההודעהאתאז

𝑏𝑖𝑡𝑠 37 – 0000000000010100111111011001110101010ל:נקודד
ונקבל:

ולכןהסתםמןמהירהכיבזמןאליולגשתנרצהנפוץ,הכיהיהAו-שמאחרלבנשים-כזאת?בבניההיתרוןמה
האפשר.ככליעילבאופןאליולגשתשנוכלכדיבעץלשורשקרובהשיותרכמהתיהיהAשלהרמה
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למידה עם עצי החלטה
נרצה ללמוד עם עצי החלטה.

לדוגמה: דגימה של וקטורים בינארים (נראה בצד שמאל).
עבורו נציג שני עצי החלטה שונים:

נשים לב שבאופן אינטואיטיבי, נרצה לבחור בעץ הימני ולא בשמאלי.
-.נקבלואחרת+נקבלאז0היאשלנוהרביעיתבספרהשאםלנואומרבעצםהימניהעץ

מן הסתם, שנרצה עץ החלטה קל ומהיר כמו הימני, לכן, כדי להגיע למצב שכזה, נרצה למצוא עץ החלטה עם
הזאת).בדוגמההימנילעץ(בדומהביותרהקטןהצמתיםמספר 𝑘

מימדים?מ-בינאריבוקטורהחלטהעץשלה-מה 𝑉𝐶
𝐷𝑖𝑚

𝑑

צמתים.עםהחלטהעציעלמשפחה-נסמן 𝑇(𝑘)𝑘
החלטות.לכן-)או+זההאם(ולבדוקעלהשזהאולבדוקקואורדינטהאיזהבוחראואניצומת,בכל 𝑑 + 2

לכן מספר העצים חסום כך:

𝑇(𝑘) ≤ (𝑑 + 2)𝑘

לפי הלמה של סאואר:
𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚
𝑇(𝑘)( ) = 𝑂(𝑘 · log(𝑑))

הניתן.ככלקטןמספרנרצהכלומר,הצמתיםמספרעבורחסםלמצואנרצהאנחנו 𝑘𝑘

בעיה
צריך למצוא עץ החלטה שעקבי על הנתונים שלנו ובעל מספר הצמתים הקטן ביותר.

𝑁𝑃.בעיהזו- − 𝐻𝑎𝑟𝑑
שיטות:2ב-בהיוריסטיקותנשתמשלכן,

𝐼𝐷3.שיטת.1
𝑃𝑟𝑢𝑛𝑖𝑛𝑔.שיטת.2

דור עזריה
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ID3אלגוריתם
זה אלגוריתם שפועל מלמעלה למטה.

נתחיל עם השורש כעלה שמסומן ב-'+'..1

הפתרון.איכותאתמודדתCostהעלותפונקציית.2
.Costאתשממזערחוקעםהעלהאתנפצל.3

נחזור על השלבים עד שנגיע למצב של עקביות על הנתונים..4

טובה?Costפונקציתנגדיראיך
נמזער את סכום האנטרופיה של העלים.●
הבאה:בצורהשממזערל-אתשמפצלחוקנבחר,קבוצהבהינתן● 𝑆𝑆𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑆

𝑒
𝑖
∈𝐴
∑ Pr 𝑒

𝑖( ) · log
2

1
Pr 𝑒

𝑖( )( ) +
𝑒

𝑖
∈𝐵
∑ Pr 𝑒

𝑖( ) · log
2

1
Pr 𝑒

𝑖( )( )
נזכר שהאנטרופיה נמוכה כאשר "המטבע לא הוגן - כלומר שנקבל רק עץ", לכן, נרצה דווקא את

-"."רקלמשלוב-+""רקלמשללנויהיובקבוצהכלומרביותר,הנמוכההאנטרופיה 𝐴𝐵
אז נרצה למצוא חוק שכזה שיפצל באופן הכי טוב שאפשר ולבסוף אם סכום האנטרופיה של העצים

נמוך, זה פשוט אומר שהצלחנו להפריד בין התיוגים באופן טוב.

דור עזריה
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Pruningאלגוריתם
.ID3אוbrute-forceאחריזהאתלעשותאפשרעקבי.לא-קטןעץלהשיגנוספתדרך

משמעותי).יותרזהPruningב-אךככה,ID3(גםעקבימשהונקבלבהכרחלאזהבאלגוריתם
האלגוריתם מקבל עץ ומתחיל לגזום אותו מלמטה ויש לו כמה אפשרויות:

לא לעשות כלום.1

,0}.ב-לעלהאותוולהפוךפנימיתצומתלקחת.2 1}

להחליף אותו עם תת-עץ אחר שקיים כבר בעץ..3

יער אקראי
הטכניקה הכי חזקה בעצי החלטה עבור וקטורים.

.PruningעםיחדID3עםלמשלשוניםהחלטהעציהרבהבונים●
שואל כל עץ החלטה איך הוא ביחס לוקטור מסוים.●
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Clustering-מקבוץ

מבוא (לא נלמד בהרצאה)
לקבוצות כך שהאובייקטים הנמצאים באותהמתייחס למשימה של קיבוץ אובייקטיםניתוח אשכולותמקבוץ או

קבוצה דומים זה לזה יותר מאשר לאובייקטים השייכים לקבוצות אחרות.

זה–אשכולבאותוהנמצאיםהאובייקטיםאתשמאפייןמהכאשראובייקטים,שלאוסף-)Cluster(אשכול
שיש דמיון רב ביניהם, והם שונים מהאובייקטים הנמצאים באשכולות אחרים.

(פיזיים או אבסטרקטיים), בהתאם למאפיינים של- אנו מנסים למצוא דמיון בין האובייקטיםמטרה של הניתוח
אשכול, כאשר אובייקטים שונים ישולחו לאשכולותאת האובייקטים הדומים לאותונקבץאותם אובייקטים. אז

שונים.

אפשרויות:2ישכללי,באופן-לניתוחיישומים
אנו משתמשים בניתוח כדי להבין טוב יותר את הנתונים שיש לנו..1
אנו משתמשים בניתוח כשלב מקדים לאלגוריתמים אחרים (למשל, לאחר החלוקה, אנו יכולים להפעיל.2

אלגוריתם של סיווג על-מנת להבין מה מאפיין כל אשכול ואשכול).

-K-Meansאלגוריתם
אשכולות.kל-אלהאובייקטיםומחלקיםרשומות)(אואובייקטיםnבושישהנתוניםבסיסלוקחיםאנו

שואפים להביא למינימום את סכום ריבועי הסטיות, כאשר בתוך הסכום אנו מחשבים עבור כל אשכול ואשכול
בתוךשנמצאיםאובייקטיםלבין)centroid(אשכולשלהכובדמרכזביןהמרחקיםשלהריבועיםסכוםאת

האשכול.
זה אומר שאנו שואפים למצוא את החלוקה שתמקם את האובייקטים דומים (למרכז, ואחד לשני) בתוך אותו

אשכול. ולעומת זאת, אם אובייקטים רחוקים מדי ממרכז הכובד של האשכול שלהם – זה, כנראה, אומר שצריך
לשייך אותם לשכול אחר.

האנימציה משמאל היא דוגמה למספר איטרציות של המודל תוך כדי
מזעור המרחקים בתוך האשכול:
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מקבוץ
: מדגם של נקודות עם תיוגים.למידה מפוקחת

: ללא תיוגים!למידה לא מפוקחת
עדיין אפשרי ללמוד ללא תיוג.●
קבוצות:2ל-הבאותהנקודותאתלמקבץלמשל,●

מטרות המקבוץ
אנחנו דוגמים מאגר עם תיוג ורוצים בהינתן נקודות בלי תיוג לנחש.

נקודות חדשות יכולות להשתייך לקבוצה.למידה:
.לא,עללשמוררקשצריךלהיותיכולדחיסה: 𝐾𝑆

כלומר, ניתן לשמור מספר קטן של נקודות המייצגות כל קבוצה.
חסם הכללה טוב יותר.●

.לא,הבסיסבקבוצתהקרוביםהשכניםחיפוש:ריצהזמן 𝐾𝑆

באיור למעלה, בחרנו נקודה שהיא המרכז ועשינו סביבה עיגול, מכאן כל נקודה חדשה שתיכנס תהיה שייכת
לקבוצה המוגדרת לפי העיגול בה היא נמצאת.

K-Clustering-בדחיסההכללהחסם
?בעזרת(סיווג)ללמידהה-מה 𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚
 𝑘 − 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔

.בערךהואהאפשרויותכמותכאשרהקבוצהמתוךמגודלמרכזיתקבוצהנבחר 𝐾𝑘𝑆𝑆| |𝑘

אז:נקודותלנפץניתןאם 𝑑

𝑑𝑘 ≥ 2𝑑

𝑘 log(𝑑) ≥ 𝑑
𝑑 = 𝑂(𝑘 log(𝑘))

השכןכמואותהסיווגנוחדשה,נקודהבהינתןואזמרכזיםלפיאותםסיווגנונקודות,לקחנוהכלבסך 𝑆| |𝑘
הקרוב שלה.
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אלגוריתמי מקבוץ
.ופרמטרנקודותעםמדגםבהינתן:בעיה 𝑆𝑛𝑘
קבוצות.ל-אתמקבץ● 𝑆𝑘
שאלה של מידה: מהו מקבוץ טוב?●
,k-centerשונים:מדדים● k-median, k-means

K-Centerמקבוץ
קבוצות.ל-אתלקבץצריך,ופרמטרנקודותעםמדגםבהינתן:בעיה 𝑆𝑛𝑘𝑆𝑘
.ממזער:שהואכךמרכזיםשלקבוצהנבחר:מדד 𝑘𝐾 ⊂ 𝑆

𝑣∈𝑆
max 𝑑(𝑣, 𝐾)

כלומר, נרצה למזער את הנקודות שהכי רחוקות מהמדד שלהן.
.הקבוצהבתתביותרהקרובהלנקודהמכלהמרחק 𝑣 ∈ 𝑆𝐾

למשל בציור למעלה, הנקודה הכחולה שיוצא ממנה חץ אדום היא הנקודה המשפיעה על המדד כי היא הכי
רחוקה מהנקודה הירוקה.

k-centerמקבוץשלאחרתגרסה
).שלתת-קבוצההוא(הדיסקרטיתהגרסהזה,מרכזיםשלגרסההצגנו 𝐾 ⊂ 𝑆𝐾𝑆

כעת נציג גרסה לא-דיסקרטית: מרכזים שנבחרו בסביבת המרחב האוקלידי.
כלומר, זה יהיה כדורים שהמרכז שלהם לא יהיה אחד מן הנקודות.
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אלגוריתם מדויק עבור הגרסה הדיסקרטית
.הקבוצהמתוךנקודותעםתתי-הקבוצותכלאתננסה:שיטת● 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒𝑘𝑆

𝑂.יהיההריצהזמן● 𝑆| |𝑘( )
האם אפשר לעשות את זה יעיל יותר? - בלתי אפשרי.●

גדול.מספרכאשרבעייתהיאאופטימלימקבוץמציאת 𝑘 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑁𝑃 − 𝐻𝑎𝑟𝑑𝑘
.בעייתהיאהפקטורבתוךהרדיוסהערכתבנוסף, 2 − ε𝑁𝑃 − 𝐻𝑎𝑟𝑑

:הוכחה ברדוקציה (עבור שתי הגרסאות)
𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑆𝑒𝑡.מתוךרדוקציה

ביותרהמינימליבגודלתת-קבוצהאתנמצא,גרףבהינתן 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑉' ⊂ 𝑉
.המינימליתהקבוצהמתוךכלשהינקודהשלשכןהואנקודהשלכלכך 𝑣 ∈ 𝑉 − 𝑉'𝑉'
𝑁𝑃.בעיהוזו − 𝐻𝑎𝑟𝑑

k-centerעבורקירובאלגוריתמי
.במדויקאותהלפתורנרצהכאשרהיאk-centerבעיית 𝑁𝑃 − 𝐻𝑎𝑟𝑑

ישנם שני אלגוריתמי קירוב בזמן ריצה פולינומי עבור הגרסה הדיסקרטית.
מרכזים.אבלאופטימלי,רדיוס.1 𝑘(ln(𝑛))

מרכזים.מ-פחותלקבלכדיזה 𝑁𝑃 − 𝐻𝑎𝑟𝑑𝑘(ln(𝑛))
גדול.רדיוסאבלמרכזים,מספר.2 𝑘

מהרדיוס.שנייםפימאשריותרלעשותכדיזה 𝑁𝑃 − 𝐻𝑎𝑟𝑑

חמדני-1אלגוריתם
מרכזים.אבלאופטימלי,רדיוס 𝑘(ln(𝑛))

ניחושים.עםידועהאופטימלישהרדיוסנניח● 𝑟𝑛2 
ניקח את המרכז שהכדור שלו מכסה הכי הרבה נקודות.●
נוציא את הנקודות הללו שמכוסות ונמשיך שוב…●

בציור הבא, הנקודה הירוקה מכסה הכי הרבה נקודות:
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מרכזים:3לנויצאהאופטימלי,לאהואהחמדניהאלגוריתם

מרכזים.3מ-פחותלקבליכוליםהיינובפועל,

:k-centerבעייתעבורחמדניקירובאלגוריתםניתוח

מהנקודות.שמכסיםמרכזיםישנםתת-קבוצהלכלוגםהקבוצהאתשמכסיםמרכזיםלנויש● 𝑘𝑆𝑆1
𝑘

נקודות.מכסיםאנחנוצעד,לכל● 1
𝑘

ידי:עלחסוםלנושישארוהנקודותמספרצעדים,לאחר● 𝑖

𝑛 · 1 − 1
𝑘( )𝑖

≤  𝑛 · 𝑒
− 1

𝑘

צעדים.יהיהביותרהמקסימליה-● 𝑖𝑖 = 𝑘(ln(𝑛))
מרכזים.במקוםמרכזיםלנויהיהלכן 𝑘(ln(𝑛))𝑘
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חמדני-2אלגוריתם
גדול.רדיוסאבלמרכזים,מספר 𝑘

נבחר את הנקודה הרחוקה ביותר שלא מכוסה.

:לדוגמה
מרכזים. 𝑘 = 4

המינימלי (האופטימלי):הרדיוסכעת נבחר את

כלומר, הנקודה שהכי רחוקה מכל אחד מהמרכזים תקבע את הרדיוס.

:טענה
האופטימלי.מהרדיוס2פיהיותרלכלהואמשיגיםשאנחנוהרדיוס

ביותר.האופטימליהרדיוסהואכאשרהיותרלכלהואהסופיהרדיוס 𝑟2𝑟‾𝑟‾

הנקודות.כלאתלכסותכדימ-קטןברדיוסמעגליםלפחותדרושים 𝑘 + 1𝑟
2

.לכן, 𝑟
2 ≤ 𝑟‾ ≤ 𝑟
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כדימ-קטןברדיוסמעגליםלפחותדרושיםלפחותצריכיםאנחנושלבמקרהלמשל 𝑘 = 4𝑘 + 1 = 5𝑟
2

לכסות את כל הנקודות (כפי שאפשר לראות בציור למעלה).

K-Centerסיכום
.שממזערמרכזיםשלתת-קבוצהנבחר 𝑘𝐾 ⊂ 𝑆

𝑣∈𝑆
max 𝑑(𝑣,  𝐾)

.ב-ביותרהקרובהלנקודהמ-המרחק 𝑣𝐾
רחוקות.שממשנקודות2ישאולילמשלחריגים,בפניעמידלא-פה?הבעיהמה

מדדים נוספים:

K-Median:שממזערנבחר. 𝐾1
𝑆| | Σ

𝑣∈𝑆
𝑑(𝑣, 𝐾)

כלומר, יש לנו מרכזים וכל מרכז לוקח את הנקודות הכי קרובות אליו וננסה למזער את הממוצע של הנקודות
מהמרכז הכי קרוב.

K-Means:שממזערנבחר. 𝐾1
𝑆| | Σ

𝑣∈𝑆
𝑑2(𝑣, 𝐾)

יותרהשפעהלהישרחוקהיותרקצתשהיאנקודהולכןבריבועמרחקיםשזהרקMedianל-דומהכלומר,
טובה.

מדדי מקבוץ - מרחקים
.בממוצעמעגליםבעזרת,זהK-Centerעבור 𝑚𝑎𝑥(𝑙

∞
)𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖

.דיאגרמתבעזרתבממוצעזהK-Medianעבור (𝑙
1
)𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖

.דיאגרמתבעזרתבממוצע-בריבועזהK-Meansעבור (𝑙
2
)𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖

K-Medianמדד
:K-Medianעבורחמדניאלגוריתםנציג

1. 𝐾 ← ∅
2. 𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝐾| | < 𝑘
3. 𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑝 ∈ 𝑆 𝑓𝑜𝑟 𝑤ℎ𝑖𝑐ℎ 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝐾 ∪ {𝑝}( ) 𝑖𝑠 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙
4. 𝐾 ← 𝐾 ∪ {𝑝}

היאהנקודותלשארממנההמרחקיםשלשהעלותהמרכזאתמוצאיםמרכזים,0עםמתחיליםכלומר,
מינימלית. מוצאים עוד מרכז שעם שניהם נמזער את כל הפתרון שוב וכך הלאה..
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טענה
הפתרון של אלגוריתם חמדני הזה ממש גרוע.

הוכחה
.נבחרנקודות,לנויש 𝑛𝑘 = 2

הזה.החמדניבאלגוריתםהיאהעלותכלומר 𝑛−1
2

.1היאהעלותובאופטימלי:

המרכזאבל)0(שמאלבצדחציוכמעט)2(ימיןבצדנופלותמהנקודותחציכמעטמשמאל,הציורלפילדוגמה,
).1ב-(בכללנמצאטובהכי

K-Medianעבורחמדני-הפוךאלגוריתם

1. 𝐾
𝑛

← 𝑆

2. 𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 𝑛,  ....  ,  𝑘 + 1
3. 𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑝 ∈ 𝐾

𝑖
 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑖𝑛𝑔 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝐾

𝑖
 \ {𝑝}( )

4. 𝐾
𝑖−1

← 𝐾
𝑖

∪ {𝑝}

כלומר, נתחיל עם כל הנקודות כמרכזים, נוריד כל פעם את המרכזים כך שנמצא את המרכז שאם נוריד אותו
העלות תגדל בהכי מעט שאפשר.

הקדמה
.מ-שלביותרהקרוביםהשכניםיהיוגםהקבוצותשקיימיםנניח 𝐾,  𝑀𝑄 ⊂ 𝐾𝑀𝐾

טענה
מתקיים:לכל 𝑥

𝑑(𝑥,  𝑄) ≤  2𝑑(𝑥, 𝑀) +  𝑑(𝑥, 𝐾)
הקדמה להוכחה

לפי אי שוויון המשולש:
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הזאתהאדומהומהנקודהשזהב-(האדומה)קרובההכילנקודהמ-המרחקאתלחסוםנרצה 𝑥𝑀𝑑(𝑥, 𝑀)
נקבל:וסה"כשזהכהה)(ירוקמהקבוצהאליהקרובההכילנקודה 𝑄𝑑(𝑥, 𝑀) + 𝑑(𝑥, 𝐾) 

𝑑(𝑥, 𝑀) + 𝑑(𝑥, 𝑀) + 𝑑(𝑥, 𝐾) = 2𝑑(𝑥, 𝑀) + 𝑑(𝑥, 𝐾)

הוכחה
האופטימלי.הפתרוןיהא 𝑀
.ל-מ-ביותרהקרובותהנקודותכלאוסףשהיאתת-הקבוצהלהיותיהא 𝑄

𝑖
⊂ 𝑋

𝑖
𝑀𝐾

𝑖

העלות של הפתרון בכל שלב יהיה:
𝐶𝑜𝑠𝑡(𝐾

𝑖−1
) − 𝐶𝑜𝑠𝑡(𝐾

𝑖
) =

=
𝑟∈𝐾

𝑖

min 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾
𝑖
\{𝑟}( )⎡

⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

− 𝐶𝑜𝑠𝑡(𝐾
𝑖
) ≤

≤
𝑟∈ 𝐾

𝑖
\𝑄

𝑖{ }
min 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾

𝑖
\{𝑟}( )⎡

⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

− 𝐶𝑜𝑠𝑡(𝐾
𝑖
) ≤

≤ 1
𝐾

𝑖
\𝑄

𝑖{ }| | Σ
𝑟∈ 𝐾

𝑖
\𝑄

𝑖{ } 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾
𝑖
\{𝑟}( ) − 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾

𝑖( )[ ] ≤

≤ 1
𝑖−𝑘 Σ

𝑟∈ 𝐾
𝑖
\𝑄

𝑖{ } 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾
𝑖
\{𝑟}( ) − 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾

𝑖( )[ ] ≤

≤ 1
𝑖−𝑘 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝑄

𝑖( ) − 𝐶𝑜𝑠𝑡 𝐾
𝑖( )[ ] ≤

≤ 2
𝑖−𝑘 · 𝐶𝑜𝑠𝑡(𝑀)

𝑖.ה-שלבשלהעלות:1שורה
הגדרה.לפישוויון:2שורה
גדלה.העלותולכןביותרהקרובותהנקודותמקבוצתלאשהואכלומרלאשהואקודקודנבחר:3שורה 𝑟
במרחק.בממוצעאךביותרהקרובהלאהיאשאומנםנקודהזאת,לעומתנבחר:4שורה

הערה
נשים לב שהסכום של העלויות גדל בסדרה הרמונית:

1
𝑛 + 1

𝑛−1 +..... = 𝑂(log(𝑛))

.K-Medianעבורשלקירובלנוישולכן 𝑙𝑜𝑔(𝑛)

דור עזריה
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Localאלגוריתם SearchעבורK-Median
.K-Medianה-בעייתעבורביותרהפופולאריהאלגוריתםזה

1. 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑟𝑦 𝑠𝑒𝑡 𝐾
2. 𝑆𝑤𝑎𝑝 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑝 ∈ 𝐾 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑞 ∈ 𝑆\𝐾 𝑤ℎ𝑖𝑐ℎ 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑡
3. Repeat 2 until no improvement possible

כלומר, נתחיל עם אוסף שרירותי של מרכזים.
נעשה החלפה של מרכז אחד עם נקודה אחת שלא במרכז שאם נחליף אותה, העלות משתפרת.

נעשה שוב עד שנגיע לפתרון כשלא נצטרך עוד החלפות.

????-בקירוב.5הואהמינימליLocalה-
משתנה.ממשלאכברהשיפורכאשרלעצורנוכללכןאינסוף.עדSwapלעשותנוכלכיבעייתיהואהריצהזמן

K-Meansאלגוריתם
ממוצע-בריבוע.יהיהבממוצעהמרחקאלאK-Medianב-כמוהממוצעאתנמזערלאאנחנו

𝐿𝑙𝑜𝑦𝑑'𝑠 𝐴𝑙𝑔𝑜𝑟𝑖𝑡ℎ𝑚.שלשונהגרסהשהואk-meansלא-דיסקרטיאלגוריתם

שרירותי.באופןמרכזיםנבחר.1 𝑘
אליו.ביותרהקרובלמרכזב-נקודהכלנייעד.2 𝑆
ש:כךה-אתנחשב,מקבוץלכל.3 𝐶𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑 =  1
𝐶| | Σ

𝑥∈𝐶
 𝑥

ביותר.הקרובה-אתב-נקודהלכלנייעדהחדשים:המרכזיםהםה-.4 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑𝑠𝑆𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑
נוספים.שינוייםעודיהיושלאעד4ו-3שלביםעלנחזור.5

כלומר, נתחיל מאיזשהו אוסף של מרכזים, כל נקודה הולכת לאיזשהו מרכז קרוב.
שהגדרנוהנקודהלאזה(האמצעקבוצהכלשלהאמצעאתנמצא 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑

המרכזים.להיותיהפכושמצאנווה-כמרכז) 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑
מה האלגוריתם הזה מבטיח לנו?

𝑂(2.הואהגרועבמקרההאיטרציותמספר● 𝑛)
בפועל, המקרה בממוצע הרבה יותר טוב.

דור עזריה
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רגרסייה

הבדלים בין קלסיפיקציה לבין רגרסייה

רגרסייהקלסיפיקציה

ערכים רציפיםערכים בדידיםכרוך בחיזוי של

מסודרלא מסודראופי הנתונים החזויים

על ידי מדידת טעות ממוצע בשורש ריבועיעל ידי מדידת דיוקשיטת חישוב

שאלות לדוגמה
האם המייל הזה ספאם או לא?●
האם זה תמונה של כלב או חתול?●

מה הערך של בית בתל אביב?●
מה ההסתברות שהמשתמש ילחץ על●

המודעה הזאת?

השוואה גרפית

מולטיקלאס
כחול.אואדוםלמשלשונותמחלקות2כלומר,בינאריסיווגעשינועכשיו,עד

וצהוב.כחולאדום,למשלשונותמחלקותלנוישבמולטיקלאס 𝐾

איך נחשב במקרה שכזה?
אחד הגישות היא להפחית לבעיות בינאריות של אחד מול אחד.

האם הנקודה החדשה היא כחולה או צהובה?●
האם הנקודה החדשה היא צהובה או אדומה?●
האם הנקודה החדשה היא כחולה או אדומה?●

תתי-בעיות.רקלנונותןזה 𝑂(𝐾)
מחלקות.2ל-בשווהמחולקלאהמאגרכאשרשונה:בעיה●

'-'.עבור90%וגם'+'עבור10%ישבהםמחלקותלמשל
אחוזים.99.99%שללרמהעד'-'אתינחשתמידהואהמאגראתשנאמןשברגעכאן?הבעיהמה

דור עזריה
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פתרון אפשרי: איך מתמודדים עם המצב הזה? - אחד הגישות הפופולאריות זה בעזרת הדגימה, אפילו●
מה-'-'.מאשר9פימה-'+'יותרנדגוםמהמאגרכשנדגוםמאוזן,לאשלנושהמאגר

מה זה רגרסיה?
תיוגים בטווחים רציפים.

,0]למשל: 1],  [− 1, 1],  0 − 120 𝑘𝑝ℎ,  0 − 200 𝑘𝑔
כלשהו.עבוראויותר:כלליבאופן {0,  𝑀}{− 𝑀, 𝑀}𝑀

המטרה
בהינתן נקודה חדשה נרצה לדעת מה התיוג הרציף שלה.

בעיה
,0].עבורלדוגמהרציפים,תיוגיםעםנקודותעבורידועלאהתיוגיםחיזוי 𝑀]

סימונים
𝑝:לכלהטעותפונקציית ≥ 1

𝐿 ℎ 𝑥
𝑖( )( ) =  𝑦

𝑖
− ℎ 𝑥

𝑖( )| |𝑝

הסיכון האמפירי:

𝑟‾(ℎ) = 1
𝑛 Σ

𝑖
𝐿 ℎ 𝑥

𝑖( )( )

הנקודות.עלה-שלהממוצעשזההאמפיריהריסק 𝐿𝑜𝑠𝑠
בטעות אימפרית בקלסיפיקציה היה הממוצע, כאן שואלים בכמה נקודות טעינו.

הסיכון האמיתי:
𝑟(ℎ) = 𝐸 𝐿 ℎ 𝑥

𝑖( )( )[ ]
𝑥.כאשר ∼ 𝐷

: למזער את הסיכון האמיתי.המטרה

דור עזריה
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Tradeה- Offברגרסיה
אנחנו רוצים להתאים פונקציה לנקודות.

אנחנו מחפשים איזשהו חוק שהוא פשוט על המדגם שלנו.
).AdaBoostב-(כמולמדגםטובשיותרמסובךויותריותרחוקלקחתשאפשרבסיווגראינו

נמוך.מימדנותןפשוטהפונקציה● 𝑉𝐶
גבוהה.אך-יותרטובבאופןלנתוניםמתאימהיותרמורכבתפונקציה● 𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚

דור עזריה
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רגרסיה לינארית
נתחיל מדוגמה (מומלץ לקרוא אותה כדי להבין את ההגדרות הפורמליות לאחר מכן):

זה זמן רב ידוע שצרצרים (זן חרקים) מצייצים בתדירות גבוהה יותר בימים חמים יותר מאשר בימים קרירים יותר.
במשך עשרות שנים מקטלגים מדענים מקצועיים וחובבים נתונים על ציוצים לדקה וטמפרטורה.

כמתנת יום הולדתך, דודתך מעניקה לך את מאגר הצרצרים שלה ומבקשת ממך ללמוד מודל לחיזוי הקשר הזה.
באמצעות נתונים אלה, אתה רוצה לחקור את הקשר הזה.

נתבונן בגרף הבא:

]
כצפוי, העלילה מראה את הטמפרטורה עולה עם מספר הציוצים

?ליניאריהאם הקשר הזה בין ציוצים לטמפרטורה הוא
כן, אתה יכול לשרטט קו ישר אחד כמו הבא כדי לערוך יחס זה:

נכון, הקו לא עובר בכל נקודה, אך הקו מראה בבירור את הקשר בין ציוצים לטמפרטורה.
באמצעות המשוואה לקו ישר, תוכל לרשום את הקשר הזה באופן הבא:

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏
כאשר:
לנבא.מנסיםשאנחנוהערך-הטמפרטורההוא● 𝑦
הקו.שיפועהוא● 𝑚
שלנו.הקלט(פיצ'ר)תכונתשלהערך-דקהבכלהציוציםמספרהוא● 𝑥
.yה-יירוטהוא● 𝑏

דור עזריה
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(לא מההרצאה)פונקציית הניבוי
לפי מוסכמות בלימוד מכונה, נכתוב את המשוואה למודל באופן קצת שונה, הפונקציה נקראת פונקציית הניבוי:

𝑦' =  ℎ(𝑥) = 𝑤 · 𝑥 +  𝑏
כאשר:
רצוי).(פלטהחזויהלייבלהוא-● ℎ(𝑥)
.לפעמיםהמכונה),yה-(יירוט"bias"ההטיההיא-● 𝑏𝑤

0

קו.שלהמסורתיתבמשוואה"השיפוע"כמומושגאותוהואמשקל.הפיצ'רשלהמשקלהוא-● 𝑤𝑥𝑚
ידוע).(קלטהפיצ'רהוא-● 𝑥

זה.במודלהערךאתנמירפשוטאז,לדקהציוציםשלחדשלערךהטמפרטורהאתלחזותכדי ℎ(𝑥)𝑥𝑥

למרות שמודל זה משתמש בפיצ'ר אחת בלבד, דגם מתוחכם יותר עשוי להסתמך על מספר פיצ'רים שלכל אחת מהן
משקל נפרד. לדוגמה, מודל הנשען על שלוש פיצ'רים עשוי להיראות כך:

𝑦' =  𝑤
1
𝑥

1
+ 𝑤

2
𝑥

2
+ 𝑤

3
𝑥

3
+ 𝑏

גודל ומזעור הטעות (לא מההרצאה)
הכשרת מודל פירושה פשוט ללמוד (לקבוע) ערכים טובים לכל המשקולות וההטיה מדוגמאות הלייבלים.

אלגוריתם למידת מכונה בונה מודל על ידי בחינת דוגמאות רבות וניסיון למצוא מודל שממזער אובדן/טעות;
.מזעור טעותתהליך זה נקרא

עד כמה חיזוי המודל היה בדוגמה אחת.המצייןמספרהטעות הוא העונש לחיזוי רע. כלומר, טעות הוא
אם חיזוי המודל מושלם, ההפסד הוא אפס; אחרת, ההפסד גדול יותר.

מטרת הכשרת המודל היא למצוא סט של משקולות והטיות בעלות אובדן נמוך, בממוצע, בכל הדוגמאות.
לדוגמא, האיור הבא מציג מודל בטעות גבוה משמאל ומודל בטעות נמוכה מימין:

.גודל הטעותהחץ האדום מייצג את●
הקו הכחול מייצג את הניבוי שלנו.●

שימו לב שהחצים בעלילה השמאלית ארוכים בהרבה מעמיתיהם בעלילה הימנית.
ברור שהקו בעלילה הימנית הוא מודל ניבוי טוב בהרבה מהקו בעלילה השמאלית.

דור עזריה
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פונקציית הטעות/ההפסד (לא מההרצאה)
- שתצבור את הטעויות האישיות בצורה משמעותית.פונקציית הטעותנשאל האם נוכל ליצור פונקציה מתמטית -

המחשבת אתפונקציית הטעות בריבועמודלי הרגרסיה הליניארית שנבחן כאן משתמשים בפונקציית הטעות הנקראת
הטעות הממוצעת בריבוע לכל דוגמא לאורך כל מערך הנתונים.

כדי לחשב אותה נסכום את כל הטעויות בריבוע עבור דוגמאות בודדות ואז נחלק במספר הדוגמאות הכולל שלנו:

1
𝑁 · Σ

(𝑥,𝑦)∈𝐷
 ( ℎ(𝑥) −  𝑦 ) 2

כאשר:
ש:כךדוגמההיא● (𝑥, 𝑦)

ניבויים.ליצורכדימשתמששהמודלגיל),מיןלדקה,ציוצים(למשלפיצ'ריםשלאוסףהוא○ 𝑥
הטמפרטורה).(למשל,הלייבלשלהדוגמההוא○ 𝑦

הפיצ'רים.מכלולעםבשילובוההטיותהמשקולותשלהניבויפונקצייתהיא● ℎ(𝑥)
.בקבוצההדוגמאותמספרהוא● 𝑁𝐷
.זוגותשהןרבות,לייבלדוגמאותהמכילהנתוניםקבוצתהוא● 𝐷(𝑥, 𝑦)

𝑌שלנו:הנתוניםעבורכלומר = {𝑦
1
,  𝑦

2
,...., 𝑦

𝑁
},  𝑋 = {𝑥

1
, 𝑥

2
,...., 𝑥

𝑁
}

בעצם:היאהקבוצה 𝐷𝐷 = {(𝑥
1
, 𝑦

1
),..., (𝑥

𝑁
,  𝑦

𝑁
)} 

רגרסייה לינארית
𝑋.נקודותשלאוסףלנונתונים

𝑌.הנקודותשלהתיוגיםשלאוסףוגם

.כלומרהערךאתויתןמימדיםב-שלנוהנקודותאתשיקחמסווגרוציםאנחנו 𝑑𝑅𝐻: 𝑅𝑑 → 𝑅
מרחב ההיפוטזות ממפה את הנקודות לתיוגים.

אחת.היפותזהמגדירהו-היפותזותשלאינסופיתקבוצההיאהקבוצה 𝐻ℎ
𝑤

נורמאלי).וקטורידיעללייצגאפשר(מישור.הוקטורידיעלמוגדר ℎ
𝑤

𝑤

המטרה
Least-Squares(הטעותאתשימזערמישורלמצואנרצה Loss(

𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑤∈𝑅𝑑  

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤 · 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖( )2

דור עזריה
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חסם הכללה
Leastעבורהכללהחסם Squares.

משפט - עבור קבוצה סופית
.התיוגיםוטווחהיפותזותשלסופיתקבוצהיהי 𝐻[0, 𝑀]
.בגודלמדגםקבוצתיהי 𝑆𝑛
:שלכלמתקייםלפחותשלהסתברותעםלכלאז 0 < δ < 11 − δℎ ∈ 𝐻

𝑟(ℎ) ≤  𝑟‾(ℎ) + 𝑀 log 𝐻| | +log(2/δ)
2𝑛

.1ל-0ביןהםשלנוהתיוגיםכלאזMב-נחלקאםנרמול,זהMה-
העולם.שלScaleה-אתלנונותןזההחילוקללא

משפט - עבור קבוצה אינסופית
.התיוגיםוטווחשנסמנועםהיפותזותקבוצהיהי 𝐻𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚
𝑑[0, 𝑀]

.בגודלמדגםקבוצתיהי 𝑆𝑛
:שלכלמתקייםלפחותשלהסתברותעםלכלאז 0 < δ < 11 − δℎ ∈ 𝐻

𝑟(ℎ) ≤  𝑟‾(ℎ) + 𝑀 𝑂(𝑑log𝑛 + log(1/δ)
𝑛

נרצה למזער את הסיכון האמפירי.
החסם הכללה מניח שיש מספר סופי של חוקים.

-הדבראותויעשוהחוקיםרובVCשלהתיאוריהלפיבקלסיפיקציה,ראינוחוקים,שלאינסופימספרלנוישאם
לכן אנחנו לא צריכים להתעסק עם כל החוקים אלא לקחת הרבה פחות חוקים שהם כן שונים ולעבוד עליהם.

האמפיריהסיכוןידיעלחסוםהאמיתישהסיכוןלהגידאפשראזקבועעםאךאינסופיאםאפילואז 𝐻𝑉𝐶
𝐷𝑖𝑚

פלוס הביטוי בשורש.
זה למה רגרסיה לינארית זה רעיון טוב, כי אם מישור במספר מימדים נמוך אז טוב להפריד את הנקודות האלה.

דור עזריה
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אתחול הבעיה
נקודותשלמטריצהלנויש 𝑋𝑑𝑥𝑛

𝑌.בוקטוראותםונשיםהנקודותשלהתיוגיםאתניקח ∈ 𝑅𝑛

פונקציית המטרה שלנו היא:

𝑓(𝑤) = 𝑋𝑇 · 𝑤 − 𝑌| || |
2

שלנו.לאמתהניחושביןההפרשזהולכןהניחושיםוקטורזהכאשר 𝑋𝑇 · 𝑤𝑋𝑇 · 𝑤 − 𝑌
התיוגיםשלהוקטוראתממנהנחסירבוקטורמקוםוכלבמטריצההנקודותאתמסדרכלומר 𝑓(𝑤)𝑌

𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛.אתמייצגתהפנימיתוהמכפלההאמיתיים
𝑤∈𝑅𝑑  

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤 · 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖( )2

איך נוכל למזער את זה? בעזרת נגזרת:

𝑓'(𝑤) = 2𝑋 𝑋𝑇𝑤 − 𝑌( ) = 0
ונקבל:

𝑋𝑋𝑇𝑤 = 𝑋𝑌

לינארית).באלגברה(למדנו1שזהנקבלאתניקחאםלכן 𝑋𝑋𝑇

קיבלנו:

𝑤 = 𝑋𝑋𝑇( )
−1

𝑋𝑌

בעיה

המטריצהאתלמצואנוכלתמידשלאלינאריתבאלגברהלמדנוקיים,תמידלאשהיאהבעיה 𝑋𝑋𝑇( )
−1

ההופכית.  - מה נעשה במקרה שכזה?
להופכית.קרובשמאודביטוישזהPseudo-Inverseב-נשתמש

+𝐴נסמן

ומקיים את התכונות הבאות:

●𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴

●𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+

●(𝐴𝐴+)𝑇 = 𝐴𝐴+

●(𝐴+𝐴)𝑇 = (𝐴+𝐴)

דור עזריה
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כך:נגדיר-?זהמה 𝐴+

𝐴+ =
λ↓0
lim 𝐴𝑇𝐴 + λ𝐼( )

−1
𝐴𝑇 =

λ↓0
lim 𝐴𝑇 𝐴𝐴𝑇 + λ𝐼( )

−1

𝐴.שללהיפוךקרובמאודשהואמתמטיביטויזה

תכונות

להיפוך.ניתנותתמידהםוגם● 𝐴𝑇𝐴 + λ𝐼𝐴𝐴𝑇 + λ𝐼
הגבול קיים אפילו אם לא ניתן להיפוך.●

התוצאה

𝑋𝑋𝑇𝑤.לפתורצריך = 𝑋𝑌

אזלהפוךניתןאם 𝑋𝑋𝑇𝑤 = (𝑋𝑋𝑇)−1𝑋𝑌

𝑤.אחרת, = (𝑋𝑋𝑇)+𝑋𝑌

.ב-לחשבניתןוגםהמקריםשני (𝑋𝑋𝑇)+(𝑋𝑋𝑇)−1𝑂(𝑑3)

+ 𝑂(𝑛𝑑.יהיההכוללהריצהזמןלכן  𝑑3)

חסם הכללה
מתקיים:לכלגבוהה,בהסתברות ℎ ∈ 𝐻

𝑟(ℎ) ≤ 𝑟‾(ℎ) + 𝑂 𝑑
𝑛( )

קבוע.הואוגםכאשר 𝑀 = 1δ

מה קורה אם המימד גדול?
בקלסיפיקציה.שעשינולשיטהבדומהMarginב-נשתמש

חסם של מרווח גדול
אם כל השלושה מתקיימים:

לכלנקודות:● 𝑥| || | ≤ 𝑅𝑥 ∈ 𝑋
לכלתיוגים:● 𝑦| | ≤ 𝐵𝑅𝑦 ∈ 𝑌
.מקייםהיפותזה:● ℎ

𝑤
∈ 𝐻𝑤| || | ≤ 𝐵

דור עזריה
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מתקיים:לכלגבוההבהסתברותאז ℎ
𝑤

∈ 𝐻

𝑟(ℎ) ≤ 𝑟‾(ℎ) + 𝑂 𝐵2𝑅2

𝑛( )
גבוהה.שלהבעיהעםמתמודד-רגולציהנקראזה 𝑉𝐶

𝐷𝑖𝑚

Ridge-רכסרגרסיית
Leastרגולציית Squaresגם(נקראLarge-Margin.(

הוקטור.שלוגםהאמפריהסיכוןשלה-שלסכוםאתלמזערנרצה 𝐿𝑜𝑠𝑠
.SVMב-שלמדנוגדולמרווחשללמקרהאנלוגיבאופןמתאים

𝑀𝑖𝑛
𝑤∈𝑅𝑑 λ 𝑤| || |2 +

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤 · 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖( )2⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

בצורה מטריציונית

𝑓(𝑤) = λ 𝑤| || |2 + 𝑋𝑇𝑤 − 𝑌| || |
2

𝑓'(𝑤) = 2λ𝑤 + 2𝑋 𝑋𝑇𝑤 − 𝑌( ) = 0

𝑋𝑋𝑇 + λ𝐼( )𝑤 = 𝑋𝑌
:פתרון

𝑤 = 𝑋𝑋𝑇 + λ𝐼( )
−1

𝑋𝑌
תמיד ניתנת להיפוך.

מה אם נרצה מסווג לא לינארי?
נרצה פונקציה לא לינארית.

כאן.גםבדומהנעשה,KernelפונקציתשהכנסנוSVMב-שעשינוכמו

𝑀𝑖𝑛
𝑤∈𝑅𝑑 λ 𝑤| || |2 +

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤 · ϕ 𝑥
𝑖( ) − 𝑦

𝑖( )2⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

דור עזריה
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LASSOב-שימוש
במקום למזער את הנורמה, נמזער את הסכום של הקואורדינטות של הוקטור.
אין את האפשרות להכניס פונקציות יותר מסובכות - קשה לפתור ופחות גמיש.

מה שטוב - עלול להוציא פתרון עם הרבה אפסים - זה פתרון יותר פשוט, כלומר אם יש לנו וקטור עם הרבה
אפסים אז הוא בא ממשפחה פשוטה יותר.

החוקשלבזוויותיפלוהנקודותבדר"כL1ב-למזערננסהאםאינטואיציה:
הוקטור:שלהנורמהאתלמזערובמקוםלמזערשרצינוהפונקציהאתלוקחLASSOה-

𝑀𝑖𝑛
𝑤∈𝑅𝑑 λ 𝑤| || |

1
+

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤 · 𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖( )2⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦

דור עזריה
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רגרסיה לוגיסטית

מבוא (לא מההרצאה)
הוא מודל נוסף לקלסיפיקציה.רגרסיה לוגיסטית

.1-ל0ביןערך-הסתברותמייצרתלוגיסטיתרגרסיה,1או0בדיוקשלסיווגלחזותבמקום

-דוגמה
שהודעת93.2%שלהסתברותעלמרמזזה,0.932שלערךמסוימתדוא"ללהודעתמסיקהמודלאםזבל.דוארזיהוי

זבלדוארלמעשהיהיה0.932מנבאהמודלשלגביהןהדוגמאותשמכלולהדברפירושדיוק,ליתרספאם.היאהדוא"ל
לא.6.8%ושארמהזמן93.2%

רגרסיה לוגיסטית היא מנגנון יעיל במיוחד לחישוב הסתברויות.
אנחנו יכול להשתמש בהסתברות שהוחזרה כהמרה לקטגוריה בינארית.

מטרת הסיווג בינארי היא לחזות נכון אחת משתי תוויות אפשריות (למשל, "דואר זבל" או "לא דואר זבל").

.1-ל0ביןנופלתשתמידתפוקהלהבטיחיכוללוגיסטיתרגרסיהמודלכיצד
הפונקציה הבאה מייצרת תפוקה עם אותם מאפיינים:

הפונקציה הלוגיסטית (לא מההרצאה)
האוספים:●

𝑧 = 𝑤
𝑖
𝑥

𝑖
+ 𝑏

פונקציית הניבוי:●

ℎ(𝑥) = 1

1+𝑒−𝑧 = 1

1+𝑒−(𝑤𝑥+𝑏)

רגרסיה לוגיסטית
הוא לא באמת עושה רגרסיה אלא משהו דומה.

ואםהנקודותשלפנימיתמכפלהעםמישורשמייצגוקטוראיזשהוישאז1או0קלסיפיקציהרוציםאנחנואם
-.1נקבלחיוביואם1נקבלאזחיוביקיבלנו

ראינו ברגרסיה לא אכפת לנו באיזה צד מהמישור אנחנו נמצאים אלא מה המרחק שלנו מהמישור.
.0או1היאהנקודהשלשהתיוגההסתברותמהי-אחרדבררוציםאנחנועכשיו

דוגמה של אלגוריתם שעושה את זה הוא רגרסיה לוגיסטית.

רגרסיה לוגיסטית עושה סיווג אבל משתמש במושג של רגרסיה כלומר במרחק מהמישור.
𝑤.לינארית:רגרסיהפונקציית · 𝑥

דור עזריה
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𝑔(𝑤.לוגיסטית:רגרסיהפונקציית · 𝑥)
נראה כך:

𝑔(𝑧) = 1

1+𝑒−𝑧

𝑔.לפונקציהאותוומתרגםמהמישורהמרחקאתלוקחהואכלומר
.1שאנחנואחוז99%שב-נגידאזמהמישור1שלבצדרחוקמאודאנחנואםלמשל

𝑔:הפונקציהשלהתכונות
פונקציה חלקה ומונוטונית.●
.1ל-0ביןלערךממופהכלכלומרחסום,שלוהטווח● 𝑧

לינארי.קולנויצאולכןזניחהביטויקטןמספרכש-אזשלהנגזרתאתניקחאם● 𝑔𝑧𝑒−𝑧

.0או1ל-שייכתשהיאההסתברותמהלנויגידהואחדשהנקודהובהינתןמישורימצאהוא
.0או1עבור50%היאההסתברותולכן0הואמהמישורשלההמרחקאזהמישורעלהיאהנקודהאם
.0עבורגםאנלוגיבאופן-1ל-שייךשהואיגידהוא99%ב-אז1שללכיווןמהמישוררחוקמאודהנקודהאם

למה הפונקציה מעניינת?
אינסופי:לקואותווממפההסתברותלוקחOddsה-פונקציית

Pr(𝑥)
1−Pr(𝑥)

:1ל-0ביןאותווממפהאינסוףלמינוסאינסוףשביןטווחלוקחLog-Oddsה-פונקציית

log Pr(𝑥)
1−Pr(𝑥)( )

כי אם ההסתברות להתקיים היא גדולה אז דבר גדול חלקי דבר קטן שואף לאינסוף.
Log-Oddsה-להפךאלאלאינסוףאותוולמפהההסתברותאתלקחתרוציםלאאנחנו

דור עזריה
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איך נבחר את המישור ברגרסיה לוגיסטית?
נרצה לבחור את המישור ולמקסם את ההסתברות של המודל שיתן לכל נקודה את התיוג האמיתי שלה.

כלומר, נרצה לעשות:

𝑥
𝑖
:𝑦

𝑖
=1

∏ 𝑔(𝑤𝑥
𝑖
)

𝑥
𝑖
:𝑦

𝑖
=0

∏ 1 − 𝑔(𝑤𝑥
𝑖
)[ ]

.0שלהתיוגיםכלשלהמכפלהוגם1שלהתיוגיםכלשלשההסתברותהמכפלהשלפשוטזה

הבא:באופןLogה-בעזרתנמקסם

𝑥
𝑖
:𝑦

𝑖
=1

∑ log(𝑔(𝑤 · 𝑥
𝑖
)) +

𝑥
𝑖
:𝑦

𝑖
=0

∑ log(1 − 𝑔(𝑤 · 𝑥
𝑖
)) =

=
𝑥

𝑖

∑ log 1 − 𝑦
𝑖( ) + 2𝑦

𝑖
− 1( ) · 𝑔 𝑤 · 𝑥

𝑖( )[ ]

דור עזריה
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הורדת מימד

הקללה של מימד גבוהה
בהינתן התפלגות נרצה לדעת עליה תכונות כמו צפיפות, שונות וכו'...

כשהמימד של הנקודות גדל, אז ההסתברות הופכת להיות נורא קשה לחישוב.
הפונקציה של ההסתברות הופכת ליותר ויותר מורכבת.●
דורש יותר זיכרון.●
זמני הריצה והזיכרון גדל באופן אקספוננציאלי עם המימד.●

ייתכן שמימד גבוהה זה מיותר, למשל עבור מיליון קואורדינטות נשמע כמו מקרה בו באמת לא רלוונטי.

משפט ג'ונסון ולינדנשטראוס
(עםהנקודותביןהיחסאתלאבדמבליב-המימדאתלהורידאפשרגדול,במימדנקודותnבהינתן log(𝑛)

שינוי קטן).

JLלמה
מימדים.מ-וקטוריםשלאוסףנתון 𝑉𝑛𝑑

וגםשלכלכךעבורלינאריתפונקציהקיימת 𝑓: 𝑉 → 𝑅𝑘𝑘 =  ⎡ 8ln(𝑛)

ε2 ⎤𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉0 < ε ≤ 1

חסום על ידי:
(1 − ε) 𝑥 − 𝑦| || |

2
≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| || |

2
≤ (1 + ε) 𝑥 − 𝑦| || |

2

JLטרנספורמצית
.JLאתשמקיימתלינאריתאקראיתפונקציהניתןאנחנו
.מגודלהמטריצהמכפלתהוא● 𝑓𝐹𝑘 · 𝑑

השורות.מספרהואו-העמודותמספרהואkכאשר○ 𝑑

.בהסתברותהערכיםעבורברנוליהמתפלגמקרימשתנההוא● 𝐹
𝑖𝑗

{− 1, 1}Pr(𝐹
𝑖𝑗

) = 1
2

.ב-אתננרמלבהמשך○ 𝐹1
𝑘

דור עזריה
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מבוא להוכחה

הנקודות.ביןהמרחקיםאתמשמרש-נוכיח 𝑓
ביניהם.המרחקנשמרשאכןאתלהראותנרצהנקודותזוגכלנקודות,אוסףבהינתן 𝑆𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆

𝑤.יהא = 𝑥 − 𝑦
נרצה להראות ש:

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| || |
2

≈ 𝑥 − 𝑦| || |
2

נכון גם עבור:
𝑓(𝑤)| || |

2
≈ 𝑤| || |

2

𝑓(𝑥.הלינאריות:לפי● − 𝑦) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)

וגם עבור:

𝑓(𝑤)| || |
2
2 ≈ 𝑤| || |

2
2

𝑤.המרחקוקטורישלהנורמהאתמשמרתשהטרנספורמציהלהראותצריכיםאנחנואז

הוכחה
אחת.עמודהרקשהיאמטריצהעםנתחיל 𝐹

לפי הבניה:

𝑓(𝑤)2 =
𝑗

∑ 𝐹
𝑗
𝑤

𝑗( )2

מימדים:4ב-לדוגמה,

𝑓(𝑤)2 = 𝐹
1
𝑤

1
+ 𝐹

2
𝑤

2
+ 𝐹

3
𝑤

3
+ 𝐹

4
𝑤

4( )2 =
𝑖=1

4

∑ 𝐹
𝑖
𝑤

𝑖( )2 + 2
𝑖<𝑗
∑ 𝐹

𝑖
𝑤

𝑖
· 𝐹

𝑗
𝑤

𝑗( )

דור עזריה
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נקבל:במימדולכן 𝑑

𝑓(𝑤)2 = 𝐹
1
𝑤

1
+.... + 𝐹

𝑑
𝑤

𝑑( )2 =
𝑖=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑖
𝑤

𝑖( )2 + 2
𝑖<𝑗
∑ 𝐹

𝑖
𝑤

𝑖
· 𝐹

𝑗
𝑤

𝑗( )

לפי לינאריות התוחלת נקבל:

𝐸 𝑓(𝑤)2[ ] = 𝐸
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑗
𝑤

𝑗( )2⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

= 𝐸
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑗
𝑤

𝑗( )2 + 2 ·
𝑖<𝑗
∑ 𝐹

𝑖
𝑤

𝑖
· 𝐹

𝑗
𝑤

𝑗
⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
=

=
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐸 𝐹
𝑗
𝑤

𝑗( )2⎡⎢⎣
⎤⎥⎦ + 2 ·

𝑖<𝑗
∑ 𝐸 𝐹

𝑖
𝑤

𝑖
· 𝐹

𝑗
𝑤

𝑗[ ] =

=
𝑗=1

𝑑

∑ 𝑤
𝑗
2 = 𝑤| || |

2
2

אחת.עמודהבמקוםעמודותעםמטריצהנניחכעת 𝑘
.ה-והעמודהה-השורהלהיותיהא 𝐹

𝑖𝑗
𝑗𝑖

לפי הבניה:

𝑓(𝑤)| || |
2
2 =

𝑖=1

𝑘

∑
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑖𝑗

𝑤
𝑗( )2

ראינו ש:

𝐸
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑗
𝑤

𝑗( )2⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

= 𝑤| || |
2
2

אז יש לנו:

𝐸 𝑓(𝑤)| || |
2
2⎡⎢⎣
⎤⎥⎦ = 𝐸

𝑖=1

𝑘

∑
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑖𝑗

𝑤
𝑗( )2⎡

⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

=
𝑖=1

𝑘

∑ 𝐸
𝑗=1

𝑑

∑ 𝐹
𝑖𝑗

𝑤
𝑗( )2⎡

⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

=

=
𝑖=1

𝑘

∑ 𝑤| || |
2
2 = 𝑘 𝑤| || |

2
2

אז:ב-המטריצהאתננרמלואם 𝐹1
𝑘

𝐸 𝑓(𝑤)| || |
2
2⎡⎢⎣
⎤⎥⎦ = 𝑤

𝑗
2

∎
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אז מה ראינו עד עכשיו:●
בתוחלת:מקיימתקואורדינטהכללכל 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆

𝑤
𝑗| || |

2

2 = 𝑥 − 𝑦| || |
2
2

מה באמת נרצה:

גבוהה.בהסתברותשללפקטורעדמשמרותהפונקציותלכל 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑓(𝑥),  𝑓(𝑦)𝑤| || |
2
2(1 ± ε)

אחת:במכהבקבוצהמרחקיםכלמשמרהואאז,מספיקגבוההההסתברותאם 1 − 1

2𝑛2( )𝑛2𝑉

Pr 𝑓𝑎𝑖𝑙𝑠 𝑓𝑜𝑟 𝑜𝑛𝑒 𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟( ) ≤ 1

2𝑛2

Pr(𝑓𝑎𝑖𝑙𝑠 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑛𝑦 𝑝𝑎𝑖𝑟) ≤ 𝑛2

2𝑛2 = 1
2

אפשר לראות את זה לפי חסם צ'רנוף:
מתקיים:,וקטורלכל 𝑤

Pr 𝑓(𝑤)| || |
2
2 > (1 + ε) 𝑤| || |⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ = Pr 𝑓(𝑤)| || |
2
2 > (1 + ε)𝐸 𝑓(𝑤)| || |2⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ < 𝑒
− 𝑘

2
ε2

2 − ε3

3( )

Pr 𝑓(𝑤)| || |
2
2 < (1 − ε) 𝑤| || |⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ = Pr 𝑓(𝑤)| || |
2
2 < (1 − ε)𝐸 𝑓(𝑤)| || |2⎡⎢⎣

⎤⎥⎦ < 𝑒
− 𝑘

2
ε2

2 − ε3

3( )

𝑘.ניקחלכן ∼ ln(𝑛)
ε

דוגמה נוספת
𝐽𝐿.שלהתכונותאתשמוסיפהנוספתלינאריתפונקציה

.מגודלמטריצהמכפלתשהיאפונקציהאתלנויש 𝑓𝐹𝑘 · 𝑑
נורמלי.המתפלגמקרימשתנההואוגם 𝐹

𝑖𝑗
(0, 1)

הוכחה
אחת.עמודהרקישש:נניח 𝐹

.וגםלכן, 𝑓(𝑤) =
𝑖

∑ 𝐹
𝑖
𝑤

𝑖
𝑓(𝑤)2 =

𝑖
∑ 𝐹

𝑖
𝑤

𝑖( )2

התפלגות נורמלית יש את התכונות הבאות:

●𝑎 · 𝑁(0, 1) = 𝑁(0, 𝑎2)
●𝑁(0, 𝑐) + 𝑁(0, 𝑑) = 𝑁(0,  𝑐 + 𝑑)

𝑎.אז:● · 𝑁(0, 1) + 𝑏 · 𝑁(0, 1) = 𝑁(0, 𝑎2 + 𝑏2) = 𝑎2 + 𝑏2

דור עזריה
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נובע מכך ש:

𝑓(𝑥) =
𝑖

∑ 𝐹
𝑖
𝑤

𝑖
∼

𝑖
∑ 𝑤

𝑖
· 𝑁(0, 1) = 𝑤| || |

2
· 𝑁(0, 1)

𝑓2(𝑥) = 𝑤| || |
2
2 · 𝑁2(0, 1)

∎

𝑓(𝑥)2.ש:הוכחנו ∼ 𝑤| || |
2
2 · 𝑁2(0, 1)

חופש.שלאחתדרגהעםהתפלגותנקראזה-?זהמה 𝑁2(0, 1)𝐶ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒
אז:עמודותישבמטריצהאם 𝐹𝑘

𝑓(𝑤)| || |
2
2 ∼

𝑖=1

𝑘

∑ 𝑤| || |2 · 𝑁2(0, 1) = 𝑤| || |2 ·
𝑖=1

𝑘

∑ 𝑁2(0, 1)

חופש.דרגותעםהתפלגותנקרא-?זהמה
𝑖=1

𝑘

∑ 𝑁2(0, 1)𝐶ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑘

משפט
.ותוחלתחופשדרגותעםמתפלגמקרימשתנהיהא 𝑋𝐶ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑑𝑘𝐸(𝑋) = 1
אז:

Pr(𝑋 > (1 + ε) · 𝐸(𝑋)) < 𝑒
− 𝑘

2 ( ε2

2 − ε3

3 )

.מ:פחותהיאתשתבשנקודותשזוגההסתברות,ניקח 𝑘 ≥ 4ln(𝑛)
ε2

2 − ε3

3

𝑥, 𝑦1

𝑛2

מתקיים לכל הנקודות.

אחד.למימדמימדים2מ-לעבורJLב-נשתמשאם
כלשהו:קולתוךמימדים2ב-נקודותלשקםזהעושההמכפלהשמטריצתמה
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JLשלתחתוןחסם
𝑘.ל-טובהכימימדמורידJLה- = 8ln(𝑛)

ε2

האם אפשר לעשות את זה יותר הדוק?
קל להוכיח שאי אפשר להוריד יותר מזה.

דור עזריה
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PCA-ראשייםגורמיםניתוח

הורדת מימד
הנקודות.ביןמרחקעלולשמורמימדלהורידהיתהJLהלמהשמטרתראינו
Principleבאנגליתאוראשייםגורמיםניתוח Component AnalysisכלומרPCAכדי:נועד
להוריד מימדים.1
למזער את סכום המרחקים של מימדים חדשים.2
היה המרכיב המרכזי בזכייה בפרס נטפליקס.3

הגדרה

.מטרהמימדוגםנקודותבהינתן 𝑛𝑥
1
,  ...  ,  𝑥

𝑛
 𝑖𝑛 𝑅𝑑𝑘

לנתונים.בקירובביותרהטובkממימדהמרחבתתאתמצא

למה זה שימושי?
מבטל רעש ממדים גבוהים●
מפחית נתונים●

דוגמאות:
פרס נטפליקס●
זיהוי פנים●

בציור:(הסגולים)האורכיםסכוםאתממזערPCAעקרון

דור עזריה
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PCAל-רגרסיהביןההבדל
yבכיווןלמישורבריבועהמרחקיםסכום:רגרסיה

PCA:למישורנקודותשלבריבועהמרחקיםסכום

PCAל-JLביןההבדל
JL:חדשותנקודותביןביותרהגרועבמקרהעיוות

PCA:חדשותלנקודותמקוריותנקודותשלבריבועהמרחקיםסכום

באופן פורמלי

.מטרהומימדנקודותבהינתן 𝑥
1
,  ...  ,  𝑥

𝑛
  𝑖𝑛 𝑅𝑑𝑘 << 𝑑

הבאה:(הסכום)הפונקציהאתשממזערותוגםמטריצותנמצא 𝑈 ∈ 𝑅𝑑𝑥𝑘𝑉 ∈ 𝑅𝑘𝑥𝑑

𝑓(𝑈,  𝑉) =  Σ
𝑖=1
𝑛  𝑥

𝑖
− 𝑈𝑉𝑥

𝑖| || |
2

2

דור עזריה
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-ממדיkה-תת-המרחבאלהנקודותאתממפההוא-המדחסהואVמטריצת●

שנוכלכך-ממדי,dה-למרחבבחזרה-ממדיkה-תת-המרחבאתממפההוא-המפרקהואUמטריצת●
למדוד כמה הנקודה זזה.

טענה
בפתרון אופטימלי,

המפרק=שהמדחסאומרשזה● 𝑈 = 𝑉𝑇

אורתונורמליות.שלשהעמודותאומרשזה● 𝑈𝑇𝑈 = 1𝑈

הוכחה
מימדים.שלהטווחאתישהמפה 𝑈𝑉𝑥𝑅𝑘

.עבוראורתונורמליבסיסיהא 𝑤
1
,...., 𝑤

𝑘
𝑅

.האלוהעמודותעםמטריצהיהא 𝑊(𝑊𝑇𝑊 = 𝐼)
.המקיים:ישלכלאז 𝑥

𝑖
𝑧

𝑖
𝑈𝑉𝑥

𝑖
= 𝑊𝑧

𝑖

?אתממזעריםאיזה 𝑧
𝑖

𝑥
𝑖

− 𝑈𝑉𝑧
𝑖| || |

2

2

𝑓 = 𝑥
𝑖

− 𝑈𝑉𝑧| || |
2

2 = 𝑥
𝑖| || |

2

2 + 𝑧| || |
2
2 − 2𝑧𝑊𝑥

𝑖

0 = 𝑓' = 2𝑧 − 2𝑊𝑥
𝑖
    ⇒    𝑧

𝑖
= 𝑊𝑇𝑥

𝑖

 Σ
𝑖=1
𝑚  𝑥

𝑖
− 𝑈𝑉𝑥

𝑖| || |
2

2 =  Σ
𝑖=1
𝑚  𝑥

𝑖
− 𝑊𝑧

𝑖| || |
2

2 = Σ
𝑖=1
𝑚  𝑥

𝑖
− 𝑊𝑊𝑇𝑥

𝑖
|||

|||
|||

|||
2

2

.וגםש:בהינתן 𝑈 = 𝑊,  𝑉 = 𝑊𝑇 = 𝑈𝑇𝑈𝑇𝑈 = 𝐼

:חידוש הבעיה

.kהיעדובמימדב-נקודותבהינתם 𝑥
1
,  ...  ,  𝑥

𝑛
𝑅𝑑

.עםמטריצהמצא 𝑈 ∈ 𝑅𝑑𝑥𝑘𝑈𝑇𝑈 = 𝐼

Σ.הממעזר:
𝑖=1
𝑚  𝑥

𝑖
− 𝑊𝑊𝑇𝑥

𝑖
|||

|||
|||

|||
2

2
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...XהנקודהמטריצתשלהראשוניםהעצמייםהווקטוריםkעםהמטריצההיאUש-מסתבר

העקבות של מטריצה מרובעת היא סכום האלמנטים האלכסוניים שלה:

●.𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴) =
𝑖

∑ 𝑎
𝑖𝑖

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴𝐵𝐶).מחזוריות:משמרותתחתמשתנהבלתי●  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐴𝐵) =  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐵𝐶𝐴)

הוכח ש:

𝑥
𝑖

− 𝑈𝑈𝑇𝑥
𝑖

|||
|||

|||
|||

2

2
= 𝑥

𝑖| || |2 − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑈𝑇𝑥
𝑖
𝑥

𝑖
𝑇𝑈( )

שממזער:למצואנרצה 𝑈

𝑖
∑ 𝑥

𝑖| || |2 − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑈𝑇𝑥
𝑖
𝑥

𝑖
𝑇𝑈( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦

𝑈:אתלמקסםוגם

𝑖
∑ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑈𝑇𝑥

𝑖
𝑥

𝑖
𝑇𝑈( )

סקירה של וקטורים עצמיים

.סימטרית,היאנניח 𝐴 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛𝐴 = 𝐴𝑇

.וגםעבוראם 𝐴𝑣 = λ𝑣𝑣 ∈ 𝑅𝑛λ ∈ 𝑅
.העצמיהערךעםשלעצמיוקטורהואאז 𝑣𝐴λ
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טענה
אורתוגונלי.הואשוניםעצמייםערכיםעםהעצמיהוקטורסימטרי,עבור 𝐴

הוכחה
.כאשרוגםעםוקטוריםניקח 𝑢, 𝑣𝐴𝑣 = λ𝑣𝐴𝑢 = β𝑢β ≠ λ

𝑢𝑇𝐴𝑣 = 𝑢𝑇(𝐴𝑣) = λ𝑢 · 𝑣

𝑢𝑇𝐴𝑣 = (𝑢𝑇𝐴) · 𝑣 = (𝐴𝑇𝑢)𝑣 = (𝐴𝑢)𝑣 = β𝑢 · 𝑣
.ש:להתקייםחייבאזש:והנחנומאחר β ≠ λ𝑢 · 𝑣 = 0

משפט

,אורתוגונליתמטריצהקיימתסימטריותעבור 𝐴 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛𝑉 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛𝑉𝑇 = 𝑉−1  𝑠𝑜  𝑉𝑇𝑉 = 𝐼( )
.וגםש:כך 𝑉𝑇𝐴𝑉 = Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(λ

1
,  .  .  .  ,  λ

𝑛
)λ

1
≥..... ≥ λ

𝑛

.אתמלכסןש:נאמר 𝑉𝐴

פירוק וקטור עצמיזה נקרא
.ל-המקבילשלהעצמיהוקטורשלהיאשורה● 𝑣

𝑖
𝑉𝐴λ

𝑖

.אתפורסותהשורות● 𝑣
𝑖

𝑅𝑛

תמונת מצב

אתשממקסםלמצוארוצהנזכור:● 𝑈
𝑖

∑ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑈𝑇𝑥
𝑖
𝑥

𝑖
𝑇𝑈( )

.למקסםנרצההגדר 𝐴 =
𝑖

∑ 𝑥
𝑖
𝑥

𝑖
𝑇𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑇𝐴𝑈)

𝐴לכסון●

.וגםכאשר 𝐴 = 𝑉Λ𝑉𝑇𝑉𝑇𝑉 = 𝑉𝑉𝑇 = 𝐼Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(λ
1
,  ...  ,  λ

𝑛
)

ש:כךלבחורנרצההמטרה:● 𝑈

1.𝑈 ∈ 𝑅𝑑𝑥𝑘

2.𝑈𝑇𝑈 = 𝐼

.אתממקסםוגם.3 𝑈𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑈𝑇𝑉Λ𝑉𝑇𝑈( )
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.נגדירחוקילכל 𝑈𝐵 = 𝑉𝑇𝑈

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑇𝑉Λ𝑉𝑇𝑈) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐵𝑇Λ𝐵) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ𝐵𝐵𝑇) =
𝑗=1

𝑑

∑ λ
𝑗

𝑖=1

𝑘

∑ 𝐵
𝑗𝑖
2

β.נגדירכעת
𝑗

=
𝑖=1

𝑘

∑ 𝐵
𝑗𝑖
2

.המטריצהשלבאלכסוןה-הכניסההוא● β
𝑗

𝑗𝐵𝐵𝑇

.אתממקסם●
𝑗=1

𝑑

∑ λ
𝑗
β

𝑗

טענה

𝑗=1

𝑑

∑ β
𝑗

= 𝑘

הוכחה

𝑗=1

𝑑

∑ β
𝑗

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐵𝐵𝑇) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐵𝑇𝐵) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑇𝑉𝑉𝑇𝑈) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑇𝑈) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼) = 𝑘

טענה
β

𝑗
≤ 1

הוכחה
אורתוגונליהואכינכון 𝐵

טענה

𝑗=1

𝑑

∑ λ
𝑗
β

𝑗
≤

𝑗=1

𝑘

∑ λ
𝑗

הוכחה
.לכלנטילתידיעלמוגדלהסכוםיורדים,העצמייםשהערכיםמכיוון β

𝑗
= 1𝑗 ≤ 𝑘
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לסיכום

.אתשממקסםמצאנו● 𝑈𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑇𝐴𝑈)

●𝐴 =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖
𝑥

𝑖
𝑇

.כאשרוגםכאשר● 𝐴 = 𝑉Λ𝑉𝑇𝑉𝑇𝑉 = 𝑉𝑉𝑇 = 𝐼Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(λ
1
,  ...  ,  λ

𝑛
)λ

1
≥... ≥ λ

𝑛

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑈𝑇𝐴𝑈).ש:הראינו● ≤
𝑗=1

𝑘

∑ λ
𝑗

.שלעמודהשלעצמיוקטורלהיותשלעמודהנגדירלשוויון:זהאתלקייםאפשר● 𝑖𝑈𝑖𝐴

חלאס.
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