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1אינפיעלפרקטיתחזרה

אסימפטוטה

אסימפטוטה אופקיתאסימפטוטה משופעת/ אלכסוניתאסימפטוטה אנכית

אסימפטוטה אנכית נוצרת
בדר"כ איפה הפונקציה

𝑥למשלמוגדרת.לא = 1
𝑦(באדום).ו-(בכחול) = 1

1−𝑥

לפיk,bאתלמצואצריך
הגבולות שבתמונה בשביל

הנוסחת קו ישר.

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏
אם באסימפטוטה משופעת

y=bש-נקבלאזk=0אם
ואז נולד לנו אסימפטוטה

אופקית.

חקירת פונקציות

מציאת תחום הגדרה של פונקציה.1

מציאת נקודות קיצון.2

min-maxמציאת.3

וקעירותמציאת תחומי עליה וירידה + קמירות.4 ∩∪

מציאת אסימפטוטות.5

מציאת נקודות חיתוך עם הצירים.6

סקיצה (שרטוט) של הפונקציה על גרף.7

דור עזריה
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𝑦פונקציה:חקירתשאלת = 𝑓(𝑥) =− 𝑥2

𝑥+2

𝐷הגדרה:תחוםמציאת.1
𝑥

= { 𝑥 |  (− ∞ < 𝑥 <  + ∞) ∧  (𝑥 ≠− 2) }

.אנכיתאסימפטוטההיאש-נובעמכאן 𝑥 =− 2

מציאת נקודת קיצון:.2
קיצון.נקודתהיא  𝑥

0
⇐ 𝑓'(𝑥) = 0

𝑦(𝑥) =− 𝑥2

𝑥+2

𝑦'(𝑥) =− −2𝑥(𝑥+2)−1(−𝑥2)

(𝑥+2)2 = −𝑥2−4𝑥

(𝑥+2)2

:0ל-שווההנגזרתכאשרxה-ערכיאתנמצא

𝑦'(𝑥) = −𝑥2−4𝑥

(𝑥+2)2 = 0\ · (𝑥 + 2)2 ⇒ − 𝑥2 − 4𝑥 = 0 ⇒ 𝑥(− 𝑥 − 4) = 0 ⇒ 𝑥
1

= 0 ,  𝑥
2

=− 4

𝑥הם:שלנוהקיצוןנקודותלכן
1

= 0 ,  𝑥
2

=− 4

:min-maxמציאת.3
.maxהואאזואםminהואאזאם,למצוא 𝑓''(𝑥)𝑓''(𝑥) > 0𝑓''(𝑥) < 0

אתלגזורצריךלאלמהעבודה),זמןמקצר(זההמונהאתרקנגזוראז0מ-גדולהמכנהאם
המכנה? בגלל שהוא גם ככה לא ישפיע על המקסימום והמינימום שלנו מאחר והמכנה חיובי תמיד

היאולכן)2(חיוביתמעלהלנויששלנוהגזורההפונקציהשלבמקרהאותו.לבדוקצורךאיןאז
תמיד חיובית ובא להקל עלינו.

𝑦''(𝑥) = −2𝑥−4
(𝑖𝑟𝑟𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑛𝑡)

ונקבל:הכפולההנגזרתבתוך2בסעיףשמצאנוהקיצוןנקודותאתנציבכעת
.maxנקודתזהולכן 𝑦''(𝑥

1
) = 𝑦''(0) = −2·(0)−4

(𝑖𝑟𝑟𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑛𝑡) =− 4 < 0

.minנקודתזהולכן 𝑦''(𝑥
2
) = 𝑦''(− 4) = −2·(−4)−4

(𝑖𝑟𝑟𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑛𝑡) = 4 > 0

:min-maxערךנמצאכעת
נציב את נקודות הקיצון שלנו בפונקציה המקורית:

𝑦
𝑚𝑎𝑥

(0) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥
1
, 𝑦

1
) = 𝑚𝑎𝑥(0, 0)

.𝑦
𝑚𝑖𝑛

(− 4) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥
2
, 𝑦

2
) = 𝑚𝑖𝑛(− 4, 8)

:וקעירותמציאת תחומי עליה וירידה + קמירות.4 ∩∪
𝑦'(𝑥):אםעליהא. > 0

𝑦'(𝑥) = −𝑥2−4𝑥

(𝑥+2)2 > 0 ⇒ − 𝑥2 − 4𝑥 > 0 ⇒

⇒ 𝑥(− 𝑥 − 4) > 0 ⇒ − 4 < 𝑥 < 0 ⇒

דור עזריה
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בנוסףלצייןמאודחשובאזיבגרףלתחוםשייךהואxו-ש-ההגדרהבתחוםשציינומאחר 𝑥 ≠− 2
−ש-לתחום 4 < 𝑥 < 0

אליו.שייךלאאבל 𝑥 ≠− 2

:אםעליהב. 𝑦'(𝑥) < 0

𝑦'(𝑥) = −𝑥2−4𝑥

(𝑥+2)2 < 0\ · ((𝑥 + 2)2) ⇒ − 𝑥2 − 4𝑥 < 0 · (− 1) ⇒

⇒ 𝑥2 + 4𝑥 > 0 ⇒
𝑥.כאשרהואהירידהתחום > 0 ∧  𝑥 <− 4

מציאת אסימפטוטות:.5
אנכית.באסימפטוטהמדובראזא. 𝑥 =− 2
𝑦.הנוסחהלפימשופעתאסימפטוטהמציאתב. = 𝑘𝑥 + 𝑏

𝑘 =
𝑥→∞
lim 𝑓(𝑥)

𝑥 =
𝑥→∞
lim

−𝑥2

(𝑥+2)

𝑥 =
𝑥→∞
lim −𝑥2

𝑥2(1+ 2
𝑥 )

=− 1 = 𝑘

) − 𝑘(𝑥)] =
𝑥→∞
lim [ −𝑥2

𝑥+2 − 𝑥] =
𝑥→∞
lim [ −𝑥2+𝑥2+2𝑥

𝑥+2 ] =
𝑥→∞
lim [ 2𝑥

𝑥+2 ] =
𝑥→∞
lim [ 2𝑥

𝑥(1+ 2
𝑥 )

] = 2 = 𝑏

𝑦,ונקבל:שמצאנוk,bה-אתנציב = 𝑘𝑥 + 𝑏 =− 𝑥 + 2
אופקית.אסימפטוטהלנואיןאזו-מאחר-אופקיתאסימפטוטהמציאתג. 𝑘 ≠ 0

נקודת חיתוך עם הצירים:.6
.y=0ש-ונקבלבפונקציהנציבx=0אם
.x=0ש-ונקבלבפונקציהנציבy=0אם

).0,0(במיקוםהציריםעםחיתוךנקודתקיבלנו
הסתם.מןשלנוחיתוךהנקודותשהםמפני0הצבנו

שרטוט הפונקציה:.7
נשרטט קודם כל את האסימפטוטות כי הוא מחלק את המישור לחלקים.

דור עזריה
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x=0ב-גבולות

𝑥→0
lim 𝑡𝑔(𝑥)

𝑥 = 17
𝑥→0
lim 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥 = 11

𝑥→0
lim 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥)

𝑥 = 18
𝑥→∞
lim (1 + 1

𝑥 )𝑥 =
α→0
lim (1 + α)

1
α = 𝑒

2

𝑥→0
lim 1−𝑐𝑜𝑠(𝑥)

𝑥2 = 1
2

9
𝑥→0
lim 𝑙𝑛(1+𝑥)

𝑥 = 13

𝑥→0
lim 𝑒𝑥−1

𝑥 = 110
𝑥→0
lim 𝑎𝑥−1

𝑥 = 𝑙𝑛(𝑎)4

𝑥→0
lim 𝑥α𝑙𝑛(𝑥) = 0 ;  ∀α > 011

𝑥→0
lim (1+𝑥)𝑚−1

𝑥 = 𝑚5

𝑥→0
lim 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥 = 16

גבולות באינסוף

𝑥→∞
lim 𝑙𝑛(𝑥)

𝑥α = 0 ;  ∀α > 02
𝑥→∞
lim 𝑒𝑥

𝑥𝑛 = ∞ ;  ∀𝑛 > 01

חוקי האינסוף

פעולות אינסופיות

∞∞ = ∞∞ = ∞ ∞ · (− ∞) =− ∞

∞ + ∞ = ∞ ∞ · ∞ = ∞

אפס])אוחיובי[שלילי,סופיa(עבורוודאותאישאינםמצבים

𝑎
∞ = 0𝑎

−∞ = 0𝑎
0 = ∞

דור עזריה
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מצבי אי וודאות

∞
∞  ∞ − ∞0

0

00 0∞ 1∞

0 · ∞ ∞0

חוק לופיטל
במצבי אי וודאות, בעזרת שיטת לופיטל נוכל לפתוח את כל מקרי האי-ודאות.

ומתקיים:בסביבהגזירותהןפונקציות2ניתנהאםלופיטל:חוקניסוח 𝑓(𝑥) ,  𝑔(𝑥)ε
נבצע:אז,

𝑥→𝑥
0

lim 𝑓(𝑥) =
𝑥→𝑥

0

lim 𝑔(𝑥) = 0
𝑥→𝑥

0

lim 𝑓(𝑥) =
𝑥→𝑥

0

lim 𝑔(𝑥) = ∞

.
𝑥→𝑥

0

lim 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

𝑥→𝑥
0

lim 𝑓'(𝑥)
𝑔'(𝑥)

שאלות

.הגבולאתמצאו
𝑥→1
lim 𝑥2−1+𝑙𝑛(𝑥)

𝑒𝑥−𝑒

המכנהואתהמונהאתנגזורולכןודאותאישללמצבהגענו ⇐
𝑥→1
lim 𝑥2−1+𝑙𝑛(𝑥)

𝑒𝑥−𝑒
→ 0

0 =?

בנפרד:

𝑥→1
lim 𝑥2−1+𝑙𝑛(𝑥)

𝑒𝑥−𝑒
=

𝑥→1
lim

2𝑥+ 1
𝑥

𝑒𝑥 = 3
𝑒

.הגבולאתמצאו
𝑥→0
lim 𝑥−𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥3

המכנהואתהמונהאתנגזורולכןודאותאישללמצבהגענו ⇐
𝑥→0
lim 𝑥−𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥3 → 0
0 =?

בנפרד:

𝑥→0
lim 𝑥−𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥3 =
𝑥→0
lim 1−𝑐𝑜𝑠(𝑥)

3𝑥2 =
𝑥→0
lim 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

6𝑥 =
𝑥→0
lim 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

6 = 1
6

דור עזריה
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.הגבולאתמצאו
𝑥→∞
lim 𝑥𝑛

𝑒𝑥

בנפרד:המכנהואתהמונהאתנגזורולכןודאותאישללמצבהגענו ⇐
𝑥→∞
lim 𝑥𝑛

𝑒𝑥 → ∞
∞ =?

𝑥→∞
lim 𝑥𝑛

𝑒𝑥 =
𝑥→∞
lim 𝑛𝑥𝑛−1

𝑒𝑥 =
𝑥→∞
lim 𝑛·(𝑛−1)·𝑥𝑛−2

𝑒𝑥 =...... =
𝑥→∞
lim 𝑛(𝑛−1)(𝑛−1)·...·1

𝑒𝑥 =
𝑥→∞
lim

.הגבולאתמצאו
𝑥→∞
lim 𝑒

𝑥
2 ·𝑥

𝑥+𝑒𝑥

המכנהואתהמונהאתנגזורולכןודאותאישללמצבהגענו ⇐
𝑥→∞
lim 𝑒

𝑥
2 ·𝑥

𝑥+𝑒𝑥 → ∞
∞ =?

בנפרד:

𝑥→∞
lim 𝑒

𝑥
2 ·𝑥

𝑥+𝑒𝑥 =
𝑥→∞
lim

𝑒
𝑥
2 ·(1+ 𝑥

2 )

1+𝑒𝑥 =
𝑥→∞
lim

𝑒
𝑥
2 (1+ 𝑥

4 )

𝑒𝑥 =
𝑥→∞
lim

(1+ 𝑥
4 )

𝑒
𝑥
2

=
𝑥→∞
lim

1
4

1
2 𝑒

𝑥
2

= 0

יש מקרים בהם צריך לעשות פעולות אלגבריות כדי להגיע למצב של משפט לופיטל, למשל:

.
𝑥→0
lim ( 1

𝑥 − 1

𝑒𝑥−1
) → (∞ − ∞) ⇒

𝑥→0
lim ( 𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥(𝑒𝑥−1)
) → 0

0 ⇒☑

כעת נמצא גבול זה בעזרת לופיטל כמו שפתרנו בתרגילים הקודמים:

𝑥→0
lim ( 𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥(𝑒𝑥−1)
) =

𝑥→0
lim ( 𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−1+𝑥·𝑒𝑥 ) =
𝑥→0
lim ( 𝑒𝑥

𝑒𝑥+𝑒𝑥+𝑥·𝑒𝑥 ) =
𝑥→0
lim ( 𝑒𝑥

𝑒𝑥(2+𝑥)
) =

𝑥→0
lim (

:,תזכורתנוסף,תרגיל 𝑙𝑛(0) =− ∞2 · 3 = 3
1
2

הבא:הגבולאתמצאו
𝑥→0
lim (𝑥2 · 𝑙𝑛(𝑥)) → 0 · ∞ =?

דור עזריה
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𝑥→0
lim (𝑥2 · 𝑙𝑛(𝑥)) =

𝑥→0
lim ( 𝑙𝑛(𝑥)

1

𝑥2

) =
𝑥→0
lim ( 𝑙𝑛(𝑥)

𝑥−2 ) =
𝑥→0
lim

1
𝑥

−2𝑥−3 = −1
2 𝑥→0

lim 1

𝑥·𝑥−3 =

לוגריתמיזציה
𝑦למשל:כזהבמצבנתקלכאשר = 𝑥𝑥 → 𝑦' =?

𝑙𝑛(𝑦).ונקבל:לוגריתמוסנבצעאזי = 𝑙𝑛(𝑥𝑥) = 𝑥 · 𝑙𝑛(𝑥)
ונקבל:y'אתלבודדכדיyב-נכפוללימין:משמאלנגזוראנוכעת 1

𝑦 · 𝑦' = 𝑙𝑛(𝑥) + 1

.היא:התשובהאזיש-הנתוןלפילנוידועכבר 𝑦' = 𝑦(𝑙𝑛(𝑥) + 1)𝑦 = 𝑥𝑥𝑦' = 𝑥𝑥(𝑙𝑛(𝑥) + 1)

,הבא:הגבולאתחשבו
𝑥→0
lim (𝑠𝑖𝑛(𝑥))𝑥

𝑥→0
lim (𝑠𝑖𝑛(𝑥))𝑥 → 00 =?

ונקבל:לוגריתמוסנבצעוכעתנסמןאלגברית,פעולהנעשה 𝑦 = (𝑠𝑖𝑛(𝑥))𝑥

𝑙𝑛(𝑦) = 𝑙𝑛( (𝑠𝑖𝑛(𝑥))𝑥 ) = 𝑥 · 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
1
𝑥

→ −∞
∞

:תזכורתלופיטל,נבצעוכעתשללמצבהגענו 00 = ∞
∞𝑥→0

lim 𝑠𝑖𝑛(𝑥)
𝑥 =

𝑥→0
lim 𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 1

𝑥→0
lim (𝑙𝑛(𝑦)) =  

𝑥→0
lim 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

1
𝑥

=
𝑥→0
lim 𝑡𝑔(𝑥)

− 1

𝑥2

=−
𝑥→0
lim 𝑥2·𝑐𝑜𝑠(𝑥)

𝑠𝑖𝑛(𝑥) =−
𝑥→0
lim [𝑥 · 𝑐𝑜𝑠(𝑥) · ( 𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥

𝑥→0
lim 𝑦 = 0 → 𝑦 = 𝑒0 = 1

,הבא:הגבולאתחשבו
𝑥→0
lim (1 + 𝑥)𝑙𝑛(𝑥)

𝑥→0
lim (1 + 𝑥)𝑙𝑛(𝑥) → 1−∞ = 1∞ =  ?

ונקבל:לוגריתמוסונבצענסמןאלגברית,פעולהנעשה 𝑦 = (1 + 𝑥)𝑙𝑛(𝑥)

𝑙𝑛(𝑦) = 𝑙𝑛((1 + 𝑥)𝑙𝑛(𝑥)) = 𝑙𝑛(𝑥) · 𝑙𝑛(1 + 𝑥)

𝑥→0
lim 𝑙𝑛(𝑦) =

𝑥→0
lim [𝑙𝑛(𝑥) · 𝑙𝑛(1 + 𝑥)] =

𝑥→0
lim [ 𝑙𝑛(1+𝑥)

1
𝑙𝑛(𝑥)

] → 0
0

כעת נעשה משפט לופיטל:

𝑥→0
lim [ 𝑙𝑛(1+𝑥)

1
𝑙𝑛(𝑥)

] =
𝑥→0
lim [

1
1+𝑥

− 1

𝑥𝑙𝑛2(𝑥)

] =−
𝑥→0
lim [

− 𝑥

(1+𝑥)2

− 𝑙𝑛(𝑥)+2

𝑥2𝑙𝑛3(𝑥)

] =.... = 2
𝑥→0
lim

1
𝑥

− 1

𝑥2

= 0

𝑥→0
lim 𝑙𝑛(𝑦) = 0 → 𝑦 = 𝑒0 = 1

דור עזריה
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דיפרנציאל
, 𝑓'(𝑥) =

∆𝑥→0
lim 𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)

∆𝑥𝑓'(𝑥) =
∆𝑥→0
lim ∆𝑦

∆𝑥

ונקבלבנכפולגסה,בהערכה ∆𝑦
∆𝑥 ≈ 𝑓'(𝑥)∆𝑥∆𝑦 ≈ 𝑓'(𝑥) · ∆𝑥 + ε · ∆𝑥

𝑑𝑦הוא:הדיפרנציאלשלהפורמאליתהצורה = 𝑦'𝑑𝑥
.dxכפולפונקציהשללנגזרת=פונקציהשלדיפרנציאל
.𝑦' = 𝑑𝑦

𝑑𝑥

פורמלית.בצורההואשלהדיפרנציאל 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑦 = (𝑐𝑜𝑠(𝑥)) · 𝑑𝑥

טורים
טורי מספרים

נתונה סדרה של מספרים ממשיים (יכול להיות מרוכבים)
𝑢 (מספרים ∞).①:

1
, 𝑢

2
,..., 𝑢

𝑛,...

𝑢.②:סכוםנרכיבמ-①
1

+ 𝑢
2

+... + 𝑢
𝑛

+...

סכוםשזהוכךפשוט:אוכך:②אתכותביםלפעמים
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

= 𝑢
1

+ 𝑢
2

+... + 𝑢
𝑛

+...

אינסופי.
הכללי.האיברקוראיםול-הראשיהאיברקוראיםל- 𝑢

1
𝑢

𝑛

דור עזריה
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סכומים חלקיים
חלקיים.סכומיםנקראיםראשוניםאיבריםnשלסכום

𝑆אומרת:זאת
1

= 𝑢
1
,  𝑆

2
= 𝑢

1
+ 𝑢

2
 ,  𝑆

3
= 𝑢

1
+ 𝑢

2
+ 𝑢

3 
,  ......  ,  𝑆

𝑛
= 𝑢

1
+ 𝑢

2
+... + 𝑢

𝑛
  ,  ...  

סופיים.סכומיםשלסדרהקיבלנוימיןבצדאבלשלאינסופיתסדרהשמאלבצדקיבלנו {𝑆
𝑛
}

1

∞

,טור מתכנסלטור ② קוראיםהגדרה-
𝑆.חלקייםסכומיםשלסדרהשלגבולקייםאם

1
, 𝑆

2
,...., 𝑆

𝑛
,....

זאת אומרת,

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
= 𝑆

הטור.סכוםקוראיםSול-חלקייםסכומיםשלגבולקייםאםתלויה②טורשלהתכנסות

הגבול.אתולמצואחלקייםסכומיםלהרכיבחייביםהטורסכוםאתלמצואכדי {𝑆
𝑛
}

1

∞

1הבא:הטורנתון-דוגמה
2 + 1

4 + 1
8 +... + 1

2𝑛 +...

1)אחרת:בצורהזהטורלכתובניתן − 1
2 ) + ( 1

2 − 1
4 ) + ( 1

4 − 1
8 ) +... + ( 1

2𝑛−1 − 1

2𝑛 ) +...

𝑆
1

= 1
2 = (1 − 1

2 )

𝑆
2

= 1
4 = ( 1

2 − 1
4 )

..……
𝑆

𝑛
= 1

2 + 1
4 + 1

8 +... + 1

2𝑛 = 1 − 1

2𝑛

𝑆הוא:והגבול =
𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
=

𝑛→∞
lim (1 − 1

2𝑛 ) = 1

.1הואוהסכוםמתכנסשהטוראומרתזאת

1הטור:סכוםאתמצאו-דוגמה
1·3 + 1

3·5 + 1
5·7 +... + 1

(2𝑛−1)(2𝑛+1) +...

𝑢,הוא:הטורשלהכלליהאיבר
𝑛

= 1
(2𝑛−1)(2𝑛+1)

נפרק איבר כללי לפי שברים חלקיים:

דור עזריה
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1
(2𝑛−1)(2𝑛+1) = 𝐴

(2𝑛−1) + 𝐵
(2𝑛+1)  \ · (2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

1 = 𝐴(2𝑛 + 1) + 𝐵(2𝑛 − 1)
ה-"סוגריים",2עבורמאפסגורםנבחר
𝑛ונקבל:נבחר = 1

2

1 = 𝐴 · 2 + 𝐵 · 0 ⇒ 1 = 2 · 𝐴 \: 2 ⇒ 1
2 = 𝐴

𝑛ונקבל:נבחר =− 1
2

1 = 𝐴 · 0 +  𝐵 · (− 2) ⇒ 1 =− 2 · 𝐵 \: (− 2) ⇒  − 1
2 = 𝐵

ונקבל:שמצאנוA,Bאתנציב
1

(2𝑛−1)(2𝑛+1) = 𝐴
(2𝑛−1) + 𝐵

(2𝑛+1) = ( 1
2 ) · 1

(2𝑛−1) + (− 1
2 ) · 1

(2𝑛+1) = ( 1
2 ) · ( 1

2𝑛−1 − 1
2𝑛+1

𝑢לכן,ש:קיבלנוכלומר
𝑛 

= ( 1
2 ) · ( 1

2𝑛−1 − 1
2𝑛+1 )

𝑢
1

= 1
2 (1 − 1

3 )

𝑢
2

= 1
2 ( 1

3 − 1
5 )

..……

הגבול:אתולמצואחלקייםסכומיםלהרכיבחייביםהטורסכוםאתלמצואכדי {𝑆
𝑛
}

1

∞

𝑆
𝑛

= 𝑢
1

+ 𝑢
2

+... + 𝑢
𝑛

𝑆
𝑛

= 1
2 (1 − 1

3 ) + 1
2 ( 1

3 − 1
5 ) +... + ( 1

2 ) · ( 1
2𝑛−1 − 1

2𝑛+1 ) 

אם נפתח סוגריים לכל הביטוי אז הכל מצטמצם לנו מלבד האיבר הראשון והאיבר האחרון:
𝑆

𝑛
= 1

2 + (− 1
2 ) · 1

2𝑛+1 = 1
2 · (1 − 1

2𝑛+1 )

ולכן,
𝑆 =

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
=

𝑛→∞
lim 1

2 · (1 − 1
2𝑛+1 ) = 1

2

.הואהטורסכוםאומרת,זאת 1
2

דור עזריה
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.הואהטורשסכוםהוכיחו-ביתשאלת 1
4

1הבא:הסכוםנציג
1·5 + 1

5·9 + 1
9·13 +.... + 1

(4𝑛−3)(4𝑛+1) +....

𝑢,הוא:הטורשלהכלליהאיבר
𝑛

= 1
(4𝑛−3)(4𝑛+1)

נפרק את האיבר הכללי לשברים חלקיים:
1

(4𝑛−3)(4𝑛+1) = 𝐴
(4𝑛−3) + 𝐵

(4𝑛+1) \ · (4𝑛 − 3)(4𝑛 + 1)

1 = 𝐴(4𝑛 + 1) + 𝐵(4𝑛 − 3)
ה-"סוגריים",2עבורמאפסגורםנבחר
𝑛ונקבל:נבחר = 3

4

1 =  𝐴(4 · 3
4 + 1) + 𝐵 · 0 ⇒ 1 = 𝐴 · 4 \: 4 ⇒ 1

4 = 𝐴

𝑛ונקבל:נבחר =− 1
4

1 = 𝐴 · 0 + 𝐵(4 · (− 1
4 ) − 3) ⇒ 1 = 𝐵 · (− 4) \:  (− 4) ⇒  − 1

4 = 𝐵

שמצאנו:A,Bה-אתנציב
1

(4𝑛−3)(4𝑛+1) = ( 1
4 ) · 1

(4𝑛−3) + (− 1
4 ) · 1

(4𝑛+1) = ( 1
4 ) · ( 1

(4𝑛−3) − 1
(4𝑛+1) )

𝑢ולכן,ש-קיבלנוכלומר
𝑛

= ( 1
4 ) · ( 1

(4𝑛−3) − 1
(4𝑛+1) )

𝑢
1

= 1
5 = 1

4 · ( 1
1 − 1

5 )

𝑢
2

= 1
45 = 1

4 · ( 1
5 − 1

9 )

...

הגבול:אתולמצואחלקייםסכומיםלהרכיבחייביםהטורסכוםאתלמצואכדי {𝑆
𝑛
}

1

∞

𝑆
𝑛

= 𝑢
1

+ 𝑢
2

+... + 𝑢
𝑛

𝑆
𝑛

= 1
4 · ( 1

1 − 1
5 ) + 1

4 · ( 1
5 − 1

9 ) +..... + ( 1
4 ) · ( 1

(4𝑛−3) − 1
(4𝑛+1) )

כעת אם נפתח כל הסוגריים הכל מצטמצם מלבד האיבר הראשון והאחרון כלומר:
𝑆

𝑛
= 1

4 + (− 1
4 ) · 1

4𝑛+1 = 1
4 · (1 − 1

4𝑛+1 )

ולכן,
𝑆 =

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
=

𝑛→∞
lim 1

4 · (1 − 1
4𝑛+1 ) = 1

4

.הואהטורסכוםאומרת,זאת 1
4

דור עזריה
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שארית של טורים

𝑢:①הטורנתון
1

+ 𝑢
2

+ 𝑢
3

+.... + 𝑢
𝑛

+ 𝑢
𝑛+1

+ 𝑢
𝑛+2

+....
.הזנבאו①טורשלnשאריתקוראיםלטור 𝑢

𝑛+1
+ 𝑢

𝑛+2
+....

𝑢:כךגםלכתובאפשר
1

+ 𝑢
2

+ 𝑢
3

+.... + 𝑢
𝑛

+ 𝑢
𝑛+1

+ 𝑢
𝑛+2

+.... + 𝑢
𝑛+𝑚

+...
𝑆.מכאן,

𝑛+𝑚
= 𝑆

𝑛
+ (𝑆

𝑛+𝑚
− 𝑆

𝑛
)

𝑚:כאשרmלפיגבוללמצואאפשר → ∞

𝑚→∞
lim 𝑆

𝑛+𝑚
= 𝑆

𝑛
+

𝑚→∞
lim (𝑆

𝑛+𝑚
− 𝑆

𝑛
)

𝑆 = 𝑆
𝑛

+ 𝑅
𝑛

𝑆 =
𝑛→∞
lim (𝑆

𝑛
+ 𝑅

𝑛
) =

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
+

𝑛→∞
lim 𝑅

𝑛
= 𝑆 +

𝑛→∞
lim 𝑅

𝑛

𝑛→∞
lim 𝑅

𝑛
= 𝑆 − 𝑆 = 0

חשוב,ומכאן קיבלנו משפט
.0ל-שואפת-יתnשאריתאזימתכנס(הנתון)②טוראם-משפט 𝑅

𝑛
.0ל-שואפתהשאריתאזמתכנסטוראםאומרתזאת

טור גיאומטרי או הנדסי

𝑎בטור:נתבונן + 𝑎𝑞 + 𝑎𝑞2 +... + 𝑎𝑞𝑛−1 +...
חלקיים,סכומיםמרכיבהסדרהשלqמנהכאן

𝑆
𝑛

= 𝑎 + 𝑎𝑞 + 𝑎𝑞2 +... + 𝑎𝑞𝑛−1

סכום סופי של סדרה הוא טור הנדסי.

או 𝑆
𝑛

= 𝑎−𝑎𝑞𝑛

𝑞−1𝑆
𝑛

=
𝑎

1
(𝑞𝑛−1)

𝑞−1

אפשר לכתוב סכום גם בצורה אחרת,

𝑆
𝑛

=
𝑎

1
𝑞𝑛

𝑞−1 −
𝑎

1

𝑞−1 =
𝑎

1

1−𝑞 −
𝑎

1
𝑞𝑛

1−𝑞

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
=

𝑛→∞
lim (

𝑎
1

1−𝑞 −
𝑎

1
𝑞𝑛

1−𝑞 ) =
𝑛→∞
lim

𝑎
1

1−𝑞 −
𝑛→∞
lim

𝑎
1
𝑞𝑛

1−𝑞 =
𝑎

1

1−𝑞 −
𝑛→∞
lim

𝑎
1
𝑞𝑛

1−𝑞 =
𝑎

1

1−𝑞 − 𝑎
1

·
𝑛→∞
lim 𝑞𝑛

1−𝑞 =

=
𝑎

1

1−𝑞 − 0 =
𝑎

1

1−𝑞 ,  𝑞| | < 1,  𝑞 ≠ 1

דור עזריה
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.הנדסיטורסכוםאומרתזאתגבולקיים
𝑎

1

1−𝑞𝑆
𝑛

=
𝑎

1

1−𝑞

מתבדר.הטוראם● 𝑞| | ≥ 1

:לסיכום

.מתכנסהנדסיטור
𝑛=1

∞

∑ 𝑎𝑛0 < 𝑎 < 1

.ואםאם
𝑛→∞
lim 𝑞𝑛𝑞 > 1 → ∞0 < 𝑞 < 1 → 0

מתכנס.הואאזואםמתבדרהואאזאם
𝑛=0

∞

∑ 𝑞𝑛𝑞 > 1 0 < 𝑞 < 1

ומבחני התכנסותטורים חיוביים

𝑢.טור:נתון-משפט
1

+ 𝑢
2

+... + 𝑢
𝑛

+ 𝑢
𝑛+1

+.. =
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.0ל-שואףהכלליהאיבראזימתכנסטוראם
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

כאשר:מתכנסשטורנניח-הוכחה
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛𝑛→∞

lim 𝑆
𝑛

= 𝑆 ⇐

𝑆
𝑛

= 𝑢
1

+ 𝑢
2

+... + 𝑢
𝑛−1

+ 𝑢
𝑛

𝑆
𝑛

= 𝑆
𝑛−1

+ 𝑢
𝑛

𝑆אומרת:זאתמתכנס,הטוראם
𝑛

→ 𝑆,  𝑆
𝑛−1

→ 𝑆, ∀𝑛 :  𝑛 → ∞

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
=

𝑛→∞
lim (𝑆

𝑛−1
+ 𝑢

𝑛
) =

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛−1
+

𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛

𝑆 = 𝑆 +
𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
⇒

𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

∎

מסקנה: אם האיבר הכללי שואף לאפס זה לווא דווקא אומר שהטור מתכנס.●
מתבדרהטוראזהכלליהאיבראם● ⇐ 0 ≠ 𝑎 ←(𝑢

𝑛
→ 𝑎 ≠ 0) ⇒

דור עזריה
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מבחן ההשוואה.1

מתבדר.אזמתבדראםמתכנס,אזמתכנסאם
𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛

≤
𝑛=1

∞

∑ 𝑏
𝑛

∑ 𝑏
𝑛

∑ 𝑎
𝑛

∑ 𝑎
𝑛

∑ 𝑏
𝑛

מבחן ההשוואה הגבולי.2

שקוליםאזהגבולי)ההשוואה(מבחןקייםאם
𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛

𝑏
𝑛

= 𝑐 ≠ 0∑ 𝑎
𝑛

∼ ∑ 𝑏
𝑛

ושני הטורים מתכנסים ומתבדרים יחדיו.

ההשוואה צריכה להיות עם טור מוכר וחייבים להכיר את התנהגות הטור.●

שאלה:
𝑛=1

∞

∑ 𝑛− 𝑛

𝑛2+𝑛+1

𝑛=1

∞

∑ 𝑛− 𝑛

𝑛2+𝑛+1
=

𝑛=1

∞

∑
𝑛(1− 𝑛

𝑛 )

𝑛2(1+ 1
𝑛 + 1

𝑛2 )

, 𝑎מתבדרהרמוניטור
𝑛

= 𝑛− 𝑛

𝑛2+𝑛+1
𝑏

𝑛
= 𝑛

𝑛2 = 1
𝑛 ⇒

𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛

𝑏
𝑛

=
𝑛→∞
lim

𝑛(1− 1
𝑛

)𝑛2

𝑛2(1+ 1
𝑛 + 1

𝑛2 )𝑛
= 1 ≠ 0

⇒מתבדרהנתוןהטורולכן
𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛

∼
𝑛=1

∞

∑ 1
𝑛 ⇒

שאלה:
𝑛=1

∞

∑ 43𝑛+34𝑛+2𝑛

52𝑛+63𝑛

𝑛=1

∞

∑ 43𝑛+34𝑛+2𝑛

52𝑛+63𝑛 =
𝑛=1

∞

∑ 64𝑛+81𝑛+2𝑛

25𝑛+216𝑛 =
𝑛=1

∞

∑
81𝑛( ( 64

81 )𝑛+1+( 2
81 )𝑛 )

216𝑛( ( 25
216 )𝑛+1 )

=
𝑛=1

∞

∑ ( 81
216 )𝑛 ·

( 64
81 )𝑛+1+( 2

81 )𝑛 

 ( 25
216 )𝑛+1 

דור עזריה
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𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛

𝑏
𝑛

=
𝑛→∞
lim

( 64
81 )𝑛+1+( 2

81 )𝑛 

 ( 25
216 )𝑛+1 

= 1 ≠ 0

מבחן דלמבר/מבחן המנה.3

אז:לטורגבולקייםאם
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

:שאלה
𝑛=1

∞

∑ (2𝑛)!
1·3·5·...·(4𝑛−1)

נשתמש במבחן המנה:

𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛+1

𝑎
𝑛

=
𝑛→∞
lim (2(𝑛+1))!

1·3·5·...·(4(𝑛+1)−1) · 1·3·5·...·(4𝑛−1)
(2𝑛)! =

=
𝑛→∞
lim (2𝑛)!·(2𝑛+1)·(2𝑛+2)·1·...·(4𝑛−1)

(2𝑛)!·1·..·(4𝑛−1)(4𝑛+1)(4𝑛+3) =
𝑛→∞
lim

4𝑛2(1+ 1
2𝑛 )(1+ 1

𝑛 )

16𝑛2(1+ 1
4𝑛 )(1+ 3

4𝑛 )
= 1

4

.מתכנסומכאן לפי מבחן המנה הטור הזה
מבחן קושי/מבחן השורש.4

אז:גבולשקייםנניח
𝑛→∞
lim 𝑛 𝑢

𝑛
= 𝐶

מבחן אינטגרלי.5
לכל(יורדת)חיוביתמונוטונית,פונקציההיאאם 𝐹(𝑥)𝑥 ≥ 1

).(כאשרבאינטגרלתלויהטורשלהתבדרותאוהתכנסותאז
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

1

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑢
𝑛

= 𝑓(𝑛)

הטור ההרמוני

מתבדר.ההרמוניהטור
𝑛=1

∞

∑ 1
𝑛 = 1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 +.... + 1
𝑛 +...

𝑓(𝑥) = 1
𝑥 ⇒

1

∞

∫ 1
𝑥 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛𝑥|

1
∞ = 𝑙𝑛(∞) − 𝑙𝑛(1) = ∞

דור עזריה
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עם סימנים מתחלפיםטור

מבחן לייבניץ
𝑢הטור:נתון

1
− 𝑢

2
+ 𝑢

3
− 𝑢

4
+ 𝑢

5
−......

𝑛=1

∞

∑ (− 1)𝑛+1𝑢
𝑛
      ,     (𝑢

𝑛
 >  0)

אם מתקיים שני תנאים:
𝑢כלומר:בירידההםהטורשלהאיברים.1

1
> 𝑢

2
> 𝑢

3
>...

אם.2
𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

.מתכנסאז מכאן נובע שהטור

1:1דוגמה
2 − 2

22+1
+ 3

32+1
− 4

42+1
+....

בדיקת תנאים ללייבניץ:

דור עזריה
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בדיקת ירידה:.1
2

22+1
= 1

2+ 1
2

⇒ 1
2 > 1

2+ 1
2

3

32+1
= 1

3+ 1
3

⇒ 1
3 > 1

3+ 1
3

4

42+1
= 1

4+ 1
4

⇒ 1
4 > 1

4+ 1
4

1ומכאן:
2 > 1

2+ 1
2

> 1
3+ 1

3

> 1
4+ 1

4

>...

בדיקת גבול:.2

𝑛→
lim 𝑛

𝑛2+1
=

𝑛→∞
lim 1

𝑛+ 1
𝑛

= 0

מתכנס.ולכן הטור

.2:1דוגמה 1 − 1. 01 + 1. 001 − 1. 0001 +....
בדיקת תנאים ללייבניץ:

בירידה.מתקייםאכןירידה:בדיקת.1 1. 1 > 1. 01 > 1. 001 >...
𝑢.גבול:בדיקת.2

𝑛
= 1 + 1

10𝑛

𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
= 1 ≠ 0

.מתבדרולכן הטור

התכנסות בהחלט
(מתייחס לטורים מתחלפים):

חדש:טורונקבלזהטוראתמוחלטבערךנרכיבהבא:הטורנתון
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛| |

.בהחלטמתכנסשטוראומריםאזימתכנסטוראם:הגדרה
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛| |

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

1:לדוגמה − 1
2 − 1

22 + 1

23 + 1

24 −...

1כלומר:מוחלטערךשלבסימניםהטוראתנבחןנחקור, + 1
2 + 1

22 + 1

23 + 1

24 +...

.בהחלטמתכנסהואהמקוריהטוראזמתכנסהואולכןלכן 𝑞 = 1
2 < 1

דור עזריה
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התכנסות על תנאי
(מתייחס לטורים מתחלפים):

מתבדר.אםתנאיעלמתכנסקוראיםלטור
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ |𝑢
𝑛
|

טורים חיוביים

מבחן השורש / מבחן כושי מבחן ההשוואה הגבולי מבחן ההשוואה

גבולשקייםנניח
𝑛→∞
lim 𝑛 𝑢

𝑛
= 𝐶

אז:

קייםאם
𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛

𝑏
𝑛

= 𝑐 ≠ 0

∑שקוליםאז 𝑎
𝑛

∼ ∑ 𝑏
𝑛

מתכנסיםושני הטורים
.מתבדרים יחדיוו

𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛

≤
𝑛=1

∞

∑ 𝑏
𝑛

מתכנס,אזמתכנסאם ∑ 𝑏
𝑛

∑ 𝑎
𝑛

מתבדר.אזמתבדראם ∑ 𝑎
𝑛

∑ 𝑏
𝑛

טור הנדסי / גיאומטרי מבחן אינטגרלי מבחן דלמבר / מבחן המנה

דור עזריה
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.מתכנסהנדסיטור
𝑛=1

∞

∑ 𝑎𝑛
0 < 𝑎 < 1

אם
𝑛→∞
lim 𝑞𝑛𝑞 > 1 → ∞

0.ואם < 𝑞 < 1 → 0

מתבדרהואאזאם
𝑛=0

∞

∑ 𝑞𝑛𝑞 > 1 

.מתכנסהואאזואם 0 < 𝑞 < 1

מונוטונית,פונקציההיאאם 𝐹(𝑥)
𝑥לכל(יורדת)חיובית ≥ 1

אז התכנסות או התבדרות של הטור

באינטגרלתלוי
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

1

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑢).(כאשר
𝑛

= 𝑓(𝑛)

לטורגבולקייםאם
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

אז:

טורים עם סימנים מתחלפים
התכנסות על תנאי התכנסות בהחלט מבחן לייבניץ

תנאיעלמתכנסקוראיםלטור
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

מתבדר.אם
𝑛=1

∞

∑ |𝑢
𝑛
|

מתכנסטוראם
𝑛=1

∞

∑ |𝑢
𝑛
|

שהטוראומריםאזי
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.מתכנס בהחלט

אם מתקיים שני תנאים:
האיברים של הטור הם.1

בירידה כלומר:
𝑢

1
> 𝑢

2
> 𝑢

3
>...

אם.2
𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

.מתכנסאז מכאן נובע שהטור

נקודות חשובות

.0ל-שואפת-יתn(הזנב)שאריתאזימתכנסאם.1 𝑢
1

+ 𝑢
2

+ 𝑢
3

+.... + 𝑢
𝑛

+ 𝑢
𝑛+1

+ 𝑢
𝑛+2

+....𝑅
𝑛

.0ל-שואפתהשאריתאזמתכנסטוראםאומרתזאת
חלקיים.סכומיםנקראיםראשוניםאיבריםnשלסכום.2

.0ל-שואףהכלליהאיבראזימתכנסטוראם.3
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.מתבדרההרמוניהטור.4
𝑛=1

∞

∑ 1
𝑛 = 1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 +.... + 1
𝑛 +...

).e=אוילר(קבוע.5
𝑛→∞
lim (1 + 1

𝑛 )𝑛 = 𝑒 ≈ 2. 71828

השורש.במבחןתנאיםאותםמקייםC,השורשכללב-להשתמשניתן.6
𝑛→∞
lim 𝑛 𝑢

𝑛
=

𝑛→∞
lim

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

= 𝐶:

להתכנסות טוריםמשפטים בסיסיים

קבוע,מספראם:1משפט 𝑐 ≠ 0

יחדיו.מתבדריםאומתכנסיםו-הטוריםאזי
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑘=1 

∞

∑ 𝑐 · 𝑢
𝑘

דור עזריה
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נסמן:הוכחה:

.טורשלחלקייםסכומים- 𝑆
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.טורשלחלקייםסכומים- 𝑆'
𝑛

𝑘=1 

∞

∑ 𝑐 · 𝑢
𝑘

טורים).חוקי(לפיהסכוםלפנייוצאקבועcש-בגללש-ברור 𝑐 · 𝑆
𝑛

= 𝑆'
𝑛

יחדיו.מתבדרותאומתכנסותו-הסדרותלכן {𝑆
𝑛
}

1

∞{𝑆'
𝑛
}

1

∞

∎

,ו-הטוריםאם:2משפט
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

= 𝐴
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

= 𝐵

A-וBמתכנסיםגםאזמתכנסים
𝑛=1

∞

∑ [𝑢
𝑛

± 𝑣
𝑛
]

.לכתוב:ואפשר
𝑛=1

∞

∑ [𝑢
𝑛

± 𝑣
𝑛
] =

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

±
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

= 𝐴 ± 𝐵

בהתאמה.חלקייםסכומיםו-נסמןהוכחה: 𝐴
𝑛

𝐵
𝑛

.טורשלחלקייםסכומיםנחשב
𝑛=1

∞

∑ [𝑢
𝑛

± 𝑣
𝑛
]

𝑆.:נקבללכן
𝑛

=  
𝑛=1

∞

∑ [𝑢
𝑛

± 𝑣
𝑛
] =

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

±
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

= 𝐴
𝑛

± 𝐵
𝑛

נקבל:כאשרלגבולנעבורלאחרון 𝑛 → ∞

𝑛→∞
lim 𝑆

𝑛
=

𝑛→∞
lim [𝐴

𝑛
± 𝐵

𝑛
] =

𝑛→∞
lim 𝐴

𝑛
±

𝑛→∞
lim 𝐵

𝑛
= 𝐴 ± 𝐵

∎

משפט חשוב:
מתכנסאיברים לטורמספר סופיאם לכתוב (להכניס) איברים

אם מראש מתכנס.מתכנסאזי טור הישאר
ומתבדר אם מראש מתבדר.

דור עזריה
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זאת אומרת, לא משפיע הורדת או הכנסת (הוספת) מספר איברים סופי בתוך הטור.

הוכחה:
כלומר,①בטוראפסיםמספרנכניסקודם,①:הטורנתון 𝑢

1
+ 𝑢

2
+..... + 𝑢

𝑛
+..

.𝑢
1

+ 𝑢
2

+..... + 𝑢
𝑛

+ 0 + 0 + 0 +....

פעולה זו לא משפיעה על התכנסות של טור ולא על הסכום של הטור.

➁ונסמן:חדשטורנניח 𝑣
1

+ 𝑣
2

+.... + 𝑣
𝑛

+...

𝑤➂ונסמן:נוסףחדשטורונניח
1

+ 𝑤
2

+... + 𝑤
𝑛

+...

0,0,0....,כולל➁טורעומדמקוםשאותו

נקבל לפי משפט סכום:➂סכום של
(𝑣

1
+ 𝑤

1
) + (𝑤

2
+ 𝑤

2
) +..... + (𝑣

𝑛
+ 𝑤

𝑛
) +...

.➂ו-➁עם הטורמתכנסטור
∎

לא משפיע על התכנסות הטור.אם לטור המתכנס להוריד מספר סופי של איבריםמסקנה:

.עבורומתבדרעבורמתכנסהטורטענה:
𝑛=1

∞

∑ 1

𝑛αα > 1α ≤ 1

דור עזריה
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של מבחני ההתכנסותהוכחות

אז:nלכלש-ונניחחיובייםטוריםו-יהיו):Iההשוואה(מבחן1משפט
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

𝑢
𝑛

≤ 𝑣
𝑛

.האי-שוויוןאתמקיימיםוהםמתכנסאזמתכנסאם.1
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

≤
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

מתבדר.אזמתבדראם.2
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

= ∞

הוכחה:

.ב-שלהחלקייםהסכומיםסדרתאתנסמן
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

(𝑆
𝑁

)

.ב-שלהחלקייםהסכומיםסדרתאתנסמן
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

(𝑇
𝑁

)

𝑆.מתקייםשלנוההנחהלפי
𝑁

≤ 𝑇
𝑁

Tל-מתכנסתגםאזיכלומרTל-מתכנסתאם.1 (𝑇
𝑁

)
𝑛→∞
lim 𝑇

𝑛
= 𝑇(𝑆

𝑁
)

מתכנס.ש-נובעמכאן,Nלכלהריכי 𝑆
𝑁

≤ 𝑇
𝑁

≤ 𝑇(𝑆
𝑁

)

מתכנס.הטוראזיגבולקייםאםמשפטלפילכן
𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

,Nלכלש-ומכיווןמלעילחסומהלאאזימתבדרהטוראם.2
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛𝑛→∞

lim 𝑆
𝑛

= ∞𝑆
𝑁

≤ 𝑇
𝑁

מתבדר.טורהואולכןמלעילחסומהלאשגםהרי
𝑛→∞
lim 𝑇

𝑛
= ∞

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

∎

תוקףבעלהואהמשפט:1למשפטהערה
𝑢.קבועcלכלאםגם

𝑛
≤ 𝑣

𝑛

תזכורת סימון כללי:●
= מתכנס.= מתבדר , (∞ >)(∞ <)

דור עזריה
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.חיובייםטוריםו-יהיו(הגבולי)):IIההשוואה(מבחן2משפט
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

יחד.מתבדריםאומתכנסיםו-אזוגםקייםאםא.
𝑛→∞
lim

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

= 𝑐 ≠ 00 < 𝑐 < ∞
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

.התכנסותנובעתמהתכנסותאזאםב.
𝑛→∞
lim

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

= 0
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.טורשלהתכנסותנובעתמהתכנסותאזג.אם
𝑛→∞
lim

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

= ∞
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

הוכחה:

.מתקייםשלכלכךNקייםלכלLהגבולמהגדרתא. ε > 0𝑛 > 𝑁𝐿 − ε <
𝑢

𝑛

𝑣
𝑛

< 𝐿 + ε

𝑣.כינקבל
𝑛
(𝐿 − ε) < 𝑢

𝑛
< 𝑣

𝑛
(𝐿 + ε)

מתכנס.אם"םמתכנס):1(ההשוואהמבחןלפיאזימתכנס,אם
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛
(𝐿 − ε)

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

מתבדר.אם"םמתבדר):1(ההשוואהמבחןלפיאזימתבדר,אם
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛
(𝐿 + ε)

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

.אומתקייםשלכלכךNקייםהגבולמהגדרתב. 𝑛 > 𝑁
𝑢

𝑛

𝑣
𝑛

− 0|||
||| =

𝑢
𝑛

𝑣
𝑛

𝑢
𝑛

< 𝑣
𝑛

מתכנס.גםאזמתכנסאםההשוואהמבחןלפילכן
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.אומתקייםשלכלכךNקייםהגבולמהגדרתג. 𝑛 > 𝑁
𝑢

𝑛

𝑣
𝑛

> 1𝑢
𝑛

> 𝑣
𝑛

מתכנס.גםאזמתכנסאםההשוואהמבחןלפילכן
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

∎

תזכורת גבול של סדרה:

דור עזריה
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ישרעלaהנקודהסביבתשלגרפיייצוג
המספרים. המרחק של כל מספר אשר נמצא

הסביבה,מרדיוסקטןaמנקודהבסביבה
כרצוננו.קטןלהיותויכולεידיעלהמיוצג

על גבי הישר הממשי המרחק בין שני מספרים
מוגדר כערך המוחלט של ההפרש שלהם

.ו-:טורים2נתונים):IIIההשוואה(מבחן3משפט
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

):(כאשרש-מתקייםnלכלאם
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

≤
𝑣

𝑛+1

𝑣
𝑛

𝑢
𝑛

≠ 0,  𝑣
𝑛

≠ 0

.הטורשלההתכנסותנובעתהטורשלמההתכנסותא.
𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

.הטורשלההתבדרותנובעתהטורשלמההתבדרותב.
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑣
𝑛

הוכחה:

נקבל:אזי)(כאשרש-מתקייםnלכלאם
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

≤
𝑣

𝑛+1

𝑣
𝑛

𝑢
𝑛

≠ 0,  𝑣
𝑛

≠ 0

נקבל:האי-שוויוניםאתנכפילאם,
𝑢

2

𝑢
1

≤
𝑣

2

𝑣
1

,  
𝑢

3

𝑢
2

≤
𝑣

3

𝑣
2

,....,
𝑢

𝑛

𝑢
𝑛−1

≤
𝑣

𝑛

𝑣
𝑛−1

שרצינו.מהאתנקבלההשוואה,משפט,לפיאו
𝑢

𝑛

𝑢
1

≤
𝑣

𝑛

𝑣
1

𝑢
𝑛

≤
𝑢

1

𝑣
1

· 𝑣
𝑛

∎

לטורגבולקייםאם(דלמבר):המנהמבחן-4משפט
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

אז:

הוכחה:
n=kהמקוםנתחיל(הנדסי)גיאומטרילטורהשוואהנערוךא.

דור עזריה
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מתכנס,הטוראזכאשרגיאומטרימטורלנוכידוע
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

≤ 𝑞 = 𝑞𝑛+1

𝑞𝑛 < 1∑ 𝑞𝑛 𝑞| | < 1

מתכנס.כלומרמתכנס,שהטורנקבלההשוואה,מבחןלפיאז
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

ועולה,מונוטוניתחיוביתהסדרהלכן,ש-נובעשוויוןמהאיב.
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

≥ 1 𝑢
𝑛+1

> 𝑢
𝑛

{𝑢
𝑛
}

𝑛=1

∞

מתבדר.הטורלכןהתבדרות,שלהכרחיתנאימתקייםלאכלומר,,לכן,
𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
> 0

∎

חיובי.טוריהי(קושי):השורשמבחן-5משפט
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

מתכנס.הטוראזמסויםממקוםהחלקייםאם.1 0 < 𝑛 𝑢
𝑛

≤ 𝑞 < 1(𝑛 ≥ 𝑛
0
)

מתבדר.הטוראז-יםnאינסוףעבוראם.2 𝑛 𝑢
𝑛

≥ 1

הוכחה:
נראה שאפשר להשוות את הטור לטור גיאומטרי (הנדסי).

𝑢.בטורנתבונן
𝑛

0

+ 𝑢
𝑛

0
+1

+......

במקרה הראשון, מכיוון שהתכנסות או התבדרות היא תכונה של השארית של הטור (הזנב),

𝑢לכתוב:אפשר
𝑛

0
+1

≤ 𝑞
𝑛

0
+1

,  𝑢
𝑛

0

≤ 𝑞
𝑛

0

ההנדסית:הסדרהשלמהאיבריםקטניםהטורשלהאיבריםאומרת,זאת
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑞
𝑛

0,  𝑞
𝑛

0
+1

,....

):C=q(נקבל(בהשוואה)באנלוגיהדלמברמשפטולפי

∎

משפט מבחן לייבניץ

דור עזריה
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𝑛=1

∞

∑ (− 1)𝑛+1𝑢
𝑛
      ,     (𝑢

𝑛
 ≥  0)

אם מתקיים שני תנאים:
יורדת).(מונוטוניתכלומר:בירידההםהטורשלהאיברים.1 𝑢

1
> 𝑢

2
> 𝑢

3
>...

אם.2
𝑛→∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

.מתכנסאז מכאן נובע שהטור

כלומר:לכלהחלקייםבסכומיםנתבונןהוכחה: 𝑛 = 1, 2, 3, 4,...
𝑆

2𝑛
= (𝑢

1
− 𝑢

2
) +.. + (𝑢

2𝑛−1
− 𝑢

2𝑛
)

חיוביים.הםבסוגרייםהסדרהאיברישכלנובעיורדת,מונוטוניתשהסדרהמכיוון {𝑢
𝑛
}

𝑛=1

∞

עולה.מונוטוניתחלקייםסכומיםשלשהסדרהנובעלכן,מכאן {𝑆
2𝑛

}
𝑛=1

∞

אחרת:בצורהאותהנכתובחסומהש-להוכיחכדיחסומה,שהיאנוכיח {𝑆
2𝑛

}
𝑛=1

∞

𝑆
2𝑛

= 𝑢
1

− (𝑢
2

− 𝑢
3
) − (𝑢

4
− 𝑢

5
) −... − (𝑢

2𝑛−2
− 𝑢

2𝑛−1
) − 𝑢

2𝑛

וחסומה.עולהמונוטוניתש-נקבלכלומר,,ש-נקבלשנבחר,nשלכלקיבלנו 𝑆
2𝑛

< 𝑢
1

{𝑆
2𝑛

}
𝑛=1

∞

.-לכןגבול,קייםוחסומהמונוטוניתסדרהשלכלשאומרמשפטיש
𝑛→∞
lim 𝑆

2𝑛
= 𝑆

,ש-קיבלנולכן,וגםש-נובעמהשוויון 𝑆
2𝑛−1

= 𝑆
2𝑛

+ 𝑢
2𝑛𝑛→∞

lim 𝑢
2𝑛

= 0
𝑛→∞
lim 𝑆

2𝑛−1
= 𝑆

.Sל-מתכנסשהטורנובעמכאןמתכנסת,הסדרהלכן {𝑆
𝑛
}

𝑛=1

∞

∎

שלכלכךNקייםלכלאםורקאםמתכנסהוא,טורנתוןלטורים:קושיקריטריון
𝑘=1

∞

∑ 𝑢
𝑘

ε > 0

.ש-מתקיים 𝑚 > 𝑛 > 𝑁
𝑘=𝑛

𝑚

∑ 𝑢
𝑘

||||

||||
< ε 

הוכחה:

מתכנסת.שהסדרהנוסעמכאןאזמתכנס,שהטורנניח:1כיוון●
𝑘=1

∞

∑ 𝑢
𝑘

{𝑆
𝑛
}

𝑛=1

∞

שלכלכךNקייםשלכלשאומרלסדרותקושיבקריטריוןנשתמש ε > 0𝑛 > 𝑁

דור עזריה
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.ש-מתקייםטבעיpולכל 𝑆
𝑛+𝑝

− 𝑆
𝑛| | < ε 

סדרות,שלקושיקריטריוןלפילכן,מתקיים,קושישתנאינניח:2כיוון●

מתכנס.הטורשגםנובעמכאןמתכנסת,הסדרה {𝑆
𝑛
}

𝑛=1

∞

∎

מתבדר.והואהרמוניטורמכונההאינסופיהטורהרמוני:טור
𝑛=1

∞

∑ 1
𝑛

הוכחה של טור הרמוני מתבדר דרך קריטריון קושי:
εאזי:קושי,קריטריוןלפיהוכחה: > 𝑆

2𝑛
− 𝑆

𝑛| |
𝑆

2𝑛
− 𝑆

𝑛
=

𝑘=1

2𝑛

∑ 1
𝑘 = | 1

𝑛+1 + 1
𝑛+2 +.... + 1

2𝑛 | > 𝑛 1
2𝑛

קושי הטור מתבדר.אזי לפי קריטריוןמאחר ויצא לנו אי שוויון גדול מ- ε
∎

חדש:טורונקבלזהטוראתמוחלטבערךנרכיבהבא:הטורנתוןבהחלט:התכנסות
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛| |

ההוכחה מתבססת על קריטריון קושי:הוכחה:
מתקיים:טבעימספרpולכלשלכלכךNקייםלכל ε > 0𝑛 > 𝑁[ 𝑢

𝑛+1| | +... + 𝑢
𝑛+𝑝| |] < ε

המשולש:אי-שוויוןשלבתכונהנשתמשמתכנס,שהטורלהוכיחצריך
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

𝑢
𝑛+1

+ 𝑢
𝑛+2

+.. + 𝑢
𝑛+𝑝| | ≤ 𝑢

𝑛+1| | + 𝑢
𝑛+2| | +... + 𝑢

𝑛+𝑝| | < ε

מתכנס.הואלכןקושי,קריטריוןאתמקייםשהטורנובעמכאן
𝑛=1

∞

∑ 𝑢
𝑛

∎

האינטגרל
לא מסוימיםאינטגרלים

כך:כותביםמסוייםלאאינטגרל
❐

❐

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 ,  ( 𝑥𝑛+1

𝑛+1 )' = 𝑥𝑛 

דור עזריה
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קבוע.-Cקדומה,פונקציה-גזירהלפניפונקציהלמצואהיאהמטרה 𝐹(𝑥)
𝐹(𝑥)]הפעולה:שלבדיקה + 𝐶]' = 𝐹'(𝑥)

תכונות של אינטגרל לא מסוים

∫[𝑓
1
(𝑥) ± 𝑓

2
(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑓

1
(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑓

2
(𝑥

5
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 ,  𝐹' = 𝑓

1

∫אסור 𝑓
𝑔 𝑑𝑥 ≠

∫𝑓

∫𝑔
→

6
(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥)' = 𝑓(𝑥)

2

∫אסור 𝑓 · 𝑔 ≠ ∫ 𝑓 · ∫ 𝑔 →
7

𝑑(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

∫ 𝑘 · 𝑓(𝑥)𝑑 = 𝑘 · ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
4

אינטגרלים מידיים

∫ 𝑑𝑥

1−𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐

9
,∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 = 𝑥𝑛+1

𝑛+1 + 𝑐 𝑛 ∈ 𝑅,  𝑛 ≠− 1
1

∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 = 𝑎𝑥

𝑙𝑛(𝑎) + 𝑐
10

∫ 1 · 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑐
2

∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐
11

∫ 𝑑𝑥
𝑥 = ∫ 1

𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐
3

דור עזריה
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∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) · 𝑑𝑥 =− 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑐
12

∫ 𝑑𝑥

1+𝑥2 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐
4

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) · 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐
13

∫ 𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
= 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐

5

∫ 𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 𝑥

𝑎 ) + 𝑐
14

∫ 𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
=− 𝑐 · 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐

6

∫ 𝑑𝑥

𝑥2+λ
= 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥2 + λ

|
|
|

|
|
|

+ 𝑐 
15

∫ 𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2 = 1
𝑎 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥

𝑎 ) + 𝑐
7

16
∫ 𝑑𝑥

𝑥2−𝑎2 = 1
2𝑎 · 𝑙𝑛 𝑥−𝑎

𝑥+𝑎 + 𝑐|| ||
8

דוגמאות:

2𝑥2)∫האינטגרל:אתחשבו − 5𝑥3 + 7𝑥 − 3)𝑑𝑥

∫(2𝑥2 − 5𝑥3 + 7𝑥 − 3)𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥2𝑑𝑥 − ∫ 5𝑥3𝑑𝑥 + ∫ 7𝑥𝑑𝑥 − ∫ 3𝑑𝑥 =

= 2 · ∫ 𝑥2𝑑𝑥 − 5 · ∫ 𝑥3𝑑𝑥 + 7∫ 𝑥𝑑𝑥 − 3∫ 𝑑𝑥 =

= 2 · ( 𝑥3

3 + 𝑐
1
) − 5 · ( 𝑥4

4 + 𝑐
2
) + 7 · ( 𝑥2

2 + 𝑐
3
) − 3 · (𝑥 + 𝑐

4
) =

= ( 2
3 𝑥3 − 5

4 𝑥4 + 7
2 𝑥2 − 3𝑥) + 𝑐*

𝑐* = 2𝑐
1

− 5𝑐
2

+ 7𝑐
3

− 3𝑐
4

)∫האינטגרל:אתחשבו 𝑥 𝑥+10·
7

𝑥2−3𝑥

𝑥2·
4

𝑥5
) · 𝑑𝑥

קודם נסדר אלגברית את השבר ואז נפעיל את האינטגרל:
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∫( 𝑥 𝑥+10·
7

𝑥2−3𝑥

𝑥2·
4

𝑥5
) · 𝑑𝑥 = ∫( 𝑥

3
2 +10𝑥

2
7 −3𝑥

𝑥
13
4

)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥
3
2

𝑥
13
4

𝑑𝑥 + 10∫ 𝑥
2
7

𝑥
13
4

𝑑𝑥 − 3∫ 𝑥

𝑥
13
4

𝑑𝑥 =

= ∫ 𝑥
− 7

4 𝑑𝑥 + 10∫ 𝑥
− 83

28 𝑑𝑥 − 3∫ 𝑥
− 9

4 𝑑𝑥 = ( 𝑥
− 7

4 +1

− 7
4 +1

+ 𝑐
1
) + 10 · ( 𝑥

− 83
28 +1

83
28 +1

+ 𝑐
2
) − 3 · ( 4

5 𝑥
−

= (− 4
3 𝑥

− 3
4 + 𝑐

1
) + 10(− 28

55 𝑥
− 55

28 + 𝑐
2
) − 3( 4

5 𝑥
5
4 + 𝑐

3
) =

=− 4
3 𝑥

− 3
4 + 𝑐

1
− 56

11 𝑥
− 55

28 + 10𝑐
2

− 12
5 𝑥

5
4 − 3𝑐

3
=− 4

3
4

𝑥3
− 16

11
28

𝑥55
+ 22

5
4

𝑥5
+ 𝑐*

𝑐* = 𝑐
1

+ 10𝑐
2

− 3𝑐
3

∫הבא:האינטגרלאתחשבו 2𝑥 · 32𝑥 · 53𝑥 · 𝑑𝑥

∫ 2𝑥 · 32𝑥 · 53𝑥 · 𝑑𝑥 = ∫(2 · 32 · 53)𝑥𝑑𝑥 = ∫(2250)𝑥𝑑𝑥 = (2250)𝑥

𝑙𝑛(2250) + 𝑐

1)∫הבא:האינטגרלאתחשבו + 𝑥2)
1
2 𝑥𝑑𝑥

ההצבה.שיטתבעזרתזהאינטגרלנפתור,תזכורת 𝑑𝑦 = 𝑦'𝑑𝑥

הצדדיםשנישלדיפרנציאלונחשבנסמן 1 + 𝑥2 = 𝑡𝑑(1 + 𝑥2) = 𝑑𝑡
שלנו:לאינטגרלנחזורונקבל: 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 ⇒ 𝑥𝑑𝑥 = 1

2 𝑑𝑥

∫(1 + 𝑥2)
1
2 𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑡

1
2 · 1

2 · 𝑑𝑥 = 1
2 · ∫ 𝑡

1
2 𝑑𝑥 = 1

2 · 𝑡
1
2 +1

1
2 +1

+ 𝑐 = 1
2 · 𝑡

3
2 · 2

3 + 𝑐 = 1
3 𝑡

3
2

= 1
3 · (1 + 𝑥2)

3
2 + 𝑐
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𝑥2)∫הבא:האינטגרלאתחשבו − 3𝑥 + 1)10(2𝑥 − 3)𝑑𝑥

.,,נסמן 𝑡 = (𝑥2 − 3𝑥 + 1)𝑑(𝑥2 − 3𝑥 + 1) = 𝑑𝑡(2𝑥 − 3)𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

∫ 𝑡10𝑑𝑡 = 𝑡11

11 + 𝑐 = (𝑥2−3𝑥+1)11

11 + 𝑐

4(𝑙𝑛(𝑡))∫הבא:האינטגרלאתחשבו · 𝑑𝑡
𝑡

,,נסמן 𝑙𝑛(𝑡) = 𝑥𝑑(𝑙𝑛(𝑡)) = 𝑑𝑥1
𝑡 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

=∫ 𝑥4𝑑𝑥 = 𝑥5

5 + 𝑐 = (𝑙𝑛(𝑡))5

5 + 𝑐

2𝑠𝑖𝑛(𝑥))∫הבא:האינטגרלאתחשבו + 3𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑑𝑥

= 2∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥 + 3∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 = 2(− 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑐
1
) + 3(𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐

2
) =  2𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 3𝑠𝑖

𝑐* = 2𝑐
1

+ 3𝑐
2

∫הבא:האינטגרלאתחשבו 𝑠𝑖𝑛( 3 𝑥)
3

𝑥2
𝑑𝑥

,,,נסמן 𝑡 = 3 𝑥𝑡 = 𝑥
1
3𝑥 = 𝑡3𝑑𝑥 = 3𝑡3𝑑𝑡

∫ 𝑠𝑖𝑛( 3 𝑥)
3

𝑥2
𝑑𝑥 = 3∫ 𝑡2𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2 = 3(− 𝑐𝑜𝑠(𝑡)) + 𝑐 =− 3𝑐𝑜𝑠( 3 𝑥) + 𝑐
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2𝑥)∫הבא:האינטגרלאתחשבו + 1)30𝑑𝑥

,,נסמן 2𝑥 + 1 = 𝑡𝑑(2𝑥 + 1) = 𝑑𝑡2𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

∫(2𝑥 + 1)30𝑑𝑥 = 1
2 ∫ 𝑡30𝑑𝑡 = 1

2 · 𝑡31

31 + 𝑐 = 1
62 (2𝑥 + 1)31 + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתחשבו 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥

,,נסמן 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑡𝑑(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑑𝑡𝑎𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 = 1
𝑎 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =− 1

𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 𝑐 =− 1
𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתחשבו 𝑥2 𝑥3 + 5𝑑𝑥

,,,נסמן 𝑥3 + 5 = 𝑡𝑥3 + 5 = 𝑡2𝑑(𝑥3 + 5) = 𝑑(𝑡2)3𝑥2𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡

∫ 𝑥2 𝑥3 + 5𝑑𝑥 = 2
3 ∫ 𝑡2𝑑𝑡 = 2

3 · 𝑡3

3 + 𝑐 = 2
9 ( 𝑥3 + 5)3 + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתחשבו (2𝑙𝑛(𝑥)+3)3

𝑥 𝑑𝑥

,,,נסמן 2𝑙𝑛(𝑥) + 3 = 𝑡𝑑(2𝑙𝑛(𝑥) + 3) = 𝑑𝑡2 · 1
𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

∫ (2𝑙𝑛(𝑥)+3)3

𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡𝑑𝑡
2 = 1

2 ∫ 𝑡𝑑𝑡 = 1
2 · 𝑡4

4 + 𝑐 = 1
8 𝑡4 + 𝑐 = 1

8 (2𝑙𝑛(𝑥) + 3)4 + 𝑐

דור עזריה



2אינפיניטסימליחשבון||36

∫:המוכרהאינטגרלאתחשבו 1·𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2

∫ 1·𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2 = ∫
𝑑𝑥

𝑎2

𝑥2+𝑎2

𝑎2

= ∫
𝑑𝑥

𝑎2

1+( 𝑥
𝑎 )2 = ∫

1
𝑎 𝑑( 𝑥

𝑎 )

1+( 𝑥
𝑎 )2 = 1

𝑎 ∫
𝑑( 𝑥

𝑎 )

1+( 𝑥
𝑎 )2 = 1

𝑎 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥
𝑎 ) + 𝑐

∫:המוכרהאינטגרלאתחשבו 𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2

∫ 𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
= ∫

𝑑𝑥
𝑎

𝑎2−𝑥2

𝑎

= ∫
𝑑𝑥
𝑎

1−( 𝑥
𝑎 )2

= ∫
𝑑( 𝑥

𝑎 )

1−( 𝑥
𝑎 )2

= ∫ 𝑑𝑡

1−𝑡2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 𝑥

𝑎 ) + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתחשבו 𝑑𝑥

2−7𝑥2

𝑚האלגברית:בדרך
𝑛 =

𝑚
𝑎
𝑛
𝑎

=
𝑚· 1

𝑎

𝑛· 1
𝑎

∫ 𝑑𝑥

2−7𝑥2
= ∫

𝑑𝑥
7

2−7𝑥2

7

= ∫
𝑑𝑥

7

2
7 −𝑥2

= 1
7

∫ 𝑑𝑥

( 2
7 )2−𝑥2

= 1
7

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 7𝑥
2

) + 𝑐

∫שאלה: 𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 𝑥

𝑎 ) + 𝑐
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פתרו את האינטגרל:

∫ 𝑑𝑥

2−7𝑥2
= 1

7
∫ 𝑑𝑥

2
7 −𝑥2

= 1
7

∫ 𝑑𝑥

( 2
7 )

2
−𝑥2

= 1
7

· 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 𝑥 7
2

) + 𝑐

∫שאלה: 𝑑𝑥
𝑥 2𝑥−9

𝑡,נסמן = 2𝑥 − 9𝑥 = 𝑡2+9
2 ⇒ 𝑑𝑥 = 𝑑( 𝑡2+9

2 ) ⇒ 𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑡

∫,ולכן 𝑡𝑑𝑡

( 𝑡2+9
2 )·𝑡

= 2 · ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+32 = 2
3 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑡

3 ) + 𝑐

∫שאלה: 𝑥4𝑑𝑥

𝑥10−2

𝑥5,נסמן = 𝑡𝑑(𝑥5) = 𝑑𝑡 ⇒ 5𝑥4𝑑𝑥 = 𝑑𝑥

1ולכן,
5 ∫ 𝑑𝑡

𝑡2−( 2)2
= 1

5 · 𝑙𝑛 𝑥5 + 𝑥10 − 2
|
|
|

|
|
|

+ 𝑐

∫שאלה: 𝑥𝑑𝑥

𝑥4+2𝑥2+5
= ∫ 𝑥𝑑𝑥

(𝑥2+1)2−1+5
= ∫ 𝑥𝑑𝑥

(𝑥2+1)2+22 =

𝑡,נסמן = (𝑥2 + 1)2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

= ∫ 𝑥𝑑𝑥

(𝑥2+1)2+22 = 1
2 ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+22 = 1
2 · 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥2+1

2 ) + 𝑐
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∫האינטגרלעלנסתכל 𝑑𝑥

𝑥2−𝑎2

𝑓(𝑥)אפשרכיבפונקציותלנוידוע = 1

𝑥2−𝑎2 = 1
(𝑥−𝑎)(𝑥+𝑎)

חלקיים:בשבריםנעזראזאסורהחוקכילנוידוע ∫ 𝑓 · 𝑔 ≠ ∫ 𝑓 · ∫ 𝑔 →

)𝑓(𝑥) = 1
(𝑥−𝑎)(𝑥+𝑎) = 𝐴

(𝑥−𝑎) + 𝐵
(𝑥+𝑎) \ · (𝑥 − 𝑎)(𝑥 + 𝑎

1 = 𝐴(𝑥 + 𝑎) + 𝐵(𝑥 − 𝑎)
נמצא גורמים מאפסים:

1נקבל:x=aבעבור = 2𝑎𝐴 ⇒ 𝐴 = 1
2𝑎

𝐵:נקבל:x=-aבעבור =− 1
2𝑎

באינטגרלונציבונקבל:A,Bאתנציבוכעת 𝐴
(𝑥−𝑎) + 𝐵

(𝑥+𝑎) = 1
2𝑎 · 1

(𝑥−𝑎) − 1
2𝑎 · 1

(𝑥+𝑎)

ונקבל:

1
2𝑎 · ∫ 𝑑𝑥

(𝑥−𝑎) − 1
2𝑎 · ∫ 𝑑𝑥

(𝑥+𝑎) = 1
2𝑎 · 𝑙𝑛 𝑥−𝑎

𝑥+𝑎
|| || + 𝑐

∫שאלה: 𝑒2𝑥𝑑𝑥

𝑒4𝑥−5

𝑒2𝑥,נסמן: = 𝑡2𝑒2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
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= 1
2 ∫ 𝑑𝑡

𝑡2−( 5)2 = 1
4 5

· 𝑙𝑛 𝑡− 5
𝑡+ 5

|||
||| + 𝑐 = 1

4 5
· 𝑙𝑛 𝑒2𝑥− 5

𝑒2𝑥+ 5

|||
||| + 𝑐

∫שאלה: 𝑒2𝑥𝑑𝑥

𝑒4𝑥+5

נסמן:

,𝑡 = 𝑒2𝑥2𝑒2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

∫ 𝑒2𝑥𝑑𝑥

𝑒4𝑥+5
= 1

2 ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+( 5)2 = 1
2 · 1

5 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑡
5

) + 𝑐 = 1
2 5

· 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑒2𝑥

5
) + 𝑐

בחלקיםאינטגרציה

אינטגרציה בחלקים פותר אינטגרציה ממשפחת הפונקציות הבאות:

ועוד… ∫ 𝑅(𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑡𝑔(𝑥), 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥), 𝑙𝑛(𝑥), 𝑒𝑥,....)𝑑𝑥

∫ומתקייםu,vיהיו↩ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢

∫או↩ 𝑢(𝑥)𝑣'(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 · 𝑢' · 𝑑𝑥

לחלקים.אינטגרציהמחוץזהבמקרהעוזרלאאינטגרציהשוםשאלה:● ∫ 𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥

זה צריך להיות יותר פשוט מהאינטגרל המקורי

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 = 𝑥𝑙𝑛(𝑥) − ∫ 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑥𝑙𝑛(𝑥) − 𝑥 + 𝑐

טבלה לחלקים

𝑑𝑢 = 1
𝑥 𝑑𝑥u=ln(x)→

𝑣 = 𝑥dv=dx→

טבלה:נעשה,שאלה:● ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥
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זה צריך להיות יותר פשוט מהאינטגרל המקורי

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 = 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) − ∫ 𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥

𝑡,נסמן = 1 + 𝑥22𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

∫ 𝑥𝑑𝑥

1+𝑥2 = 1
2 ∫ 𝑑𝑡

𝑡 = 1
2 · 𝑙𝑛 1 + 𝑥2| | + 𝑐

עדיין לא סיימנו, בסוף לתוצאה הסופית נקבל:
= 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) − 1

2 · 𝑙𝑛 1 + 𝑥2| | + 𝑐

טבלה לחלקים

𝑑𝑥

1+𝑥2 = 𝑑𝑢u=arctg(x)→

𝑣 = 𝑥dv=dx→

∫שאלה:● 𝑥 · 𝑠𝑖𝑛(𝑥) · 𝑑𝑥

זה צריך להיות יותר פשוט מהאינטגרל המקורי

= 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 =  − 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥) + ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 =

=− 𝑥 · 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐
נשנה סימנים בטבלה למטה:

טבלה לחלקים

𝑑𝑢 = 1 · 𝑑𝑥u=x→

𝑣 =− 𝑐𝑜𝑠(𝑥)sin(x)dx=dv→

= 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 =  𝑥2

2 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − ∫ 𝑥2

2 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 =

∫אינטגרלשללמצבהגענו 𝑥2

2 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥

שהוא יותר מסובך מהאינטגרל מהטבלה הקודמת

פשוטשיותרלמצבנגיעתמידלא, ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥

מהאינטגרל המקורי, איך נדע לסמן את מה?
אין חוקיות כאן, זה הכל עניין של ניסיון-

וניסוי וטעייה.
באינטגרציה בחלקים צריך להשתמש-

אינטגרלשיוולדככה)u,dv(בסימנים
יותר פשוט מהמקורי ובמקרה זה, קרה

לנו ההפך מפשוט.

טבלה לחלקים

𝑣 = 𝑥2

2
xdx=dv→

𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑sin(x)=u→

דור עזריה
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∫שאלה:● 𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥

זה צריך להיות יותר פשוט מהאינטגרל המקורי

𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 =  𝑥2 · 𝑒𝑥 − 2∫ 𝑒𝑥 · 𝑥 · 𝑑𝑥 =

באינטגרל1למעלהxב-2ממעלהשירדנוהרווחנו
אבל זה לא מספיק לנו ולכן נצטרך לעשות עוד

אינטגרציה בחלקים פעם שניה:

טבלה לחלקים

𝑑𝑢 = 2𝑥 · 𝑑𝑥𝑢 = 𝑥2→

𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥→

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 = 𝑥𝑒𝑥 − ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 =

= 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐
ולכן נקבל בתוצאה הסופית:

𝑥2𝑒𝑥 − 2[𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐]

טבלה לחלקים לאינטגרל

∫ 𝑒𝑥 · 𝑥 · 𝑑𝑥

dx=duu=x

𝑣 = 𝑒𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑣

∫שאלה:● 𝑒𝑥 · 𝑠𝑖𝑛(𝑥) · 𝑑𝑥

זה צריך להיות יותר פשוט מהאינטגרל המקורי

𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 =  − 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥) + ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 =

אינטגרציה בחלקים פעם שניה:

טבלה לחלקים

𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥𝑢 = 𝑒𝑥→

𝑣 =− 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥→

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 =  𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥) − ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥

∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑 =− 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥) − ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛

2ב-נחלקהמקורי,האינטגרלאתוקיבלנומאחר
ונקבל בפתרון הסופי את:

1
2 [𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥)] + 𝑐

טבלה לחלקים לאינטגרל

∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥𝑢 = 𝑒𝑥→

𝑣 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥→

∫שאלה:● 𝑎2 − 𝑥2 · 𝑑𝑥

זה צריך להיות יותר פשוט מהאינטגרל המקורי

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 =  𝑥 𝑎2− 𝑥2 − ∫ −𝑥2𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
=

טבלה לחלקים
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= 𝑥 𝑎2 − 𝑥2 − ∫ (𝑎2−𝑥2)−𝑎2

𝑎2−𝑥2
𝑑𝑥 =

= 𝑥 𝑎2 − 𝑥2 − ∫ (𝑎2−𝑥2)

𝑎2−𝑥2
𝑑𝑥 + 𝑎2 ∫ 𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2

= 𝑥 𝑎2 − 𝑥2 − ∫ 𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 + 𝑎2 ∫ 𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2

2ב-נחלקלכןהמקוריכמובדיוקאינטגרלקיבלנו

1ונקבל:
2 𝑥 𝑎2 − 𝑥2 + 𝑎2

2 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 𝑥
𝑎 ) + 𝑐

𝑑𝑢 =− 𝑥𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2𝑢 = 𝑎2 − 𝑥2→

𝑣 = 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑣 = 𝑑𝑥→

של פונקציות רציונליותאינטגרציה

𝑅(𝑥) =
𝑃𝑚(𝑥)−𝑎

0
𝑥𝑚+𝑎

1
𝑥𝑚−1+...+𝑎

𝑛

𝑄𝑚(𝑥)−𝑏
0
𝑥𝑛+𝑏

1
𝑥𝑛−1+...+𝑏

𝑛

כלומר:במכנהמונהלחלקאפשרואזמדומההואאם 𝑏
0
,..., 𝑏

𝑛
𝑚 ≥ 𝑛

∫ 𝑅(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑅
1
(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑃
1𝑚

(𝑥)

𝑄
𝑛
(𝑥) 𝑑𝑥

פשוט.הואואם 𝑚 < 𝑛

∫שאלה: 𝑑𝑥

𝑥2+6𝑥+25

.2מגובהxפולינוםלנוישבמכנה,0מגובה1פולינוםלנוישבמונה

𝑥2הבא:לביטויהמכנהאתלשנותאפשר + 6𝑥 + 25 = (𝑥 + 3)2 − 9 + 25 = (𝑥 + 3)2 + 42
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ונקבל:כיוצייןהבאהלצורההאינטגרלאתנשנהאז 𝑑(𝑥 + 3) = 𝑥𝑑

∫ 𝑑𝑥

𝑥2+6𝑥+25
= ∫ 𝑑(𝑥+3)

(𝑥+3)2+42 = 1
4 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥+3

4 ) + 𝑐

∫שאלה: 𝑑𝑥

2𝑥2−2𝑥+3
= 1

2 ∫ 𝑑𝑥

𝑥2−𝑥+ 3
2

.2מגובהxפולינוםלנוישבמכנה,0מגובה1פולינוםלנוישבמונה

𝑥2הבא:לביטויהמכנהאתלשנותאפשר − 𝑥 + 3
2 = (𝑥 − 1

2 )2 + ( 5
2 )2

ונקבל:כיוצייןהבאהלצורההאינטגרלאתנשנהאז 𝑑(𝑥 − 1
2 ) = 𝑥𝑑

= 1
2 ∫ 𝑑𝑥

(𝑥− 1
2 )2+( 5

2 )2 = 1
2 ∫

𝑑(𝑥− 1
2 )

(𝑥− 1
2 )2+( 5

2 )2 = 1
5

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 2𝑥−1
5

) + 𝑐

∫שאלה: (3𝑥−1)𝑑𝑥

𝑥2−4𝑥+6
= ∫[

3
2 ·(2𝑥−4)−1+6

(𝑥2−4𝑥+6)
]𝑑𝑥

∫[
3
2 ·(2𝑥−4)−1+6

(𝑥2−4𝑥+6)
]𝑑𝑥 = 3

2 ∫ (2𝑥−4)𝑑𝑥

(𝑥2−4𝑥+6)
+ 5∫ 𝑑𝑥

(𝑥2−4𝑥+6)
=

2𝑥)ש-נציין − 4)𝑑𝑥 = 𝑑(𝑥2 − 4𝑥 + 6)

= 3
2 ∫ 𝑑(𝑥2−4𝑥+6)

(𝑥2−4𝑥+6)
+ 5∫ 𝑑𝑥

(𝑥−2)2+( 2)2 = 3
2 𝑙𝑛 𝑥2 − 4𝑥 + 6| | + 5

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥2

2
) + 𝑐

,שאלה: ∫( 2𝑥3+3𝑥

𝑥4+𝑥2+1
) · 𝑑𝑥 = ∫ (2𝑥2+3)𝑥𝑑𝑥

(𝑥4+𝑥2+1)

נסמן

,. 𝑡 = 𝑥2𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥
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𝑑𝑡

1
= 1

2 ∫ (2𝑡+1)+2

𝑡2+𝑡+𝑡
𝑑𝑡 = 1

2 ∫ 𝑑(𝑡2+𝑡+1)

𝑡2+𝑡+1
+ ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+𝑡+1
= 1

2 𝑙𝑛 𝑡2 + 𝑡 + 1| | + ∫ 𝑑𝑡

(𝑡+ 1
2 )2− 1

4 +1
=

= 1
2 𝑙𝑛 𝑥4 + 𝑥2 + 1| | + 2

3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 2𝑥2+1

3
) + 𝑐

∫שאלה: 3𝑥+5
𝑥 𝑑𝑥

3𝑥נסמן + 5 = 𝑡 ⇒ 3𝑥 + 5 = 𝑡2 ⇒ 𝑥 = 𝑡2−5
3 ⇒ 3𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡

3

∫ 3𝑥+5
𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 2

3
𝑡·𝑡𝑑𝑡

( 𝑡2−5
3 )

= 2∫ 𝑡2𝑑𝑡

𝑡2−5
= 2∫ (𝑡2−5)+5

(𝑡2−5)
𝑑𝑡 = 2∫ 𝑑𝑡 + 10∫ 𝑑𝑡

𝑡2−( 5)2 =

= 2𝑡 + 10
2 5

· 𝑙𝑛 𝑡− 5
𝑡+ 5

|||
||| = 2𝑡 + 5 · 𝑙𝑛 𝑡− 5

𝑡+ 5
|||

||| = 2 3𝑥 + 5 + 5 · 𝑙𝑛 3𝑥+5− 5
3𝑥+5+ 5

|||
|||

טריק חשוב לפתרון אינטגרלים:●

∫ 𝑥·𝑑𝑥
𝑥+𝑎 = ∫ (𝑥+𝑎)−𝑎

(𝑥+𝑎) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑥 − 𝑎∫ 𝑑𝑥
𝑥+𝑎 = 𝑥 − 𝑎 · 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑎| | + 𝑐

אםyאתלמצואשאלה: 𝑦' = 9+ 𝑥

𝑥2𝑦(9) = 0,  𝑥 = 9,  𝑦 = 0

𝑦 = ∫( 9+ 𝑥

𝑥2 )𝑑𝑥 = ∫ 9 · 𝑥−2 · 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥−2𝑥
1
2 · 𝑑𝑥 = 9 𝑥−1

−1 + ∫ 𝑥
− 3

2 𝑑𝑥 =

=− 9
𝑥 + 𝑥

− 3
2 +1

− 3
2 +1

+ 𝑐 =− 9
𝑥 − 2𝑥

− 1
2 + 𝑐

𝑦(𝑥) =− 9
𝑥 − 2

𝑥
+ 𝑐 ,  𝑦(9) =− 9

9 − 2
3 + 𝑐 = 0 ,  𝑐 = 5

3

∫
𝑃

1
(𝑥)𝑑𝑥

𝑎(𝑥−𝑥
1
)(𝑥−𝑥

2
)·....·(𝑥−𝑥

𝑚
)
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חלקיים,לשבריםלפרקאפשרממשיים,שורשיםאם 𝑥
1
, 𝑥

2
,..., 𝑥

𝑚
𝑃

1
(𝑥)𝑑𝑥

𝑎(𝑥−𝑥
1
)(𝑥−𝑥

2
)·....·(𝑥−𝑥

𝑚
) =

𝐴
1

(𝑥−𝑥
1
)𝑚 +

𝐴
2

(𝑥−𝑥
2
)𝑚−1 +... +

𝐴
𝑚

(𝑥−𝑥+𝑚)1

מרוכבים,שורשיםאם 𝑥
1
, 𝑥

2
,..., 𝑥

𝑚
𝐵

1
𝑥+𝐶

1

(𝑥2+𝑃𝑥+𝑞)𝑚 +
𝐵

2
𝑥+𝐶

2

(𝑥2+𝑃𝑥+𝑞)𝑚−1 +... +
𝐵

𝑚
𝑥+𝐶

𝑚

(𝑥2+𝑃𝑥+𝑞)1 +...

𝐴.את:נמצאמקדמיםהשוואתלפי
1
, 𝐴

2
,...., 𝐴

𝑚
, 𝐵

1
, 𝐵

2
,..., 𝐵

𝑚
, 𝐶

1
, 𝐶

2
,..., 𝐶

𝑚

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑥2+2𝑥+6
(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−4) 𝑑𝑥

𝑥2+2𝑥+6
(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−4) =

𝐴
1

(𝑥−1) +
𝐴

2

(𝑥−2) +
𝐴

3

(𝑥−4) \ · (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 4)

𝑥2 + 2𝑥 + 6 = 𝐴
1
(𝑥 − 2)(𝑥 − 4) + 𝐴

2
(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) + 𝐴

3
(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

𝑥:אם = 1𝐴
1

= 3

𝑥:אם = 2𝐴
2

=− 7

𝑥:אם = 4𝐴
3

= 5

אז נציב באינטגרל המקורי ונקבל:

∫ 𝑥2+2𝑥+6
(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−4) 𝑑𝑥 = ∫(

𝐴
1

(𝑥−1) +
𝐴

2

(𝑥−2) +
𝐴

3

(𝑥−4) )𝑑𝑥 = 3∫ 𝑑𝑥
𝑥−1 − 7∫ 𝑑𝑥

𝑥−2 + 5∫ 𝑑𝑥
𝑥−4 =

3 · 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | − 7 · 𝑙𝑛 𝑥 − 2| | + 5 · 𝑙𝑛 𝑥 − 4| | + 𝑐 = 𝑙𝑛( 𝑥−1| |3

𝑥−2| |7 (𝑥 − 4)5) + 𝑐

∫האינטגרלאתפתרו 𝑥2+1

(𝑥−1)3(𝑥+3)
𝑑𝑥

חלקיים,שבריםונבצעאתניקחפשוטבשברפהומדוברמאחר 𝑥2+1

(𝑥−1)3(𝑥+3)

נשים לב כי יש לנו ארבעה שורשים:
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𝑥2+1

(𝑥−1)3(𝑥+3)
=

𝐴
1

(𝑥−1)3 +
𝐴

2

(𝑥−1)2 +
𝐴

3

(𝑥−1)1 + 𝐵
(𝑥+3) \ · (𝑥 − 1)3(𝑥 + 3)

𝑥2 + 1 = 𝐴
1
(𝑥 + 3) + 𝐴

2
(𝑥 − 1)(𝑥 + 3) + 𝐴

3
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 3) + 𝐵(𝑥 − 1)3

𝑥שורשים,ארבעהלנויש = 1,  𝑥 =− 3
נקבלכאשר 𝑥 = 1𝐴

1
= 1

2

נקבלכאשר 𝑥 =− 3𝐵 =− 5
32

𝐴.אתמצאנולאעודכישורשים2עודלמצואלנונשאראבל
2,3

נקבל:יורדבסדרהחזקותאתונסדרבמשוואההסוגרייםכלאתנפתחאם (𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0)

𝑥2 + 1 = 𝐴
1
𝑥 + 𝐴

2
𝑥2 + 𝐴

3
𝑥3 + 𝐵𝑥3

𝑥2 + 1 = (𝐴
1
𝑥 + 3𝐴

1
) + (𝐴

2
𝑥2 + 2𝐴

2
𝑥 + 3) + (𝐴

3
𝑥2 − 2𝐴

3
𝑥 + 2𝐴

3
)(𝑥 + 3) + 𝐵(𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 −

אם נפתח סוגריים נקבל (בהשוואה עם אגף שמאל):

0𝑥3 + 1𝑥2 + 1 = (𝑥3 +...) + (𝑥2 +...) + (𝑥1 +...) + (𝑥0 +...)
ובסופו של דבר נקבל:

𝐴
2

= 3
8 ,  𝐴

3
= 5

32 ,  𝐴
1

= 1
2 ,  𝐵 =  − 5

32

כעת נחזור לאינטגרל שלנו ונציב:

∫ 𝑥2+1

(𝑥−1)3(𝑥+3)
𝑑𝑥 = ∫(

𝐴
1

(𝑥−1)3 +
𝐴

2

(𝑥−1)2 +
𝐴

3

(𝑥−1)1 + 𝐵
(𝑥+3) )𝑑𝑥 = ∫

𝐴
1

(𝑥−1)3 𝑑𝑥 + ∫
𝐴

2

(𝑥−1)2 𝑑𝑥 + ∫
𝐴

3

(𝑥−1) 𝑑𝑥 + ∫

1
2 ∫(𝑥 − 1)−3𝑑𝑥 + 3

8 ∫(𝑥 − 1)−2𝑑𝑥 + 5
32 ∫ 𝑑𝑥

𝑥−1 − 5
32 ∫ 𝑑𝑥

𝑥+3 = 1
4 · 1

(𝑥−1)2 − 3
8(𝑥−1) + 5

32 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | − 5
32

∫האינטגרל:אתפתרו 𝑑𝑥

𝑥5−𝑥2 = ∫ 𝑑𝑥

𝑥2(𝑥3−1)
= ∫ 𝑑𝑥

𝑥2·(𝑥−1)·(𝑥2+𝑥+1)
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𝑥שורשים,5כאןלנויש
1

= 𝑥
2

= 0,  𝑥
3

= 1,  𝑥
4,5

= מרוכבים 

נסדר לפי ירידה:
1

𝑥2·(𝑥−1)·(𝑥2+𝑥+1)
= 𝐴

𝑥2 + 𝐵
𝑥 + 𝐶

𝑥−1 + 𝐷𝑥+𝐸

𝑥2+𝑥+1
\ · 𝑥2(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)

1 = 𝐴(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥)(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) + 𝐶(𝑥2)(𝑥2 + 𝑥 + 1) + (𝐷𝑥 + 𝐸)(𝑥2)(𝑥 − 1
:1ו-0שורשיםלפימקדמים2לגלותאפשרמיד
𝐴נקבלx=0אם =  − 1
𝐶נקבלx=1אם = 1

3

1 = 𝐴(𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥) + 𝐶(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2) + (𝐷𝑥 + 𝐸)(𝑥

1 = 𝐴(𝑥3 − 1) + 𝐵(𝑥4 − 𝑥) + 𝐶(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2) + 𝐷(𝑥4) + 𝐸(𝑥3) − 𝐷(𝑥3) − 𝐸(𝑥2)
נקבל את מערכת המשוואות הבאה (הכל שווה לאפס מאחר ואנחנו משווים לצד שמאל של

מקדמים:השוואתנעשה)הראשיתהמשוואה 0𝑥4 + 0𝑥3 + 0𝑥2 + 0𝑥...
𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = 0

𝐴 + 𝐶 + 𝐸 − 𝐷 = 0
𝐶 − 𝐸 = 0

𝐵הפתרונות:אתונקבל = 0,  𝐷 =− 1
3 ,  𝐸 = 1

3

נציב באינטגרל הראשי ונקבל:

∫ 𝑑𝑥

𝑥2·(𝑥−1)·(𝑥2+𝑥+1)
= ∫( 𝐴

𝑥2 + 𝐵
𝑥 + 𝐶

𝑥−1 + 𝐷𝑥+𝐸

𝑥2+𝑥+1
)𝑑𝑥 =− ∫ 𝑑𝑥

𝑥2 + 1
3 ∫ 𝑑𝑥

𝑥−1 − 1
3 ∫ 𝑥−1

𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥

1

𝑥5−𝑥2 =− 1

𝑥2 + 1
3(𝑥−1) − 𝑥−1

3(𝑥2+𝑥+1)

וכעת נפתור את האינטגרלים:

− ∫ 𝑑𝑥

𝑥2 + 1
3 ∫ 𝑑𝑥

𝑥−1 − 1
3 ∫ 𝑥−1

𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥 = 1

𝑥 + 1
3 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | − 1

6 ∫ (2𝑥+1)−3

𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥 =

= 1
𝑥 + 1

3 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | − 1
6 ∫ (2𝑥+1)𝑑𝑥

𝑥2+𝑥+1
+ 1

2 ∫ 𝑑𝑥

𝑥2+𝑥+1
=

= 1
𝑥 + 1

3 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | − 1
6 𝑙𝑛 𝑥2 + 𝑥 + 1| | + 1

2 ∫ 𝑑𝑥

(𝑥+ 1
2 )2+( 3

2 )2 =

מערךנורידכולם)ביןחיבור(ישתמידחיוביהואו-מאחר 𝑥2 + 𝑥 + 1
מוחלט:

= 1
𝑥 + 1

3 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | − 1
6 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑥 + 1) + 1

3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 2𝑥+1

3
) + 𝑐
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∫האינטגרל:אתפתרו 𝑥3+3𝑥2+5𝑥+7

𝑥2+2
𝑑𝑥

∫ונקבל:שאריתעםארוךחילוקנעשה 𝑥3+3𝑥2+5𝑥+7

𝑥2+2
𝑑𝑥 = ∫(𝑥 + 3 + 3𝑥+1

𝑥2+2
)𝑑𝑥

∫(𝑥 + 3 + 3𝑥+1

𝑥2+2
)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 + 3∫ 𝑑𝑥 + ∫ 3𝑥+1

𝑥2+2
𝑑𝑥 = 𝑥2

2 + 3𝑥 + 3∫ 𝑥𝑑𝑥

𝑥2+2
+ ∫ 𝑑𝑥

𝑥2+( 2)2 =

= 𝑥2

2 + 3𝑥 + 3
2 ∫ 2𝑥𝑑𝑥

𝑥2+2
+ 1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥

2
) + 𝑐 =

= 𝑥2

2 + 3𝑥 + 3
2 ∫ 𝑑(𝑥2+2)

𝑥2+2
+ 1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥

2
) + 𝑐 = 𝑥2

2 + 3𝑥 + 3
2 𝑙𝑛 𝑥2 + 2| | + 1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑥

2
) + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑥2𝑑𝑥

𝑥2−4𝑥+3

𝑃).(כלומרמדומהשברעלמסתכליםאנו
𝑚

(𝑥),  𝑄
𝑛
(𝑥) ,  𝑚 ≥ 𝑛

ולכן:חלוקהאחריונקבל:פולינוםחילוקנעשה 1 + 4𝑥−3

𝑥2−4𝑥+3

∫ 𝑥2𝑑𝑥

𝑥2−4𝑥+3
= ∫ 1 · 𝑑𝑥 + ∫ 4𝑥−3

𝑥2−4𝑥+3
𝑑𝑥

כעת נעשה שברים חלקיים:
4𝑥−3

𝑥2−4𝑥+3
= 4𝑥−3

(𝑥−3)(𝑥−1) = 𝐴
(𝑥−3) + 𝐵

(𝑥−1) \ · (𝑥 − 3)(𝑥 − 1)

4𝑥 − 3 = 𝐴(𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥 − 3)
𝐵ונקבל:x=3נציב =− 1

2

𝐴.ונקבל:x=1נציב = 9
2

כעת נציב באינטגרל הראשי ונקבל:

∫ 1 · 𝑑𝑥 + ∫ 4𝑥−3

𝑥2−4𝑥+3
𝑑𝑥 = 𝑥 + 9

2 ∫ 𝑑𝑥
𝑥−3 − 1

2 ∫ 𝑑𝑥
𝑥−1 = 𝑥 + 9

2 𝑙𝑛 𝑥 − 3| | − 1
2 𝑙𝑛 𝑥 − 1| | + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑥2

(𝑥−1)5 𝑑𝑥

אתלחסוךיותרקלהשיטהלנוישעבודה,המוןזהחלקיים:שברים 𝑥2

(𝑥−1)5 =
𝐴

1

(𝑥−1)5 +
𝐴

2

(𝑥−1)4 +...

ונקבל:,נסמןהפתרון,תהליך 𝑡 = 𝑥 − 1𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

דור עזריה
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∫ 𝑥2

(𝑥−1)5 𝑑𝑥 = ∫ (𝑡+1)2𝑑𝑡

𝑡5 = ∫ 𝑡2+2𝑡+1

𝑡5 𝑑𝑡 = ∫ 𝑑𝑡

𝑡3 + 2∫ 𝑑𝑡

𝑡4 + ∫ 𝑑𝑥

𝑡5 = ∫ 𝑡−3𝑑𝑡 + 2∫ 𝑡−4𝑑𝑡 + ∫ 𝑡5𝑑𝑡 =

=− 𝑡−2

2 + 2 𝑡−3

−3 + 𝑡−4

−4 =− 1

2𝑡2 − 2

3𝑡3 − 1

4𝑡4

נציב בחזרה לאינטגרל המקורי:
𝐼 =  − 1

2(𝑥−1)2 − 2

3(𝑥−1)3 − 1

4(𝑥−1)4

של פונקציות טריגונומטריותאינטגרציה

משפחת הפונקציות הבאה הם פונקציות טריגונומטריות:

∫ 𝑅(𝑠𝑖𝑛(𝑥),  𝑐𝑜𝑠(𝑥),  𝑡𝑔(𝑥),  𝑐𝑜𝑡𝑔(𝑥),...)𝑑𝑥 

הצבה אוניברסלית (הצבה הכי מקובלת)

,𝑐𝑜𝑠(𝑥) =
1−𝑡𝑔2( 𝑥

2 )

1+𝑡𝑔2( 𝑥
2 )

= 1−𝑡2

1+𝑡2 𝑠𝑖𝑛(𝑥) =
2𝑡𝑔( 𝑥

2 )

1+𝑡𝑔2( 𝑥
2 )

= 2𝑡

1+𝑡2

,𝑡𝑔( 𝑥
2 ) = 𝑡 𝑑𝑥 = 2𝑑𝑡

1+𝑡2

𝑡𝑔( 𝑥
2 ) = 𝑡 ⇒ 𝑥

2 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑡) ⇒ 𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔(𝑡) ⇒ 𝑑𝑥 = 2𝑑𝑡

1+𝑡2

כללי הצבה טריגונומטרית באינטגרלים

1.∫ 𝑅(𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑑𝑥

החלפהלפימשתנהלאפונקציהאם 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥)
(𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)) → (− 𝑠𝑖𝑛(𝑥), − 𝑐𝑜𝑠(𝑥))

.בהצבהמשתמשיםאזשלמחזורלפונקציהישאומרתזאת 2Π𝑡𝑔(𝑥) = 𝑡
בהחלפהרקסימןמשנהפונקציהאם.2 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥)(− 𝑥) ← (𝑥)

𝑐𝑜𝑠(𝑥).בהצבהמשתמשיםאז,xשלזוגיתאיפונקציהאומרתזאת = 𝑡
.נציבאזבהחלפהרקסימןמשנהפונקציהאם.3 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥)𝑥 → (Π − 𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑡

, sin𝑚𝑥 cos𝑛𝑥מהצורהפונקציותעבור  𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍
.נציבזוגיתאיnואם:נציבאי-זוגיתmאם 𝑡 = cos 𝑥𝑡 = sin 𝑥

ביותרחשוביםאינטגרלים2

∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑥)𝑑𝑥 ,  ∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑑𝑥

דור עזריה
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נקבל:אז,האלה:בזהויות 𝑠𝑖𝑛2(α) = 1−𝑐𝑜𝑠(2α)
2  ,  𝑐𝑜𝑠2(α) = 1+𝑐𝑜𝑠(2α)

2

∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 1+𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
2 𝑑𝑥 = ∫ 1

2 𝑑𝑥 + 1
2 ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥 

∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫( 1−𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
2 )𝑑𝑥 = ∫ 1

2 𝑑𝑥 − 1
2 ∫ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑠𝑖𝑛3(𝑥)
𝑐𝑜𝑠(2𝑥) 𝑑𝑥

𝑅(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑠𝑖𝑛3(𝑥)
𝑐𝑜𝑠(2𝑥) , 𝑅(− 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(−𝑥)+𝑠𝑖𝑛3(−𝑥)

𝑐𝑜𝑠(−2𝑥) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥)−𝑠𝑖𝑛3(𝑥)
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 𝑡,  𝑑(𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = 𝑑𝑡,  − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

𝑠𝑖𝑛2(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) = 1 ⇒ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) = 1 − 𝑡2 ⇒ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) ⇒ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = 2𝑡2 − 1

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑠𝑖𝑛3(𝑥)
𝑐𝑜𝑠(2𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ (2−𝑡2)(−𝑑𝑡)

2𝑡2−1
= ∫ (𝑡2−2)𝑑𝑡

2𝑡2−1
= 1

2 ∫( 2𝑡2−4

2𝑡2−1
)𝑑𝑡 = 1

2 ∫( 2𝑡2−1−3

2𝑡2−1
)𝑑𝑡 = 1

2 ∫ 2𝑡2−1

2𝑡2−1
𝑑𝑡 − 3

2 ∫ 𝑑𝑡

2𝑡2−

= 1
2 𝑡 − 3

2 2
∫ 𝑑(𝑡 2)

2𝑡2−1
= 1

2 𝑡 − 3
2 2

∫ 𝑑(𝑡 2)

( 2·𝑡)2−1
= 1

2 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 3
2 2

𝑙𝑛 2·𝑐𝑜𝑠(𝑥)−1
2·𝑐𝑜𝑠(𝑥)+1

|||
||| + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑑𝑥
4𝑠𝑖𝑛(𝑥)+3𝑐𝑜𝑠(𝑥)+5

כעת נציב את הזהויות שלנו:

∫ 𝑑𝑥
4𝑠𝑖𝑛(𝑥)+3𝑐𝑜𝑠(𝑥)+5 = ∫

2𝑑𝑡

1+𝑡2

4· 2𝑡

1+𝑡2 +3· 1−𝑡2

1+𝑡2 +5
= 2∫ 𝑑𝑡

2𝑡2+8𝑡+8
= ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+4𝑡+4
= ∫(𝑡 + 2)−2𝑑𝑡 = (𝑡+2)−1

−1 + 𝑐 =− 1
𝑡𝑔( 𝑥

2 )+

הצבות עזר:
𝑡𝑔(𝑥) = 𝑡 → 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑡) ⇒ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑡𝑔(𝑥)

1+𝑡𝑔2(𝑥)
= 𝑡

1+𝑡2

𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 1

1+𝑡𝑔2(𝑥)
= 1

1+𝑡2
,  𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

1+𝑡2
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∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)+2𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑥)−𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

∫ 𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)+2𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑥)−𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
= ∫

𝑑𝑡

1+𝑡2

𝑡2

1+𝑡2 + 2𝑡

1+𝑡2
· 1

1+𝑡2
− 1

1+𝑡2

= ∫ 𝑑𝑡

𝑡2+2𝑡−1
= ∫ 𝑑(𝑡+1)

(𝑡+1)2−( 2)2 =

= 1
2 2

𝑙𝑛 (𝑡+1)− 2
(𝑡+1)+ 2

|||
||| + 𝑐 = 1

2 2
𝑙𝑛 (𝑡𝑔(𝑥)+1)− 2

(𝑡𝑔(𝑥)+1)+ 2
|||

||| + 𝑐

𝑐𝑜𝑠2(𝑥).ל-נחלקאםאחרתבדרךגםזהאינטגרללפתורניתן

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑠𝑖𝑛𝑚(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑥) · 𝑑𝑥

∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠5(𝑥) · 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠4(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠(𝑥) · 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠4(𝑥) · 𝑑(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) =

= ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥)(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥))2 · 𝑑(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) 

𝑠𝑖𝑛(𝑥)נסמן = 𝑡

∫ 𝑡4(1 − 𝑡2)2𝑑𝑡 =... = 1
5 𝑠𝑖𝑛5(𝑥) − 2

7 𝑠𝑖𝑛7(𝑥) + 1
9 𝑠𝑖𝑛9(𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝑥))∫הבא:האינטגרלאתפתרו · 𝑐𝑜𝑠2(𝑥))𝑑𝑥

∫(𝑠𝑖𝑛2(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠2(𝑥))𝑑𝑥 = ∫(𝑠𝑖𝑛(𝑥) · 𝑐𝑜𝑠(𝑥))2𝑑𝑥 = 1
4 ∫(𝑠𝑖𝑛(2𝑥))2𝑑𝑥 = 1

4 ∫(𝑠𝑖𝑛2(2𝑥))𝑑𝑥 =.. =

= 1
8 𝑥 − 1

32 · 𝑠𝑖𝑛(4𝑥) + 𝑐
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∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑐𝑜𝑠6(𝑥)𝑑𝑥 

∫ 𝑐𝑜𝑠6(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(𝑐𝑜𝑠2(𝑥))3𝑑𝑥 = ∫( 1+𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
2 )3𝑑𝑥 =... = 5

16 𝑥 + 1
4 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) + 3

64 𝑠𝑖𝑛(4𝑥) − 1
48 𝑠𝑖𝑛2(2𝑥) +

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) · 𝑐𝑜𝑠(5𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) · 𝑐𝑜𝑠(5𝑥)𝑑𝑥 = 1
2 ∫[𝑠𝑖𝑛(7𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(− 3𝑥)]𝑑𝑥 =... =− 1

14 · 𝑐𝑜𝑠(7𝑥) + 1
6 · 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) + 𝑐

שלהם?האינטגרליםאתמוצאיםאיך,הבאים:האינטגרליםלגבי ∫ 𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝑥)  ,  ∫ 𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛(𝑥)

∫ 𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛(𝑥) = ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥)·𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
=− ∫ 𝑑(𝑐𝑜𝑠(𝑥))

1−𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
= ∫ 𝑑𝑡

𝑡2−12 = 𝑙𝑛 𝑡−1
𝑡+1

|| || = 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝑥)−1
𝑐𝑜𝑠(𝑥)+1

|| || =... = 𝑙𝑛 𝑡𝑔( 𝑥
2 )|| || + 𝑐

∫הבא:האינטגרלאתפתרו 𝑎2−𝑥2

𝑥 𝑑𝑥

נסמן
𝑥 = 𝑎 · 𝑠𝑖𝑛(𝑡) ⇒  𝑑𝑥 = 𝑎 · 𝑐𝑜𝑠(𝑡) · 𝑑𝑡

∫ 𝑎2−𝑥2

𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑎2−𝑎2·𝑠𝑖𝑛2(𝑡)
𝑎·𝑠𝑖𝑛(𝑡) · 𝑎 · 𝑐𝑜𝑠(𝑡) · 𝑑𝑡 = ∫ 𝑎2(1−𝑠𝑖𝑛2(𝑡))

𝑎·𝑠𝑖𝑛(𝑡) · 𝑎 · 𝑐𝑜𝑠(𝑡) · 𝑑𝑡 = ∫ 𝑎·𝑐𝑜𝑠(𝑡)
𝑎·𝑠𝑖𝑛(𝑡) · 𝑎 · 𝑐𝑜𝑠(𝑡)

= 𝑎∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)·𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛(𝑡) = 𝑎∫ (1−𝑠𝑖𝑛2(𝑡))

𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑎∫ 𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛(𝑡) − 𝑎∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =... = 𝑎 · 𝑙𝑛 𝑎− 𝑎2−𝑥2

𝑥
|
|
|

|
|
|

+ 𝑎2 − 𝑥2 + 𝑐
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זהויות טריגונומטריות

tan α = sinα
cosα sin2 α

2 = 1−cosα
2

1 + tan2α = 1

cos2α
sin 3α = 3 sin α − 4sin3α

𝑡𝑎𝑛(α ± β) = tanα ± tanβ
1∓tanαtanβ cos 2α = cos2α − sin2α

tan2 α
2 = 1−cosα

1+cosα cos 2α = 2cos2α − 1

tan α
2 = sinα

1+cosα = 1−cosα
sinα cos 2α = 1 − 2sin2α

tan 2α = 2tanα

1−tan2α cos α =
1−tan2 α

2

1+tan2 α
2
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tan α ± tan β = sin(α±β)
cosαcosβ

𝑐𝑜𝑠(α ± β) = 𝑐𝑜𝑠α · 𝑐𝑜𝑠β ∓ 𝑠𝑖𝑛α · 𝑠

cot α = 1
tanα = cosα

sinα cos α + cos β = 2 cos α+β
2 · cos α−β

2

1 + cot2α = 1

sin2α
cos α − cos β =− 2 sin α+β

2 · sin α−β
2

𝑐𝑜𝑡(α ± β) = cotαcotβ∓1
cotα ± cotβ cos α cos β = 1

2 (cos(α + β) + cos(α

cot α ± cot β = sin(α±β)
sinαsinβ 1 − cos α = 2sin2 α

2

𝑠𝑖𝑛(α ± β) = 𝑠𝑖𝑛α · 𝑐𝑜𝑠β ± 𝑐𝑜𝑠α · 𝑠1 + cos α = 2cos2 α
2

sin α ± sin β = 2 sin α±β
2 · cos α∓β

2 cos2α = 1

1+tan2α
= 1 − sin2α

sin α sin β =− 1
2 (cos(α + β) − cos( cos2 α

2 = 1+cosα
2

sin 2α = 2 sin α cos α cos 3α = 4cos3α − 3 cos α

sin α =
2tan α

2

1+tan2 α
2

sin2α + cos2α = 1

sin2α = tan2α

1+tan2α
= 1 − cos2α sin α cos β = 1

2 (sin(α + β) + sin(α

מסוימיםאינטגרלים

הכוונה באינטגרל המסוים היא לאינטגרל של פונקציה, אבל באיזשהו
תחום. ראינו שהאינטגרל הלא מסוים נותן פונקציה קדומה. הכוונה

באינטגרל על תחום היא בעצם להצבת ערכי התחום באופן מסוים
בפונקציה הקדומה.

דור עזריה
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אינטגרל רימן
הרעיון הבסיסי השיטת של רימן הוא להשתמש בקירובים פשוטים מאוד

כילומריכוליםאנוהחלוקה,לפישקטניםמלבנייםקירוביםידיעלSלאזור
"בגבול" (כאשר מספר המלבנים שאנו מודדים גדל לאינסוף) אנו מקבלים

כאחד,ושליליחיובילהיותיכולfכילגרף.נבחיןמתחתSשטחאתבדיוק
לגרףמתחתהתחוםהאזוראתתואםשהאינטגרלכךמשתנהSשלההגדרה

כןאםהאינטגרלעללהסתכלניתן.xלצירשמתחתהשטחמינוסxצירשמעלהאזורכלומר,:fשל
כדרך חישוב ל"שטח עם סימן".

שאלת דוגמא:

.Sשטחאתלמצואצריךהקטעמעלפרבולהנתונה 𝑦 = 𝑥2[0, 𝑏]

רימןלפינוכיחאנואבלכךמלמדיםהספרבבית
0

1

∫ 𝑥2𝑑𝑥 = 𝑥3

3 |
0
1 = 1

3

a=0נכון:שהפתרוןרימןלפינוכיח.ש- , b= הואשלנווהקטע1 𝑠 = 1
3

,, [0, 1]𝑓(𝑥) = 𝑥2

חלקיםnל-הקטעאתנחלק [0, 1]∆𝑥
𝑘

= 𝑏−𝑎
𝑛 = 1

𝑛

𝑥הם-הנקודותשלהערכים
0

= 0,  𝑥
1

= 1
𝑛 ,  𝑥

2
= 2

𝑛 ,..., 𝑥
𝑛−1

= 𝑛−1
𝑛 ,  𝑥

𝑛
= 𝑛

𝑛 = 1

הם:האלהבנקודותהפונקציותשלהערכיםהבאהבצורהאותםנציג 𝑥
𝑘

= 𝑐
𝑘

𝑓(𝑐
1
) = ( 1

𝑛 )2,    𝑓(𝑐
2
) = ( 2

𝑛 )2,     𝑓(𝑐
3
) = ( 3

𝑛 )2,....,    𝑓(𝑐
𝑛
) = ( 𝑛

𝑛 )2,    𝑓(0) = 0

וגםש-כברציינו,כך:מורכברימןסכום
𝑘=0

𝑛

∑ 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
∆𝑥

𝑘
= 𝑏−𝑎

𝑛 = 1
𝑛𝑓(𝑐

𝑘
) = ( 𝑘

𝑛 )2

הגבולאתנחשבכעת.ולכן: 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
= ( 𝑘

𝑛 )2 1
𝑛

𝑛→∞
lim (

𝑘=0

𝑛

∑ 𝑓(𝐶
𝑘
) · ∆𝑥

𝑘
) =

𝑛→∞
lim (

𝑘=0

𝑛

∑ ( 𝑘
𝑛 )2 · ( 1

𝑛 ) ) =
𝑛→∞
lim 1+22+32+....+𝑛2

𝑛3 =

=
𝑛→∞
lim 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6·𝑛3 =
𝑛→∞
lim

(1+ 1
𝑛 )(2+ 1

𝑛 )

6 = 1
3 =

0

1

∫ 𝑥2 · 𝑑𝑥 = 1
3 = 𝑆

פונקציה אינטגרבילית והאינטגרל המסוים

ש-לבנשיםאינטגרציהקטעניקח [𝑎, 𝑏]𝑥
𝑘

≤ 𝐶
𝑘

≤ 𝑥
𝑘+1

,בקטעחסומהפונקציהנגדיר 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

דור עזריה
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.וגםש-כךMקייםכלומר  ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]𝑓(𝑥)| | ≤ 𝑀𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀

קטעים:לתתאתנחלק [𝑎, 𝑏][𝑎, 𝑥
1
], [𝑥

1
, 𝑥

2
],..., [𝑥

𝑛−1
, 𝑏]

𝑎ש-ונציין < 𝑥
1

< 𝑥
2

<... < 𝑥
𝑛−1

< 𝑏

𝐶∀,ניקח
𝑘

∈ [𝑥
𝑘

, 𝑥
𝑘+1

](0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1)

σרימן:סכוםונבנה = 𝑓(𝐶
0
) · (𝑥

1
− 𝑎) + 𝑓(𝐶

1
) · (𝑥

2
− 𝑥

1
) +... + 𝑓(𝐶

𝑛−1
)(𝑏 − 𝑥

𝑛−1
)

σכסיגמא:גםלכתובניתן =
 𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝐶
𝑘
)(𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘
)

,:ב-נסמןקטעשלמקסימליאורך 𝐶
𝑘

λλ =
0≤𝑘≤𝑛−1

max (𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘
)

.ל-גבולשישאומרתזאתכלשהולמספרשואףש-מקרהקייםאזיכאשראם λ → 0𝑛 → ∞σσ

הגדרה
כאשרלכלאםIלמספרמתכנסרימןשסכוםאומריםאנו σε > 0λ < η

.ל-שקולוזהש-כךקיים η(ε) > 0𝐼 − σ| | < ε
λ→0
lim σ = 𝐼

הגדרה
כאשרמתכנסרימןסכוםאםבקטעאינטגרביליתשפונקציהאומריםאנו 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]λ → 0

ומסמנים:בקטעמסויםאינטגרלקוראיםרימןסכוםשלולגבול [𝑎, 𝑏]

,
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
λ→0
lim σ =

λ→0
lim (

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝐶
𝑘
)∆𝑥

𝑘
) ∆𝑥

𝑘
= 𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘

משפט/קריטריון קושי
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משפט
.ש-כך,מספריםשניקייםלכל

λ→0
lim σ = 𝐼⇔ε > 0λ'' < ηλ' < ησ' − σ''| | < ε

.הם סכומי רימן לפי חלוקתכאשר σ', σ''λ', λ''

הוכחה:
מתאימהשלכלכךשלבסדרהנתבונןא':חלק● σ

1
, σ

2
,...., σ

𝑛
,...σλ

1
, λ

2
,.., λ

𝑝
,..

המשפט,שלבתנאיונשתמשניקחכאשר λ
𝑛

→ 0ε > 0

כאשרהמקייםקייםתמידאזישבגלל)( η > 0λ
𝑛

→ 0𝑁(η)𝑛 > 𝑚 > 𝑁λ
𝑛

− λ
𝑚| | < η

.המשפטתנאילפי ⇐ σ
𝑛

− σ
𝑚| | < ε

λ→0
lim σ = 𝐼

𝐼.ש-אומרתזאתהכרחיותנניחב':חלק● ← σ
וגםש-כךקייםלכל ε > 0η > 0λ

𝑛
< ησ

𝑛
− 𝐼| | < ε

קטעשלאורךאםאזהכרחיותתנאילפיכיוגםש-בגללאפשריתהבחירה λ
𝑛

→ 0𝐼 ← σ
𝑛

λ

אזיוגםמקסימלי λ < ηλ
𝑛

< ησ − σ
𝑛| | < ε

∎

.חסומותמושג אינטגרל רימן רלוונטי רק לפונקציות●
,ה-נמצאת בתוך הסביבה שלהסביבה של הארגומנט וה-=● ηλη

,כאשראתמסמןהסימןכלומר 𝑥 − 𝑐| | < δ𝑐 − δ < 𝑥 < 𝑐 + δ
.xה-צירעלנמצא.בנוסףסביבתוזה ηη
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סכומי דרבו

קייםאםאינטגרביליאינטגרל
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

mתחתוןוחסםMעליוןחסםנסמןבקטעחסומהחיוביתפונקציהניקח 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]
לקטעאתנחלקשמתקייםכך 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀[𝑎, 𝑏]𝑥

0
= 𝑎 < 𝑥

1
< 𝑥

2
<... < 𝑥

𝑛−1
< 𝑥

𝑛
= 𝑏

הסכום:אתונרכיבנסמןובקטעקטענבחר [𝑥
𝑘
, 𝑥

𝑘+1
](𝑚

𝑘
, 𝑀

𝑘
)

𝑆 = 𝑀
0
(𝑥

1
− 𝑎) + 𝑀

1
(𝑥

2
− 𝑥

1
) +... + 𝑀

𝑛−1
(𝑏 − 𝑥

𝑛−1
)

עליוןדרבוסכום 𝑆
𝑀

תחתוןדרבוסכום 𝑠
𝑚

𝑆
𝑀

=
𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑀
𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘
)𝑠

𝑚
=

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑚
𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘
)

,𝑎]ההגדרותלפי 𝑏] ≡ [𝑀, 𝑚] ∧  [𝑥
𝑘+1

, 𝑥
𝑘
] ≡ [𝑚

𝑘
, 𝑀

𝑘
]

𝑆
𝑀

≥ 𝑠
𝑚

 ∧   𝑚 ≤ 𝑚
𝑘

≤ 𝑀
𝑘

≤ 𝑀

𝑚ומתקיים
𝑘=0

𝑛−1

∑ (𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘
) ≤ 𝑆 ≤ 𝑀

𝑘=0

𝑛−1

∑ (𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘
)

והאחרון.הראשוןמהאיברחוץלנומצטמצםוהכלנשתמש
𝑘=0

𝑛−1

∑ (𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘
) = 𝑏 − 𝑎

.כלומר(קטן)sלגביגםמקבילוזה 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑆 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑠 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)

,𝑎],ב-חסומהחיוביתfאם● 𝑏]
].לגרףמתחתהשטח[אז,נניח 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
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איור עזר להוכחה הבאה

.ומתקייםאינפימוםואתסופרמוםכך:Iאתנסמןמשפט 𝐼𝐼𝐼 ≥ 𝐼
כלומר אף סכום עליון לא קטן מאף סכום תחתון.

הוכחה
𝑠,ש-כךs,Sשלהרכבהידוע ≤ 𝑆

.ש-כךהקטעשלכלשהיpחלוקהניקח [𝑎, 𝑏]𝑎 < 𝑥
1

< 𝑥
2

<... < 𝑥
𝑝−1

< 𝑏

הסכומים:אתונציגדרבוסכומיבהתאמהנסמן 𝑆
1
, 𝑠

1

𝑆
1

= 𝑀
0
(𝑥

1
− 𝑎) +... + 𝑀

𝑝−1
(𝑏 − 𝑥

𝑝−1
)

𝑠
1

= 𝑚
0
(𝑥

1
− 𝑎) +... + 𝑚

𝑝−1
(𝑏 − 𝑥

𝑝−1
)

.קטעתתשמקייםכזאתבצורהחדשהנקודהניקח ∀𝑥* ∈ [𝑥
𝑘

, 𝑥
𝑘+1

][𝑥
𝑘
, 𝑥

𝑘+1
] < [𝑎, 𝑏]

מתקיים:x*הנקודהבחירתלפילכן

𝑎 < 𝑥
1

< 𝑥
2

<... < {𝑥
𝑘

< 𝑥* < 𝑥
𝑘+1

} <... < 𝑥
𝑝−1

< 𝑏

בהתאמהתחתוןוחסםעליוןחסםאתבהתאמהנסמן ← {𝑥
𝑘

< 𝑥* < 𝑥
𝑘+1

}𝑀'
𝑘
 ,  𝑀''

𝑘

.בקטעהפונקציהשל 𝑓(𝑥)[𝑥
𝑘
, 𝑥*][𝑥*, 𝑥

𝑘+1
]

זאת אומרת,

𝑠𝑢𝑝 𝑀'
𝑘

→ [𝑥
𝑘
, 𝑥*]𝑖𝑛𝑓 𝑚'

𝑘
→ [𝑥

𝑘
, 𝑥*]

𝑠𝑢𝑝 𝑀''
𝑘

→ [𝑥*, 𝑥
𝑘+1

]𝑖𝑛𝑓 𝑚''
𝑘

→ [𝑥*, 𝑥
𝑘+1

]

.,,,ש-ברור 𝑀'
𝑘

≤ 𝑀
𝑘

𝑀''
𝑘

≤ 𝑀
𝑘

𝑚''
𝑘

≥ 𝑚
𝑘

𝑚'
𝑘

≥ 𝑚
𝑘

הסכומים:אתונציגדרבוסכומיבהתאמהנסמן 𝑆*, 𝑠*

𝑆* = 𝑀
0
(𝑥

1
− 𝑎) + 𝑀

1
(𝑥

2
− 𝑥

1
) +... + 𝑀'

𝑘
(𝑥* − 𝑥

𝑘
) + 𝑀''

𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥*) +... + 𝑀

𝑝−1
(𝑏 − 𝑥

𝑝−1
)

𝑠* = 𝑚
0
(𝑥

1
− 𝑎) + 𝑚

1
(𝑥

2
− 𝑥

1
) +... + 𝑚'

𝑘
(𝑥* − 𝑥

𝑘
) + 𝑚''

𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥*) +... + 𝑚

𝑝−1
(𝑏 − 𝑥

𝑝−1
)

נקבל:אתנחסראם 𝑆
1

− 𝑆*,  𝑠
1

− 𝑠*

𝑆
1

− 𝑆* = 𝑀
𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘
) − 𝑀'

𝑘
(𝑥* − 𝑥

𝑘
) − 𝑀''

𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥*)
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𝑠
1

− 𝑠* = 𝑚
𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘
) − 𝑚'

𝑘
(𝑥* − 𝑥

𝑘
) − 𝑚''

𝑘
(𝑥

𝑘+1
− 𝑥*)

ונקבל::בזהותנשתמש 𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘

= (𝑥* − 𝑥
𝑘
) + (𝑥

𝑘+1
− 𝑥*)

𝑆
1

− 𝑆* = (𝑀
𝑘

− 𝑀'
𝑘
)(𝑥* − 𝑥

𝑘
) + (𝑀

𝑘
− 𝑀''

𝑘
)(𝑥

𝑘+1
− 𝑥*)

𝑠
1

− 𝑠* = (𝑚
𝑘

− 𝑚'
𝑘
)(𝑥* − 𝑥

𝑘
) + (𝑚

𝑘
− 𝑚''

𝑘
)(𝑥

𝑘+1
− 𝑥*)

וגםש-מאחרוגםבהוכחהשהצגנושוויוניםבאיבהתחשב 𝑥* − 𝑥
𝑘

> 0𝑥
𝑘+1

− 𝑥* > 0

.וגםנקבל:אזי 𝑠
1

≤ 𝑠* ⇐ 𝑠
1

− 𝑠* ≤ 0𝑆* ≤ 𝑆
1

⇐ 0 ≤ 𝑆
1

− 𝑆*

∎

מסקנה של המשפט
.השוויון:אימתקייםחסומהפונקציהלכל 𝑓(𝑥)𝐼 ≥ 𝐼

מבחנים של פונקציות אינטגרביליות

משפט
אמ"מבקטעשללאינטגרביליותומספיקהכרחיתנאי 𝑦 = 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

λ→0
lim (𝑆 − 𝑠) = 0

,( ∆𝑥
𝑘

= 𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘
)λ =

0≤𝑘≤𝑛−1
max (∆𝑥

𝑘
)

הוכחה
אינטגרל).=I(כלומראינטגרבילית,שהפונקציהנניח: ⇒

λ→0
lim σ = 𝐼

כלומרומתקייםש-כךקייםלכל ε > 0η > 0λ < ησ − 𝐼| | < ε𝐼 − ε < σ < 𝐼 + ε
:לחלקיםהקטעאתנחלק [𝑎, 𝑏]

𝑎 = 𝑥
0

< 𝑥
1

< 𝑥
2

<... < 𝑥
𝑛−1

< 𝑥
𝑛

= 𝑏

λ =
0≤𝑘≤𝑛−1

max (∆𝑥
𝑘
) ,  ∆𝑥

𝑘
= 𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘

𝐶∀:שלנולמקרהרימןבסכוםנתבונן
𝑘

∈ ∆𝑥
𝑘

σ =
𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝐶
𝑘
) · ∆𝑥

𝑘

,כאשרנסמן 𝑀
𝑘

= 𝑆𝑢𝑝[𝑓(𝑥)]𝑥
𝑘

≤ 𝑥 ≤ 𝑥
𝑘+1

𝑥 ∈ ∆𝑥
𝑘

דרבו.סכוםהואSש-בקטעהנ"להאמצעיםכלבניתלפינובעומכאן ⇐ ∆𝑥
𝑘

⊂ [𝑎, 𝑏]

קטן.דרבוסכוםנבנה(מקביל)אנלוגיבאופן 𝑠
ומכאן נקבל:

𝐼 − ε ≤ 𝑠 ≤ 𝑆 ≤ 𝐼 + ε
𝑆 − 𝑠 ≤ 2ε

.ומקייםש-כךקייםשלכלכלומר ε > 0η > 0λ < η
λ→0
lim (𝑆 − 𝑠) = 0
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אזישמתקייםנניח: ⇐
λ→0
lim (𝑆 − 𝑠) = 0𝐼 ≥ 𝐼

להציגאפשרומכאןש:לכתובנוכלs,Sבנייתלפיאבל 𝑠 ≤ 𝐼 ≤ 𝐼 ≤ 𝑆𝑆 − 𝑠 ≥ 𝐼 − 𝐼 ≥ 0

אינטגרבילית.שהיאשאומרמהונקבלאגףנעבירהסנדוויץ'כלללפיולכן 𝐼 − 𝐼 = 0𝐼 = 𝐼

.הגבולאתלהוכיחצריכיםואנושוויםהםהריכיIמשותףערךנסמן 𝐼 = 𝐼 = 𝐼
λ→0
lim σ = 𝐼

קייםבקטעשלחלוקהלכלשלנובתנאיש-להוכיחכדי
λ→0
lim σ = 𝐼𝑠 ≤ 𝐼 ≤ 𝑆ε > 0η > 0

מתקיים:חלוקהלכלובהתחשבמתקייםכאשר λ < η𝐼 − ε < 𝑠 ≤ 𝐼 ≤ 𝑆 < 𝐼 + ε
𝑠 ≤ σ ≤ 𝑆

.ומכאןלהציגניתןולכן 𝐼 − ε < σ < 𝐼 + ε
λ→0
lim σ = 𝐼

∎

תזכורת להגדרת פונקציות מונוטוניות

משפט
אינטגרבילית.היאבקטעמונוטוניתפונקציהכל [𝑎, 𝑏]

הוכחה
.ב-נמצאיםוערכיהבקטעוחסומהמוגדרת 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑓(𝑎) , 𝑓(𝑏)

.,לחלקים:קטענחלק [𝑎, 𝑏]∀𝑥 ∈ ∆𝑥
𝑘

𝑥 ∈ [𝑥
𝑘
, 𝑥

𝑘+1
] = 𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘

אז:מונוטוניתפונקציהש-בגלל 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥

𝑘
) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥

𝑘+1
) 
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וכמובן ש-

𝑆 = ∑ 𝑓(𝑥
𝑘+1

)∆𝑥
𝑘

𝑠 = ∑ 𝑓(𝑥
𝑘
)∆𝑥

𝑘

נחשב את ההפרש:

𝑆 − 𝑠 =
𝑘=0

𝑛−1

∑ [𝑓(𝑥
𝑘+1

) − 𝑓(𝑥
𝑘
)]∆𝑥

𝑘

λ:נסמן =
0≤𝑘≤𝑛−1

max ∆𝑥
𝑘

𝑆 − 𝑠 =
𝑘=0

𝑛−1

∑ [𝑓(𝑥
𝑘+1

) − 𝑓(𝑥
𝑘
)](𝑥

𝑘+1
− 𝑥

𝑘
)

𝑆 − 𝑠 ≤ λ
𝑘=0

𝑛−1

∑ [𝑓(𝑥
𝑘+1

) − 𝑓(𝑥
𝑘
)] = λ[𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]

לאפס,שואפתש-נציין,ש-מתקייםומכאן 0 ≤ 𝑆 − 𝑠| | ≤ λ[𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)] λ
אינטגרבילית.ולכןש-נובעהסנדוויץ'כללולפי

λ→0
lim (𝑆 − 𝑠) = 0𝑓(𝑥)

∎

תזכורת להגדרת פונקציות רציפות ואי-רציפות

משפט
אינטגרבילית.היאבקטע-רציפהפונקציהכל 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

הוכחה
רציפה.שכלנובעמכאןאזבקטערציפהאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
כאשר-וקייםנבחרלכלבקטעהרציפותתנאילפי [𝑎, 𝑏]ε > 0ε

𝑏−𝑎 > 0η𝑥' − 𝑥''| | < η
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.ש-כך 𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥'')| | < ε
𝑏−𝑎

:,הקטעשלבחלוקהנתבונן [𝑎, 𝑏]λ =
0≤𝑘≤𝑛−1

max ∆𝑥
𝑘

⇐

𝑎 = 𝑥
0

< 𝑥
1

<... < 𝑥
𝑛−1

< 𝑏 = 𝑥
𝑛

ונקבל:הפרש,נעשהאזי 𝑀
𝑘

− 𝑚
𝑘

≤ ε
𝑏−𝑎

.𝑆 − 𝑠 =
𝑘=0

𝑛−1

∑ [𝑀
𝑘

− 𝑚
𝑘
]∆𝑥

𝑘

ונקבל:שלנומהסיגמהאותונוציאקבועמספרו-מאחר ε
𝑏−𝑎

𝑆 − 𝑠 ≤ ε
𝑏−𝑎

𝑘=0

𝑛−1

∑ ∆𝑥
𝑘

= ε
𝑏−𝑎 (𝑏 − 𝑎) = ε

𝑆 − 𝑠 ≤ ε
𝑏−𝑎 (𝑏 − 𝑎) ⇒

λ→0
lim (𝑆 − 𝑠) = 0 

אינטגרבילית.ולכן 𝑓(𝑥)
∎
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משפט
אי-רציפות)נקודותשלסופימספרלה(ישלמקוטעיןורציפהבקטעחסומהפונקציהאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]
אינטגרבילית.הפונקציהאזי 𝑓(𝑥)

הוכחה
𝑎.ומתקייםcב-אותהנסמןאחת,רציפותאינקודתרקלהשישנניחלפשטות, < 𝑐 < 𝑏

.ב-אותהונסמןשיתקיים:cשלסביבתנבחר δ(𝑐 − δ, 𝑐 + δ) ⊂ [𝑎, 𝑏]∆
הבא:אי-השוויוןשמתקייםכךאופןבאיזשהוהקטעאתנחלק [𝑎, 𝑏]

𝑎 = 𝑥
0

< 𝑥
1

<... < 𝑥
𝑛−1

< 𝑥
𝑛

= 𝑏

.s,Sדרבוסכוםונבנהנסמן λ =
0≤𝑘≤𝑛−1

max (𝑥
𝑘+1

− 𝑥
𝑘
)

הסכום:הפרשאתנציג,התחתוןהחסםו-העליוןהחסםנסמן 𝑀
𝑘

 𝑚
𝑘

𝑆 − 𝑠 =
𝑘=0

𝑛−1

∑ [𝑀
𝑘

− 𝑚
𝑘
]∆𝑥

𝑘

𝑆:הסכומיםהפרשאתבחלקיםונציגבנוסףנסמן − 𝑠 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷

דור עזריה



2אינפיניטסימליחשבון||65

𝐵בקטעהאיבריםסכום = [𝑐 + δ, 𝑏]בקטעהאיבריםסכום𝐴 = [𝑎, 𝑐 − δ]

סכום איברים כולל הקצוות
𝐷 = [𝑐 − δ, 𝑐 + δ]

𝐶בקטעהאיבריםסכום = (𝑐 − δ, 𝑐 + δ)

,Infאת Supב-נסמןבקטעהכלליM,mוחסומה).רציפההפונקציהכילנו(מותר [𝑎, 𝑏]
←הקטעואורךM-mהקטעגובה 2δ𝐶 < 2δ(𝑀 − 𝑚)
←הקטעואורךM-mהקטעגובה 2λ𝐷 < 2λ(𝑀 − 𝑚)

נציב במשוואת הפרש הסכומים שלנו ונקבל את אי השוויון הבא:
𝑆 − 𝑠 < 𝐴 + 𝐵 + 2δ(𝑀 − 𝑚) + 2λ(𝑀 − 𝑚)

.ונציב:נבחר δ < ε
6(𝑀−𝑚)𝑆 − 𝑠 < 𝐴 + 𝐵 + ε

3 + 2λ(𝑀 − 𝑚)

שווה.במידהב-רציפהקנטורולפיב-רציפהתזכורת: 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]
רציפות. ההבדל המהותי בין השתיים הוא שרציפות היא תכונה נקודתיתדומה במידה מטעה לזו שלרציפות במידה שווהההגדרה של

(בכל נקודה, הפונקציה רציפה או שאינה רציפה, ואם היא רציפה בכל נקודה, אזי היא רציפה בכל הקטע),
בעוד שלרציפות במידה שווה אין משמעות בנקודה אחת - זוהי תכונה של הפונקציה בכל הקטע.

וב-ב-שווהבמידהרציפהשהיאמכיווןנבחר ε = ε
3(𝑏−𝑎)[𝑎, 𝑐 − δ][𝑐 + δ, 𝑏]

.מתאימה ללא בחירתאותה δε
ומתקיים:כאשרל-אול-ששייכיםניקח 𝑥', 𝑥''[𝑎, 𝑐 − δ][𝑐 + δ, 𝑏]η

1
> 0

𝑥' − 𝑥''| | < η
1

→ 𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥'')| | < ε
3(𝑏−𝑎)

.שהגבוללהראותצריכיםאנחנו
λ→0
lim 𝑆 − 𝑠| | = 0

ניקחלכןו-ש-כךקייםלכל ε > 0ηη < λ𝑆 − 𝑠| | < εη = 𝑚𝑖𝑛(η
1
, ε

6(𝑀−𝑚) )

.ש-וגםשלהתכונותאתשיקיים η
1

η < δ

2λ(𝑀 − 𝑚) < 2η(𝑀 − 𝑚)

2ε(𝑀−𝑚)
6(𝑀−𝑚) = ε

3

λ < η < η
1

קטניםוהכיגדוליםהכיהערכיםאתב-נציב 𝑥' − 𝑥''| | < η
1

→ 𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥'')| | < ε
3(𝑏−𝑎)

(חסם עליון ותחתון) ונקבל:
𝑀

𝑘
− 𝑚

𝑘
< ε

3(𝑏−𝑎)

(𝑏 − 𝑐 − δ)ε
3(𝑏−𝑎)  ·(𝑐 − δ − 𝑎) ε

3(𝑏−𝑎)  ·𝐴 + 𝐵 <

אורך מלבן קצה
ימני פחות קצה

השמאלי

אורך מלבן קצה ימנירוחב המלבן
פחות קצה השמאלי

,𝑎]של 𝑐 − δ]

רוחב המלבן
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𝑐]של + δ, 𝑏]

𝐴 + 𝐵 < ε
3(𝑏−𝑎) (𝑏 − 𝑎 − 2δ) < ε

3

ונקבל:הסכומיםבהפרשינציבכעת 𝑆 − 𝑠 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷
𝑆 − 𝑠 < ε ⇒  

λ→0
lim 𝑆 − 𝑠| | = 0

אינטגרבילית.הפונקציהולכן 𝑓(𝑥)
∎

של אינטגרלים מסוימיםתכונות

𝐼 =
λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑥)∆𝑥
𝑘 

,  λ =
0≤𝑘≤𝑛−1

max λ∆𝑥
𝑘

משפט
.ב-אינטגרביליתגםאזי:-בקטעאינטגרביליותו-יהיו 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)[𝑎, 𝑏]

הוכחה

𝑎

𝑏

∫[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =

דור עזריה
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λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ [𝑓(𝑐
𝑘
) ± 𝑔(𝑐

𝑘
)]∆𝑥

𝑘
=

λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
±

λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑔(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
=

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ±
𝑎

𝑏

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∎

משפט
:בקטעאינטגרביליתגםאזבקטעאינטגרביליתאםקבועcלכל 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑐 · 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑐 · 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐 ·
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

הוכחה
נבדוקלכןבקטעאינטגרביליתש-ידוע 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑐 · 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑐 · 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
=

𝑐 ·
λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
=

𝑐 ·
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∎

משפט
.ב-אינטגרביליותגםאזאינטגרביליותהן 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑓 · 𝑔[𝑎, 𝑏]

הוכחה
קטעלכלחלוקהוניקחM,N>0שקיימיםאומרתזאתבקטעחסומותהןו- 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)[𝑎, 𝑏][𝑎, 𝑏]

אזי:וגםש-ומתקיים ∆𝑥'
𝑘
,  ∆𝑥''

𝑘
𝑓(𝑥)| | ≤ 𝑁𝑔(𝑥)| | ≤ 𝑀
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𝑓(𝑥')𝑔(𝑥') − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| | = 𝑓(𝑥')𝑔(𝑥') − 𝑓(𝑥')𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| |
ולפי אי שוויון המשולש נקבל:

𝑓(𝑥)[𝑔(𝑥') − 𝑔(𝑥)] + 𝑔(𝑥)[𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥)]| | ≤ 𝑓(𝑥)| | 𝑔(𝑥') − 𝑔(𝑥)| | + 𝑔(𝑥)| | 𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥)| | ≤ 𝑀ω'' + 𝑁ω
)שלתנודהזהוגםשלתנודהזה( 𝑔(𝑥') − 𝑔(𝑥)| |ω''𝑓(𝑥') − 𝑓(𝑥)| |ω'

𝑓(𝑥')𝑔(𝑥') − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| | ≤ 𝑀ω'' + 𝑁ω' 
מתקיים:שלכלקיבלנוכלומר (𝑥, 𝑥') ∈ ∆𝑥

𝑘

𝑓(𝑥')𝑔(𝑥') − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| | ≤ 𝑀ω
𝑘
'' + 𝑁ω

𝑘
'

ונסכום:אגפיםשנינכפיללכן ω
𝑘

≤ 𝑀ω
𝑘
'' − 𝑁ω

𝑘
'

0 ≤
𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
∆

𝑘
≤

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑀ω'' + 𝑁ω'| |∆𝑥
𝑘

ונקבל:לגבולונעבורבקטעאינטגרביליתgו-fש-לנוידוע [𝑎, 𝑏]λ → 0

λ→0
lim (𝑀 ·

𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
'' · ∆𝑥

𝑘
+ 𝑁 ·

𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
' · ∆𝑥

𝑘
) = 𝑀 ·

λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
''∆𝑥

𝑘
+ 𝑁

λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
'∆𝑥

𝑘

0 ≤ 𝑀 ·
λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
''∆𝑥

𝑘
+ 𝑁

λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ ω
𝑘
'∆𝑥

𝑘
= 0

ומכאן לסיכום קיבלנו ש-
0 < 𝑓(𝑥')𝑔(𝑥') − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| | < 0

זאת אומרת שגם מכפלת הפונקציות היא אינטגרבילית.
∎

.לכלאינטגרביליתאזבקטעאינטגרביליתאםמשפט 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑐][𝑐, 𝑏]𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

הוכחה
אזי:ב-אינטגרביליתהיא 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑐]

𝑎

𝑐

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑐'
𝑘
)∆𝑥

𝑘
 ,  λ = max ∆𝑥

𝑘
→ [𝑎, 𝑐]

𝑐

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
λ→0
lim

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑐
𝑘
'')∆𝑥

𝑘 
,  λ = 𝑚𝑎𝑥(λ', λ'')

λ'→0
lim ∑ 𝑓(𝑐

𝑘
')∆𝑥

𝑘
+

λ''→0
lim ∑ 𝑓(𝑐

𝑘
'')∆𝑥

𝑘

∎

הכללה של המשפט האחרון
[𝑎, 𝑏] = [𝑎, 𝑥

1
][𝑥

1
, 𝑥

2
]..... [𝑥

𝑛−1
, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑥
1

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +... +
𝑥

𝑛−1

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
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משפט
:בקטעאינטגרביליתו- 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

אזילכלאםא 𝑓(𝑥) ≥ 𝑚𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎)

אזילכלאםב 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)

אזילכלאםג 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥
𝑎

𝑏

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

כל שלושת המשפטים האלה ההוכחה שלהם מתבססת לפי רימן.
הוכחה א'

.ובנייתהקטעבחלוקתנתבונן [𝑎, 𝑏]σ

σ =
𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
≥

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑚∆𝑥
𝑘

= 𝑚
𝑘=0

𝑛−1

∑ ∆𝑥
𝑘

= 𝑚(𝑏 − 𝑎)

∎

הוכחה ב'

σ =
𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑓(𝑐
𝑘
)∆𝑥

𝑘
≤

𝑘=0

𝑛−1

∑ 𝑀∆𝑥
𝑘

= 𝑀
𝑘=0

𝑛−1

∑ ∆𝑥
𝑘

= 𝑀(𝑏 − 𝑎)

∎

הוכחה ג'
אזיש-לנוידוע 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) ≥ 0

𝑎

𝑏

∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 ≥ 0

ולכן,ידועבמשפטנשתמש
𝑎

𝑏

∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 −
𝑎

𝑏

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0

ש-נובעומכאן
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥
𝑎

𝑏

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

∎

מסקנה
ביןנמצאפונקציהשלוהערךבקטעאינטגרביליתאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑓(𝑥)𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀

𝑚(𝑏.אז, − 𝑎) ≤
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)
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(ערך הביניים האינטגרלי)משפט

ש-כךקייםאזב-רציפהאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]=
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)

איור עזרהוכחה

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)\: (𝑏 − 𝑎)

𝑚 ≤ 1
𝑏−𝑎

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀

,𝑎]סגורבקטערציפהפונקציהשכלמכיוון 𝑏]
אזי לפי משפט ערך הביניים של קושי,

,ש-כךקיים 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]𝑓(𝑐) = 𝑡
1

𝑏−𝑎
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)

∎

משפט
ומתקיים:בקטעאינטגרביליתגםאזיבקטעאינטגרביליתאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑓(𝑥)| |[𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
||||

||||
≤

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥

הוכחה
נקודותבשתיקטעשלחלוקהניקחבקטעאינטגרביליתאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏][𝑎, 𝑏](𝑥, 𝑥') ∈ ∆𝑥

𝑓(𝑥)| | − 𝑓(𝑥')| || | ≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥')| | < ω
− 𝑓(𝑥)| | ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)| |

נבצע אינטגרציה משמאל לימין ונקבל:

−
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥 ≤
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥

ולכן,

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
||||

||||
≤

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥

∎
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האינטגרלאתתעריכו
10

18

∫ cos𝑥·𝑑𝑥

1+𝑥2

.,אם 𝑥 ≥ 10cos 𝑥| | ≤ 1
cos𝑥

1+𝑥2

|
|
|

|
|
|

< 8 · 10−2

𝐼 =
10

18

∫ cos𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑥

||||

||||
< 8

102 < 1
10

𝐼האינטגרלאתתעריכו =
0

Π
2

∫ 𝑑𝑥

5+3cos2𝑥
(0 ≤ cos2𝑥 ≤ 1)

1
8 < 1

5+3𝑐𝑜𝑠2𝑥

|||
||| < 1

5
Π
16 ≤ 𝐼 ≤ Π

10

שלערךתנו
0

2

∫ 𝑒𝑥2

𝑑𝑥

1 ≤ 𝑒𝑥2

≤ 𝑒4

ונקבל:השיוויוןבאיאותונכפיל2הואשלנוהעליוןוהחסםמאחר

2 ≤
0

2

∫ 𝑒𝑥2

𝑑𝑥 ≤ 2𝑒4

תרגילי בית

𝐼האינטגרלאתתעריכו● =
0

1

∫ 𝑥(1 − 𝑥)2𝑑𝑥(0 < 𝐼 < 4
27 )

𝐼האינטגרלאתתעריכו● =
0

Π
2

∫ 𝑒sin𝑥𝑑𝑥( Π
2 < 𝐼 < 𝑒Π

2 )
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𝐼האינטגרלאתתעריכו● =
Π
2

Π

∫ sin𝑥
𝑥 𝑑𝑥(0 < 𝐼 < 1)

משפט-ניוטון-לייבניץ

Fשלקדומהפונקציההיא ,  
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)|
𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)𝑓(𝑥)

אינטגרל עם גבול עליון משתנה

       Φ(𝑥) =
𝑎

𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ,  Φ(𝑎) = 0,  (𝑎, 𝑏) ⊂ [𝐴, 𝐵] 

להתקיים:וצריךהיאהפורמליתבצורהרציפהפונקציההגדרת
𝑥→𝑥

0

lim 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
)

.בסביבתמוגדרתא. 𝑓(𝑥)𝑥
0

קייםב.
𝑥→𝑥

0

lim 𝑓(𝑥)

ג.
𝑥→𝑥

0

lim 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
)

ונקבלנסמןהבא:באופןלהגדירגםשאפשראו ∆𝑥 = 𝑥 − 𝑥
0

= ℎ𝑥 = 𝑥
0

+ ℎ
.שמתקייםכך

ℎ→0
lim 𝑓(𝑥

0
+ ℎ) = 𝑓(𝑥

0
)

משפט
.בקטערציפההיאפונקציה Φ(𝑥)[𝐴, 𝐵]

הוכחה

.ונחשבנקודהניקח 𝑥
0

∈ [𝑎, 𝑏]Φ(𝑥
0

+ ℎ) − Φ(𝑥
0
) =

𝑎

𝑥
0
+ℎ

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −
𝑎

𝑥
0

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

)ש-בגללנובע(זהנשתמש: Φ(𝑥
0

+ ℎ) − Φ(𝑥
0
) =

𝑥
0

𝑥
0
+ℎ

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑥
0
+ℎ

∫ =
𝑎

𝑥
0

∫+
𝑥

0

𝑥
0
+ℎ

∫

נשתמש בתכונה של ערך מוחלט באינטגרלים,
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ונחליףאתנעריך
𝑥

0

𝑥
0
+ℎ

∫ 𝑓(𝑡)| |𝑑𝑡
|
|
|
|

|
|
|
|

𝑓(𝑡)| | = 𝑀

(אנחנו במשפחת אינטגרלי רימן בפונקציות רציפות, התכונה הכי חשובה היא שמדובר כאן בפונקציות חסומות מלעיל ומלרע, ולכן מותר לנו להחליף).

𝑥
0

𝑥
0
+ℎ

∫ 𝑓(𝑡)| |𝑑𝑡
|
|
|
|

|
|
|
|

≤ 𝑀 ·  
𝑥

0

𝑥
0
+ℎ

∫ 𝑑𝑡
|
|
|
|

|
|
|
|

= 𝑀 ℎ| |

Φ(𝑥
0

+ ℎ) − Φ(𝑥
0
)| | ≤ 𝑀 ℎ| |

ומכאן נובע,

ℎ→0
lim [Φ(𝑥

0
+ ℎ) − Φ(𝑥

0
)] = 0

ℎ→0
lim Φ(𝑥

0
+ ℎ) = Φ(𝑥

0
)

.בקטערציפההיאולכן Φ(𝑥)[𝐴, 𝐵]
∎

משפט

מתקייםנקודהולכלבקטערציפהפונקציהתהי 𝑓(𝑥)[𝐴, 𝐵]𝑐 ∈ [𝐴, 𝐵]𝐹(𝑥) =
𝑐

𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

.כלומרקדומה,פונקציהישל-אזי 𝑓(𝑥)𝐹'(𝑥) = 𝑓(𝑥)

הוכחה
𝐹'(𝑥).להוכיחצריך = 𝑓(𝑥)

מתקיים,אינטגרלשלוהערכהעבורנגזרתשלההגדרהלפי 𝐹(𝑥)

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) =
𝑐

𝑥+∆𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −
𝑐

𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

= [
𝑐

𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑥

𝑥+∆𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡] −  
𝑐

𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑥

𝑥+∆𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

לכן,

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) =
𝑥

𝑥+∆𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

שמתקיים:כךקייםבקטערציפהפונקציהלכלערך-הביניים,משפטלפי [𝐴, 𝐵]𝑐 ∈ [𝑥, 𝑥 + ∆𝑥]

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐) · (𝑏 − 𝑎)

ולכן נרשום כך:

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) =
𝑥

𝑥+∆𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑐) · (𝑥 + ∆𝑥 − 𝑥) = 𝑓(𝑐) · (∆𝑥)

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑐) · (∆𝑥)
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𝐹(𝑥+∆𝑥)−𝐹(𝑥)
∆𝑥 = 𝑓(𝑐)

)גבולנראהנגזרתשזהלהוכיחוכדיהנגזרתהגדרתכמוב-לחלקהיאש-להוכיחכדילעשותצריכיםשאנו(הפעולה 𝐹' = 𝑓∆𝑥∆𝑥 → 0

𝐹'(𝑥) =
∆𝑥→0
lim 𝐹(𝑥+∆𝑥)−𝐹(𝑥)

∆𝑥 =
∆𝑥→0
lim 𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑥)

𝐹'(𝑥) = 𝑓(𝑥)
∎

(המשפט היסודי של אינפי - משפט ניוטון לייבניץ)משפט

,שלקדומהפונקציההיאו-בקטערציפהאם 𝑓(𝑥)[𝐴, 𝐵]𝐹(𝑥)𝑓(𝑥)

.מתקייםאזי
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)|
𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)

הוכחה
בקטערציפההיאשפונקציהשהוכחנומשפטלפי Φ(𝑥)[𝐴, 𝐵]

𝐹'(𝑥).ש-שהוכחנומשפטולפי = 𝑓(𝑥)

.נגזרת)FביןלהבדילכדיFבמקוםGכותבים(אנושלקדומהפונקציהיהא 𝐺(𝑥) =
𝑐

𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑓(𝑥)

זהות:ולפישמתקייםכךcקיים 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) + 𝑐
𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = [𝐺(𝑏) + 𝑐] −  [𝐺(𝑎) + 𝑐] = 𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎)

𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎) =
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −
𝑎

𝑎

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

ולכן,

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) =
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∎

מסקנה
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.בקטעפונקציהע"יהחסוםשטחמייצגהאינטגרלגיאומטרית,מבחינה
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

מציאת שטחים בעזרת אינטגרלים מסוימים

,𝑓(𝑥).הפונקציותעל-ידיהחסוםטרפזנתון  𝑔(𝑥)
.וגם 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥) > 0𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝑆
𝐸𝐵𝐶𝐹

= 𝑆
𝐴𝐵𝐶𝐷

− 𝑆
𝐴𝐸𝐹𝐷

בצורה אינטגרלית ניתן לכתוב כך:

𝑆
𝐸𝐵𝐶𝐹

=
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 −
𝑎

𝑏

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

.שטחאתמצאו,ונתונותגרףנתון● 𝑦 = 4𝑥 ,  𝑦 = 1
2 𝑥 ,  𝑦 = 16

𝑥𝐷 = 𝐷
1

+ 𝐷
2

:Aהנקודה
4𝑥 = 16

𝑥 ⇒ 𝑥2 = 4/  ⇒ 𝑥 =± 2
𝑦 = 4 · 2 = 8

𝐴 = (2, 8)
:Bהנקודה

1
2 𝑥 = 16

𝑥 / · 2𝑥 ⇒ 𝑥2 = 32/ ⇒ 𝑥 =± 4 2
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𝑦 = 1
2 · 4 2 = 2 2

𝐵 = (4 2, 2 2)
:D1השטח

𝐷
1

= 𝑆
1

=
0

2

∫[4𝑥 − 1
2 𝑥]𝑑𝑥 =

0

2

∫ 7
2 𝑥𝑑𝑥 = 7

4 𝑥2|
0
2 = 7

4 · 22 − 7
4 · 0 = 7

:D2השטח

𝐷
2

= 𝑆
2

=
2

4 2

∫ [ 16
𝑥 − 1

2 𝑥]𝑑𝑥 = 16
2

4 2

∫ 1
𝑥 𝑑𝑥 − 1

2
2

4 2

∫ 𝑥𝑑𝑥 = 16𝑙𝑛𝑥|
2
4 2 − 1

2
𝑥2

2 |
2
4 2 =

=  [ 16𝑙𝑛(4 2) − 16𝑙𝑛(2) ] −  [ 1
4 (4 2)2 − 1

2 22] = 16[𝑙𝑛(4 2) − 𝑙𝑛(2)] − 7 =
𝐷:השטח = 𝐷

1
+ 𝐷

2

𝐷 = 𝐷
1

+ 𝐷
2

= 𝑆
1

+ 𝑆
2

= 7 + 16[ 𝑙𝑛(4 2) − 𝑙𝑛(2) ] − 7 = 16 · [𝑙𝑛(22 · 2
1
2 ) − 𝑙𝑛(2)] =

= 16 · [𝑙𝑛(22.5) − 𝑙𝑛(2)] = 16 · [2. 5 · 𝑙𝑛(2) − 𝑙𝑛(2)] = 16 · [1. 5 · 𝑙𝑛(2)] = 24 · 𝑙𝑛(2)
𝐷.ולכן = 24 · 𝑙𝑛(2)

.כאשרוגםכאשרונתונותגרףנתון● 𝑦 = 𝑥 + 1− 1 ≤ 𝑥 ≤ 0𝑦 = cos 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ Π
2

.Sשטחמצאו

𝑆 =
−1

0

∫ +
0

Π
2

∫=
−1

0

∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥 +
0

Π
2

∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 =  3
2

שינוי משתנים באינטגרלים מסוימים

הבא:האינטגרלעללדוגמהנסתכל
− 3

3

∫ 4 − 𝑥2 · 𝑑𝑥

𝑦נסמן = 4 − 𝑥2 ⇒ 𝑦2 = 4 − 𝑥2 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 4
𝑥)המעגל:נוסחתאתמזכירשמאודפתרוןקיבלנו − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑅2

𝑥נבצע:המעגללמשוואתכלליתבהצבה = 𝑅 · 𝑐𝑜𝑠(𝑡),  𝑦 = 𝑅 · sin(𝑡),  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2

שנסתכל על הפונקציה שלנו מיד אפשר לראות כי מדובר במעגל, הטרנספורמציה / שינוי המשתנים
𝑥.בהצבהאותולסמןניתן = 2 · sin(𝑡)

− 3

3

∫ 4 − 𝑥2 · 𝑑𝑥 =
−
∫ 4 − 4sin2𝑡 · 𝑑𝑥

דור עזריה
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𝑑𝑥 = 2 · cos 𝑡 · 𝑑𝑡

∫ 4 − 4sin2𝑡 · 2 · cos 𝑡 · 𝑑𝑡

נשים לב כי הגבולות לא נכתבו לאחר
ההצבה שלנו וזאת מאחר כי הם כבר לא

הגבולות שלנו יותר,
בכל פעולת הצבה עבור אינטגרל מסוים יש

לנו לשנות את הגבולות בהתאם להצבה.
אתלהציבחייביםtשלשינוילגלותכדי

ההצבהבתוךשלנוxה-ערכי
𝑥 = 2 · sin(𝑡)

לכן נכתוב טבלה ונחשב:

tx

− 3 = 2 sin 𝑡 ⇒
𝑠𝑖𝑛(𝑡) = (− 3

2 ) ⇒

⇒ 𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(− 3
2 ) ⇒𝑡 =− Π

3

− 3

3 = 2 sin 𝑡 ⇒𝑠𝑖𝑛(𝑡) = ( 3
2 ) ⇒

⇒ 𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛( 3
2 ) ⇒𝑡 = Π

3

3

[− 3, 3] ↔ [− Π
3 , Π

3 ]

שלנו:האינטגרלאתלחשבנתחילעכשיוהעברהעשינובינתיים 𝑓(𝑥) → ϕ(𝑡)

=
− Π

3

Π
3

∫ 2 · cos 𝑡 · 2 · cos 𝑡 · 𝑑𝑡 = 4 ·
− Π

3

Π
3

∫ cos2𝑡 · 𝑑𝑡 = 4 ·
− Π

3

Π
3

∫ 1+cos2𝑡
2 · 𝑑𝑡 = 2 ·

− Π
3

Π
3

∫ (1 + cos 2𝑡) · 𝑑𝑡 =

= 2 ·
− Π

3

Π
3

∫ 1 · 𝑑𝑡 + 2 ·
− Π

3

Π
3

∫ cos 2𝑡 · 𝑑𝑡 = 2𝑡|
− Π

3

Π
3 + 2( sin(2𝑡)

2 )|
− Π

3

Π
3 = 4Π

3 + 3

𝑆 = 4Π
3 + 3

אינטגרלים בחלקים עם גבולות

𝑎

𝑏

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣|
𝑎
𝑏 −

𝑎

𝑏

∫ 𝑣𝑑𝑢

לא אמיתייםאינטגרלים

בחשבון אינפיניטסימלי, אינטגרל לא אמיתי (או אינטגרל מוכלל) מהווה הכללה מתמטית של
האינטגרל המסוים לקטעים לא סופיים ולפונקציות בלתי-חסומות בקטעים פתוחים או חצי

פתוחים. באופן אינטואיטיבי, ברור ששטח של פונקציה לא חסומה או של פונקציה בקטע אינסופי,
הוא שטח שמכסה קבוצה לא חסומה ולכן ברור שלא מדובר בשטח המוכר לנו מחיי היומיום, אלא
בגבול שמוגדר להיות השטח. אם הגבול הנ"ל קיים, האינטגרל מתכנס. אחרת, האינטגרל מתבדר.

חסומה.לאכאשרוגםאמיתיים:לאנקראיםהבאיםהאינטגרלים
−∞

𝑏

∫ ,  
𝑎

+∞

∫ ,  
−∞

+∞

∫
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑓(𝑥)
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הגדרות חשובות לאינטגרלים לא אמיתיים

מתכנס.שאינטגרלאומריםאזיגבולקייםאם.1 𝑏 → ∞
𝑎

+∞

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥 =
𝑏→+∞
lim

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥

שאינטגרלאומריםאזיגבולקייםאם.2 𝑎 → − ∞
−∞

𝑏

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥 =
𝑎→−∞
lim

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥

מתכנס.
שאינטגרלאומריםאזיגבולקייםאם.3 𝑎 → − ∞ ,  𝑏 → ∞

מתכנס.אינטגרלהוא
−∞

+∞

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥 =
𝑎→−∞, 𝑏→+∞

lim
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥

בנקודהאי-רציפהנקודהישלפונקציהאם.4 𝑓(𝑥)(∞)𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]
𝑎.בקטעים:ורציפה ≤ 𝑥 < 𝑐 ,    𝑐 < 𝑥 ≤ 𝑏

ש-מביניםאנו
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
α→0
lim

𝑎

𝑐−α

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
β→0
lim

𝑐+β

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

מתכנס,קוראיםרציפהלאfפונקציהכאשר)2(מסוגאמיתילאאינטגרל
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

.חסומהלאcבנקודהfשפונקציהאומרתזאתאינטגרלים,שניקייםאם 𝑓(𝑐) = ∞

-Iסוג
−∞

+∞

∫ ,
𝑎

−∞

∫ ,
−∞

𝑏

∫

IIסוג -
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ,  𝑎 < 𝑐 < 𝑏

0

∞

∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 =  
𝑏→∞
lim

0

𝑏

∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 =  
𝑏→∞
lim [sin 𝑥]

0
𝑏 =

𝑏→∞
lim [sin 𝑏 − sin 0] = ∞

האינטגרל מתבדר (לא קיים).

−∞

−1

∫ 𝑑𝑥

𝑥2 =
𝑎→−∞
lim

𝑎

−1

∫ 𝑑𝑥

𝑥2 =
𝑎→−∞
lim [− 1

𝑥 ]
𝑎
−1 =

𝑎→−∞
lim [1 + 1

𝑎 ] = 1

האינטגרל מתכנס (קיים).

0

1

∫ 𝑑𝑥
𝑥 =

α→0
lim

α

1

∫ 𝑑𝑥
𝑥 =

α→0
lim [𝑙𝑛(𝑥)]

α
1 =

α→0
lim [𝑙𝑛(1) − 𝑙𝑛(0)] = 0 − (− ∞) = ∞

האינטגרל מתבדר.

1

2

∫ 𝑑𝑥
𝑥−1

=
α→0
lim

1+α

2

∫ 𝑑𝑥
𝑥−1

=
α→0
lim [2 𝑥 − 1]

1+α
2 =

α→0
lim [2 1 − 2 1 − (1 + 𝑥)] = 2
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האינטגרל מתכנס (קיים).

בבית.
0

∞

∫ 𝑒−3𝑥𝑑𝑥 = 1
3

אינטגרל חשוב

𝑎

+∞

∫ 𝑑𝑥

𝑥 𝑝 =
𝑎

+∞

∫ 𝑥−𝑝𝑑𝑥 =
𝑏→+∞
lim

𝑎

𝑏

∫ 𝑥−𝑝𝑑𝑥 =
𝑏→+∞
lim [ 𝑥−𝑝+1

−𝑝+1 ]
𝑎
𝑏 =

𝑏→−∞
lim [ 𝑏1−𝑝

1−𝑝 − 𝑎1−𝑝

1−𝑝 ]

הביטויאזיאם 𝑝 > 1
𝑏→+∞
lim 𝑏1−𝑝 = 0

הביטויאזיאם 𝑝 < 1∞
מסקנה

מתכנסהאינטגרלאזיאם 𝑝 > 1
מתבדרהאינטגרלאזיאם 𝑝 ≤ 1

אינטגרל חשוב

𝑎

𝑏

∫ 𝑑𝑥

(𝑏−𝑥)𝑝 =
ε→0
lim

𝑎

𝑏−ε

∫ 𝑑𝑥

(𝑏−𝑥)𝑝 =
ε→0
lim [

𝑎

𝑏−ε

∫ (𝑏 − 𝑥)−𝑝𝑑𝑥] = −1
1−𝑝 ε→0

lim [(𝑏 − 𝑥)1−𝑝]
𝑎

𝑏−ε
=

= 1
𝑝−1 ε→0

lim [ε1−𝑝] + 1
𝑝−1 ε→0

lim (𝑏 − 𝑎)𝑝−1

אזיאם 𝑝 < 1
ε→0
lim [ε1−𝑝] = 0

𝑝אם ≥ 1
ε→0
lim [ε1−𝑝] = ∞

מסקנה

𝑎

𝑏

∫ 𝑑𝑥

(𝑏−𝑥)𝑝

מתכנסהאינטגרלאזיכאשר 𝑝 < 1
מתבדרהאינטגרלאזיכאשר 𝑝 ≥ 1

0

1

∫ cos2𝑥
3

1−𝑥2
𝑑𝑥 =

0

1

∫ cos2𝑥
3 (1+𝑥)(1−𝑥)

𝑑𝑥 =
0

1

∫ cos2𝑥
3 1+𝑥

· 1
3 1−𝑥

𝑑𝑥

𝑝 = 1
3 < 1

ולכן האינטגרל מתכנס.

1
𝑙𝑛(𝑥) ∼ 1

𝑥−1
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1

2

∫ 𝑑𝑥
𝑙𝑛(𝑥) =

𝑥→1
lim

( 1
𝑙𝑛(𝑥) )

( 1
1−𝑥 )

=
𝑥→1
lim 𝑥−1

𝑙𝑛(𝑥) =
𝑥→1
lim 1

( 1
𝑥 )

p =1
ולכן האינטגרל מתבדר.

האינטגרלשלהתכנסותנבדוק
0

∞

∫
3 𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥

.צורהלפיזופונקציהלהעריךאפשר 𝑀

𝑥𝑝

3 𝑥

1+𝑥2 <
3 𝑥

𝑥2 = 1

𝑥
5
3

0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1

𝑥
5
3

מתכנס.האינטגרלאזיו-מאחר 𝑝 = 5
3 > 1

משפט
.כאשרסגורבקטעאינטגרביליתפונקציהאם 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑏 > 𝑎

aו-ויהיהקבועהנקודההיאpאזי:מספריםשני 𝑀 > 0

מתכנס.אזיכאשרו-אם 𝑝 > 10 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀

𝑥𝑝𝑥 ∈ [𝑎, + ∞)
𝑎

+∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∞

מתבדר.אזילכלו-אם 𝑝 ≤ 1𝑓(𝑥) ≥ 𝑀

𝑥𝑝𝑥 ∈ [𝑎, ∞)
𝑎

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

הגדרה של התכנסות בהחלט
קבוע.הואaו-כאשרסגורבקטעאינטגרביליתנתונה 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑏 > 𝑎
בקטעבהחלטאינטגרביליתשפונקציהנאמר 𝑓(𝑥)[𝑎, − ∞)

בהחלט.מתכנסאזימתכנסאמיתילאאינטגרלאם
𝑎

∞

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥
𝑎

+∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

לפי תכונה של אינטגרלים:

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
||||

||||
≤

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)| |𝑑𝑥
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תכונה:לפי
0

∞

∫ 𝑒−𝑥 · sin 𝑥 𝑑𝑥

𝑒−𝑥 · sin 𝑥| | ≤ 𝑒−𝑥

לפי המשפט האחרון, מספיק לבדוק את התכנסות האינטגרל

0

∞

∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥 =
𝑏→∞
lim

0

𝑏

∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥 =
𝑏→∞
lim [− 𝑒−𝑏 + 𝑒0] = 1

האינטגרל המקורי מתכנס בהחלט.

(קריטריון קושי להתכנסות של אינטגרל לא אמיתי)משפט

מתכנסאזיבקטעואינטגרביליתמוגדרתפונקציה 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]
𝑎

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

.ומתקייםש-כזהקייםלכלאםורקאם ε > 0𝑏
0

𝑏
1

· 𝑏
2

> 𝑏
0

𝑏
1

𝑏
2

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
|
|
|
|

|
|
|
|

< ε

מבחני השוואה להתכנסות של אינטגרלים לא אמיתיים

Iמבחן
בקטעשליליותלאו-פונקציותשתינתונות 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)[𝑎, ∞)

.עבורסגורבקטעואינטגרבילית [𝑎, 𝑏]𝑏 > 𝑎
להסיק:ניתןאזיוקייםשכזהממשימספרשקייםנניח 𝑥 ≥ 𝑏

0
𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)

מתכנסגםאזמתכנסאינטגרלאם.1
𝑎

∞

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

מתבדר.אזימתבדראינטגרלאם.2
𝑎

+∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

∞

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

Iמבחןהוכחה

.ומתקייםו-נסמן Φ(𝑏) =
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥Ψ(𝑏) =
𝑎

𝑏

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥Φ(𝑏) ≤ Ψ(𝑏)

זה.בקטעחסומהשגםנובעמכאןולכןבקטעחסומהאזימתכנסאם
𝑎

∞

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥Ψ(𝑏)(𝑎, ∞)Φ(𝑏)
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מתכנס.מכאן
𝑎

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∎

IIמבחן
.בקטעשליליותלאפונקציותשתינתונות 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)[𝑎, ∞)

מתבדריםאומתכנסיםשקולים,אזיהגבולשקייםנניח
𝑥→∞
lim 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥) = 𝐿
𝑎

∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∼
𝑎

∞

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

יחדיו.
ההשוואה צריכה להיות עם אינטגרל מוכר וחייבים להכיר את התנהגות●

האינטגרל.

IIמבחןהוכחה
שלכלכךקייםאינסופיגבולשלהגדרהלפיש-כךניקח ε > 0𝐿 − ε > 0𝑏 > 𝑎𝑥 > 𝑏

ונקבלמשותףמכנהנעשהמתקיים 𝐿 − ε < 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) < 𝐿 + ε

.𝑔(𝑥)(𝐿 − ε) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ (𝐿 + ε)𝑔(𝑥)
להוכיח.שרצינומהאתקיבלנוIההשוואהמבחןלפי

∎

אינטגרל פרנל

0

∞

∫ sin(𝑥2)𝑑𝑥

𝑥משתניםשינוינעשה = 𝑡 ⇒ 𝑥2 = 𝑡 ⇒ 𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥 ⇒ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
2𝑥 = 𝑑𝑡

2 𝑡

0

∞

∫ sin(𝑥2)𝑑𝑥 = 1
2

0

∞

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡

[0, ∞) = [0, π
2 ] + [ π

2 , ∞)

0

+∞

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 =
0

π
2

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 +
π
2

∞

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡

𝑡→0
lim sin(𝑡)

𝑡
=

𝑡→0
lim 𝑡·sin(𝑡)

𝑡· 𝑡
= 0

אמיתי.האינטגרלהגבול,חישובלפי
0

π
2

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡

דור עזריה
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:אמיתי)(הלאהימיניהאינטגרלאתרקנחקורלכן
π
2

∞

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 

,בחלקים:אינטגרציהנעשה 𝑢 = 1
𝑡

 ⇒ 𝑑𝑢 =− 𝑡
2 𝑑𝑡𝑑𝑣 = sin(𝑡)𝑑𝑡 ⇒ 𝑣 =− cos(𝑡)

π
2

∞

∫ sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 =− cos(𝑡)
𝑡

| π
2

∞ − 1
2

π
2

∞

∫ cos(𝑡)𝑑𝑡

𝑡3

cos(𝑡)

𝑡3
≤ 1

𝑡
3
2

𝑝ו-מאחר = 3
2 > 1

מתכנס.האינטגרללכן
0

∞

∫ sin(𝑥2)𝑑𝑥

פונקציותסדרות וטורי

השאלה העיקרית שתעסיק אותנו היא אילו תכונות של פונקציות נשמרות תחת גבול,

?fל-מועברותשלמהתכונותאילוfלפונקציהמתכנסתפונקציותסדרתאםכלומר: {𝑓
𝑛
(𝑥)}

𝑛=1
∞𝑓

𝑛

הגדרה

ומתקייםבנקודהמתכנסשסדרהאומריםאנו {𝑓
𝑛
(𝑥)}

𝑛=1
∞𝑥

0𝑛→∞
lim 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥

0
)

לדוגמה
𝑛→∞
lim {(1 +

𝑥
0

𝑛 )𝑛} = 𝑒
𝑥

0

סדרה של התכנסות במידה שווה של פונקציה

)xב-(ולאקייםלכלאםשווהבמידהמתכנסתשלשסדרהאומריםאנו {𝑓
𝑛
(𝑥)}

𝑛=1
∞ϵ > 0𝑁(ϵ)

.מתקייםש-כך 𝑛 > 𝑁(ϵ)𝑓
𝑛
(𝑥) − 𝑓(𝑥)| | < ϵ

דוגמה
שווה?במידהרציפההפונקציותסדרתהאם 𝑓

𝑛
(𝑥) = { 𝑛·𝑥

1+𝑛2·𝑥2 } ,  1
2 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑓
𝑛
(𝑥) − 𝑓(𝑥)| | = 𝑛𝑥

1+𝑛2·𝑥2 < 1
𝑛·𝑥 < 2

𝑛 < ϵ

מתכנסת.סדרה←שווהבמידהבקטעלכל 𝑁 = 2
ϵϵ > 0[ 1

2 , 1]

מבוא
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𝑓.פונקציות:שלטוריהא
1
(𝑥), 𝑓

2
(𝑥),...., 𝑓

𝑛
(𝑥),....

ונקבל:הפונקציותשלהסדרהסכוםאתנרכיב
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥) = 𝑓

1
(𝑥) + 𝑓

2
(𝑥) +.... + 𝑓

𝑛
(𝑥) +...

.מספרים:טורנקבלאנוכאשר 𝑥 = 𝑥
0

𝑓
1
(𝑥

0
) + 𝑓

2
(𝑥

0
) +... + 𝑓

𝑛
(𝑥

0
) +..

.בקטעמתכנסהטוראזיאם 𝑎 < 𝑥 < 𝑏(𝑎, 𝑏)

טענה

מתכנס.הטורשלכלפירושובקטעמתכנספונקציונאליטור
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

טור חזקות

טורשלפרטימקרההואזהטור,ב-שמרכזוחזקותטורנקראטור
𝑛=0

∞

∑ 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛𝑥 = 𝑥

0

פונקציות.

הטורשעבורוxשלערךכלעבורמוגדרתאשרפונקציהמגדירזהטור 𝑓(𝑥) =
𝑛=0

∞

∑ 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛

מתכנס.
מספרים.טורמתקבלהחזקותבטורשנציבxשלערךכלעבור

במידה שטור זה מתכנס, ערך הפונקציה מוגדר כסכום הטור.
הטור.שלההתכנסותתחוםתקראמתכנסהטורעבורםxה-ערכיקבוצת

𝑛=0

∞

∑ 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛 = 𝑎

0
+ 𝑎

1
(𝑥 − 𝑥

0
)1 + 𝑎

2
(𝑥 − 𝑥

0
)2 +.... + 𝑎

𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛 +....

המקדמים.שלהכלליהאיברהואכאשרמספריםטורמקדמיסדרתהם 𝑎
0
, 𝑎

1
, 𝑎

2
,..., 𝑎

𝑛
,...𝑎

𝑛

הטור.שלהכלליהאיברהוא 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛

הערה
(נתון).ידועשהטוראומריםאזימספריםטורשלהמקדמיםלנוידועאם 𝑎

0
, 𝑎

1
, 𝑎

2
,....

הגדרה

דור עזריה
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.בסביבתמפותחהטור
𝑛=0

∞

∑ 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛𝑥

0

הגדרה

.שבסיסוחזקותטורלפימפותחהטור
𝑛=0

∞

∑ 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛(𝑥 − 𝑥

0
)

.כאשרחזקות:טורשלפרטימקרה● ∑ 𝑎
𝑛

· 𝑥𝑛𝑥
0

= 0

∑.הכלליהאיברמציאתעלמבוססהכל 𝑎
𝑛

· (𝑥 − 𝑥
0
)𝑛

טורהינוזהטור,xשלערךכלעבור.ב-שמרכזוהחזקותטורעללמשלנסתכל
𝑛=0

∞

∑ 2(𝑥 − 1)𝑛𝑥 = 1

אם"םמתכנסזהטור,לפיכךמנהבעלהנדסי/גיאומטרי 𝑞 = 𝑥 − 1− 1 < 𝑥 − 1 < 1
.כלומרהפתוחהקטעהיינוזהטורשלההתכנסותתחום (0, 2)0 < 𝑥 < 2

.מתקייםזהבתחוםxכלעבורבנוסף,
𝑛=0

∞

∑ 2 · (𝑥 − 1)𝑛 = 2
2−𝑥

.שסכומוההנדסי:הטוראתנקבלזהבטורנציבלמשלאם 𝑥 = 1 1
2

𝑛=0

∞

∑ 2 · ( 1
2 )𝑛2

1−1 1
2

= 4

משפט אבל

בנקודה-שמרכזוקטעהואהחזקותטורשלההתכנסותתחום
𝑛=0

∞

∑ 𝑎
𝑛
(𝑥 − 𝑥

0
)𝑛𝑥 = 𝑥

0

−),כלומר כל הציר הממשי.ייתכן מאוד גם שהקטע הוא ∞, ∞)
הטור.שלההתכנסותרדיוסשיקרא,ממשימספרקיים 𝑅 ≥ 0

ההתכנסות.רדיוסהואRכאשרחזקותטורשלהתכנסותתחום 𝑥 − 𝑥
0| | < 𝑅

− 𝑅 < 𝑥 − 𝑥
0| | < 𝑅

הגדרה
מתבדר.הואומבחוץמתכנסהטורהרדיוסבתוךכאשרהטור,שלההתכנסותרדיוסהואRהרדיוס

נוסחאות:שתיישנןRרדיוסאתלמצואמנתעל
𝑅אדמר:קושי.1 = 1

𝑛→∞
lim 𝑛 𝑎

𝑛| |

2.𝑅 =
𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛

𝑎
𝑛+1

|||
|||

דור עזריה
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משפט
רדיוס:Rעםחזקותטוריהי

תחום ההתכנסות.1
.לכלמתכנסהטורההתכנסותרדיוסאם 𝑅 = ∞𝑥 ∈ ℝ
בלבד.עבורההתכנסותרדיוסאם 𝑅 = 0𝑥 = 𝑥

0

בהחלט,מתכנסהטורלכלההתכנסותרדיוסאם 0 < 𝑅 < ∞𝑥
0

− 𝑅 < 𝑥 < 𝑥
0

+ 𝑅

לגופו.מקרהכללבדוקצריךבקצוותמתבדר.הטוראחרת, 𝑥 = 𝑥
0

± 𝑅

0לכל.2 < 𝑟 < 𝑅
𝑥]בקטעשווהבמידהמתכנסהטור

0
− 𝑟, 𝑥

0
+ 𝑟]

דוגמה

(𝑥 − 2) + 1

22 (𝑥 − 2)2 + 1

32 (𝑥 − 2)3 +...
𝑛=1

∞

∑ 1

𝑛2 · (𝑥 − 2)𝑛 =

:Rהרדיוסאתנמצא:(דלמבר)2נוסחהלפי 𝑎
𝑛

= 1

𝑛2  ,  𝑎
𝑛+1

= 1

(𝑛+1)2

𝑅 =
𝑛→∞
lim

𝑎
𝑛

𝑎
𝑛+1

|||
||| =

𝑛→∞
lim ( 𝑛+1

𝑛 )2 = 1 ,  𝑥 − 2| | < 1,  𝑥
0

= 2 ,  − 1 < 𝑥 − 2 < 1 / + 2 → 1 < 𝑥 < 3

נוספת,חקירהממנודורשזהולכן1,3בקצוותקורהמהיודעיםאיננואבל,משפטלפי
נציב את ערכי הקצוות בפונקציה נחקור את הטור ונבחן את ההתכנסות שלו עבור כל ערך:

.הינו:הטורx=1ב-●
𝑛=1

∞

∑ (−1)𝑛

𝑛2 = 1 + 1

22 − 1

32 + 1

42 −...

זהו טור בעל סימנים מתחלפים אשר מתכנס על פי מבחן לייבניץ.

מתכנס.הטורולפיהיינו:הטורx=3ב-●
𝑛=1

∞

∑ 1𝑛

𝑛2 = 1 + 1

22 + 1

32 + 1

42 +...𝑝 = 2 > 1 ,  1

𝑛𝑝

1.לכלמתכנסהטורבקצוותהטורהתכנסותבדיקתלפילכן ≤ 𝑥 ≤ 3
טור טיילור ומקלורן

טור.לכלה-אתלמצואאיךטכניקהנתנוטיילור-מקלורן 𝑎
𝑛

משפט
אינסוף,עדגזירהוהיאבקטעמוגדרתשהפונקציהנניח 𝑓(𝑥)[𝑎, 𝑏]

נקודות2לכלמתקייםולכללכלאזי 𝑛 > 0𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]𝑓(𝑛)(𝑥)| | ≤ 𝑘(𝑥, 𝑥
0
) ∈ [𝐴, 𝐵]

הפונקציה.גזירותשלפעמיםnה-מספרזהוכאשר (𝑛)
טיילור.לפיהפונקציהאתלפתחשאפשראומרתזאת,טיילורטורמתקייםאזי 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥
0
) +

𝑓'(𝑥
0
)

1! · (𝑥 − 𝑥
0
)1 +

𝑓''(𝑥
0
)

2! · (𝑥 − 𝑥
0
)2 +....

דור עזריה
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טיילור.מקדמיהם 𝑎
0
, 𝑎

1
, 𝑎

2
..... = 𝑓(𝑥

0
),  

𝑓'(𝑥
0
)

1! ,
𝑓''(𝑥

0
)

2! ,...

𝑥.כאשרטיילורשלפרטימקרהנתןמקלורן
0

= 0

מקלורן -𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · (𝑥)1 + 𝑓''(0)

2! · (𝑥)2 +....

.0בנקודהפונקציותשלערכיםלחישובנוחטורהואמקלורןטור●

פיתוח פונקציות אלמנטריות

𝑥;מקלורןלפי
0

= 0𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑎
0

= 𝑓(0) = 1

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! = 1

𝑎
2

= 𝑓''(0)
2! = 1

2!

𝑎
3

= 𝑓'''(0)
3! = 1

3!

𝑎
𝑛

= 𝑓(𝑛)(0)
𝑛! = 1

𝑛!

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · 𝑥 + 𝑓''(0)

2! · 𝑥2 + 𝑓'''(0)
3! · 𝑥3 +.... + 𝑓(𝑛)(0)

𝑛!

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥
1! + 𝑥2

2! +... + 𝑥𝑛

𝑛! +... =
𝑛=0

∞

∑ 𝑥𝑛

𝑛!

𝑥;מקלורןלפי
0

= 0𝑓(𝑥) = sin 𝑥

𝑓(𝑥) = sin 𝑥
𝑎

0
= 𝑓(0) = 0

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! = 1

𝑎
2

= 𝑓''(0)
2! = 0

𝑎
3

= 𝑓'''(0)
3! =− 1

3!

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · 𝑥 + 𝑓''(0)

2! · 𝑥2 + 𝑓'''(0)
3! · 𝑥3 +.... + 𝑓(𝑛)(0)

𝑛! ·

sin 𝑥 = 𝑥 − 𝑥3

3! + 𝑥5

5! − 𝑥7

7! +...
אי-זוגייםאיבריםרקיהיהבטוראי-זוגיש-בגלל sin 𝑥

𝑥;מקלורןלפי
0

= 0𝑓(𝑥) = cos 𝑥

𝑓(𝑥) = cos 𝑥
𝑎

0
= 𝑓(0) = 1

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! = 0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · 𝑥 + 𝑓''(0)

2! · 𝑥2 + 𝑓'''(0)
3! · 𝑥3 +.... + 𝑓(𝑛)(0)

𝑛!

cos 𝑥 = 1 − 𝑥2

2! + 𝑥4

4! − 𝑥6

6! +...
זוגייםאיבריםרקיהיהבטורזוגיש-בגלל cos 𝑥

דור עזריה
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𝑎
2

= 𝑓''(0)
2! =− 1

2!

𝑎
3

= 𝑓'''(0)
3! = 0

𝑥;מקלורןלפי
0

= 0𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥)

𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥)
𝑎

0
= 𝑓(0) = 0

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! = 1

𝑎
2

= 𝑓''(0)
2! =− 1

2!

𝑎
3

= 𝑓'''(0)
3! = 0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · 𝑥 + 𝑓''(0)

2! · 𝑥2 + 𝑓'''(0)
3! · 𝑥3 +.... + 𝑓(𝑛)(0)

𝑛!

𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2

2 + 𝑥3

3 − 𝑥4

4 +....

𝑥;מקלורןלפי
0

= 0𝑓(𝑥) = 1
1+𝑥

𝑓(𝑥) = 1
1+𝑥

𝑓'(𝑥) =− 1

(1+𝑥)2

𝑓''(𝑥) = 2

(1+𝑥)3

𝑓'''(𝑥) = −2·3

(1+𝑥)5

𝑓(4)(𝑥) = 4·3·2

(1+𝑥)6

𝑓(𝑥) = 1
1+𝑥

𝑎
0

= 𝑓(0) = 1

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! =− 𝑥

1!

𝑎
2

= 𝑓''(0)
2! = 2𝑥2

2!

𝑎
3

= 𝑓'''(0)
3! = −3·2·𝑥3

3!

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · 𝑥 + 𝑓''(0)

2! · 𝑥2 + 𝑓'''(0)
3! · 𝑥3 +.... + 𝑓(𝑛)(

𝑛

𝑓(𝑥) = 1
1+𝑥 = 1 + −𝑥

1! + 2𝑥2

2! + −3·2·𝑥3

3! + 4·3·2·𝑥4

4! ....

= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 −....... + 𝑥𝑛 +... =
קיבלנו טור עם סימנים מתחלפים:

1
1+𝑥 =

𝑛=0

∞

∑ (− 1)𝑛 · 𝑥𝑛

𝑥;מקלורןלפי
0

= 0𝑓(𝑥) = 1
1−𝑥

𝑓(𝑥) = 1
1−𝑥

𝑓'(𝑥) = 1

(1−𝑥)2

𝑓''(𝑥) = 2

(1−𝑥)3

𝑓'''(𝑥) = 2·3

(1−𝑥)4

𝑓(4)(𝑥) = 4·3·2

(1−𝑥)5

𝑓(𝑥) = 1
1−𝑥

𝑎
0

= 𝑓(0) = 1

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! = 𝑥

1!

𝑎
2

= 𝑓''(0)
2! = 2𝑥2

2!

𝑎
3

= 𝑓'''(0)
3! = 3·2·𝑥3

3!

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓'(0)
1! · 𝑥 + 𝑓''(0)

2! · 𝑥2 + 𝑓'''(0)
3! · 𝑥3 +.... + 𝑓(𝑛)(

𝑛

𝑓(𝑥) = 1
1−𝑥 = 1 + 𝑥

1! + 2𝑥2

2! + 3·2·𝑥3

3! + 4·3·2·𝑥4

4! +....

= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 +....... + 𝑥𝑛 +... =
1

1−𝑥 =
𝑛=0

∞

∑ 𝑥𝑛

דור עזריה
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פיתוח פונקציות לא אלמנטריות

במקרים רבים לא קל למצוא את המקדמים של טיילור בדרך המקובלת בגלל שהנגזרת מסובכת,
לכן נעזר בשיטות אלגבריות וננסה לדמות את הפונקציה הנתונה שלנו לפיתוח סטנדרטי של

,sin(𝑥)למשל:כמולנוהמוכרותאלמנטריותפונקציות  𝑒𝑥,  cos(𝑥),  ln(1 + 𝑥) ,  1
1+𝑥 ,  1

1−𝑥

𝑓(𝑥) = 1

𝑥2+2𝑥−3
= 1

(𝑥+3)(𝑥−1) =

𝐴
𝑥+3 + 𝐵

𝑥−1 = 1
4 · 1

𝑥−1 − 1
4 · 1

𝑥+3 =

=− 1
4 · 1

1−𝑥 − 1
4 · 1

𝑥+3

לנו,מוכרתהפונקציהכילבנשים 1
1−𝑥

לפונקציהדומההפונקציהבנוסף 1
𝑥+3

1
1+𝑥

לכן נסדר אותה בעזרת שיטות אלגבריות,
ונקבל:הפונקציהאת3ב-נחלק

1
3 · 1

1+ 𝑥
3

∼ 1
1+𝑥

𝑓(𝑥)קיבלנו = 1
4 [− 1

3 · 1
1+ 𝑥

3

− 1
1−𝑥 ] =

= 1
4 [− 1

3 (1 − 𝑥
3 + 𝑥2

32 − 𝑥3

33 +...) − (1 +

⇐ 1

𝑥2+2𝑥−3
=− 1

4 [
𝑛=0

∞

∑ 1
3 (− 𝑥

3 )𝑛 +
𝑛=0

∞

∑ 𝑥𝑛]

⇐אנחנו לא חישבנו בעזרת מקדמים!
בליRהטורשלהתכנסותרדיוסלמצואכדי

להשתמש בנוסחת קושי-אדמר יש שיטה שיכולה
נתבונן:,Rה-במציאתזמןהרבהלנולחסוך

𝑓(𝑥) = 1
4 [− 1

3 · 1
1+ 𝑥

3

− 1
1−𝑥 ]

הנדסי,טורשלסכוםהואהטורעבור 1
1+ 𝑥

3

𝑞 = 𝑥
3

|| || < 1\ · 3

𝑥| | < 3
כאשרמתכנסהואהטורעבור 1

1−𝑥𝑥| | < 1

|𝑥תחומיםשתילנויש | < 3 ∧ 𝑥| | < 1
נבחר תחום שיהיה חוקי בעבור שני הטורים

.התחוםוזה 𝑥| | < 1 = 𝑅

𝑓(𝑥)הפונקציהנתונה = 1
3−2𝑥

מצאו פיתוח טיילור לפי טור-חזקות כך שבסיס
.בסביבתיהיההשבר (𝑥 − 3)𝑥

0
= 3

נמצא את המקדמים:
𝑎

0
= 𝑓(3) =− 1

3

מסובכתשהנגזרתלבנשים ⇐ 𝑎
1

= 𝑓'(3)
1!

לכן נפעל בשיטות אלגבריות ונלביש על
⇐הפונקציה פיתוח של פונקציות אלמנטריות

⇐המשך...
𝑓(𝑥) = 1

3−2(𝑥−3)−6 = 1
−3−2(𝑥−3) =− 1

3 · 1
1+ 2

3 (

=− 1
3 · [1 − 2

3 (𝑥 − 3) + 22

32 (𝑥 − 3)2 − 23

33 (𝑥

=− 1
3 + 2

32 (𝑥 − 3) − 22

32 (𝑥 − 3)2 + 23

34 (𝑥 − 3

1ב-נתבונןרדיוס,Rאתנמצא
1+ 2

3 (𝑥−3)
∼ 1

1+𝑥

2
3 (𝑥 − 3)|| || < 1 = 𝑅

𝑥 − 3| | < 3
2 = 𝑅

דור עזריה



2אינפיניטסימליחשבון||90

𝑓(𝑥)לפונקציהפיתוחמצאו = 𝑒−𝑥2

מקלורן):(לפיבסביבת 𝑥
0

= 0

נמצא מקדמים:
𝑎

0
= 𝑓(0) = 1

𝑎
1

= 𝑓'(0)
1! →𝑓'(𝑥) =− 2𝑥 · 𝑒−2𝑥 = 0

𝑒𝑥שלהסטנדרטיתבשיטהנשתמשלכןמסובכתהנגזרת = 1 + 𝑥
1! + 𝑥2

2! +......

ונקבל:נציב 𝑥 → (− 𝑥2)

𝑒−𝑥2

= 1 − 𝑥2

1! + 𝑥4

2! −.....

הואשלההתכנסותרדיוס 𝑒𝑥− ∞ < 𝑅 < ∞

𝑓(𝑥)לפונקציהפיתוחמצאו = sin2(𝑥)
מקלורן):(לפיבסביבת 𝑥

0
= 0

נמצא מקדמים:
𝑎

0
= 𝑓(0) = 0

𝑎
1

= 𝑓'(0) = 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) = 0

הנגזרת מסובכת לכן נשתמש בשיטה הסטנדרטית וזהויות:

𝑠𝑖𝑛2(𝑥) = 1−cos(2𝑥)
2 = 𝑓(𝑥)

= 1
2 − 1

2 · cos(2𝑥) = 𝑓(𝑥)

cos(𝑥)שלהסטנדרטיבפיתוחנשתמש

cos(2𝑥) = 1 − (2𝑥)2

2! + (2𝑥)4

4! −....

−לכלהואההתכנסותרדיוס ∞ < 𝑅 < ∞

דור עזריה
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משפטים לטורים פונקציונליים וטורי חזקות

(מבחן ויירשטראס)משפט

וחיובימספריטורקייםאםEבתחוםשמוגדרהפונקציונאליהטורנתון
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

𝑘=1

∞

∑ 𝑎
𝑘

שווה.במידהמתכנסהטורמסויםkמ-החל.ומתקייםלכל 𝑥 ∈ 𝐸𝑓
𝑘
(𝑥)| | ≤ 𝑎

𝑘
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

.הטורשללהתכנסותתלויהטורשלהתכנסותאומרת,זאת
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

𝑘=1

∞

∑ 𝑎
𝑘

הוכחה

ולכלקייםpטבעימספרשלכלאומרתזאתמתכנסאםקושיקריטריוןלפי
𝑘=1

∞

∑ 𝑎
𝑘

𝑁(ϵ)ϵ > 0

נקבלפונקציותלטורנעבוראםמתקיים
𝑘=𝑛+1

𝑛+𝑝

∑ 𝑎
𝑘

< ϵ

.
𝑘=𝑛+1

𝑛+𝑝

∑ 𝑓
𝑘
(𝑥)

||||

||||
≤

𝑘=𝑛+1

𝑛+𝑝

∑ 𝑓
𝑘
(𝑥)| | ≤

𝑘=𝑛+1

𝑛+𝑝

∑ 𝑎
𝑘

< ϵ

לכלשווהבמידהמתכנסקושיקריטריוןלפי
𝑘=𝑛+1

𝑛+𝑝

∑ 𝑓
𝑘
(𝑥)

||||

||||
< ϵ𝑥 ∈ 𝐸

.ש-כךקייםלכלומתקיים ϵ > 0𝑁(ϵ)𝑛 > 𝑁(ϵ)
∎

משפט

והטורEבתחוםרציפותהפונקציותסדרתנתונה {𝑓
𝑛
(𝑥)}

𝑛=1
∞𝑆(𝑥) =

𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

.Eבתחוםרציפהאז,ל-שווהבמידהמתכנס 𝑆(𝑥)𝑆(𝑥)

.Eבתחוםשווהבמידהמתכנסשהטורחייברציפהתהיהש-כדיאומרתזאת 𝑆(𝑥)
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

דור עזריה
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הוכחה
שכאשרקייםלכלאומרתזאתש-כךבקטערציפהש-נניח 𝑆(𝑥)𝑥 = 𝑥

0
𝑥 ∈ 𝐸ϵ > 0δ > 0𝑥 ∈ 𝐸

מתכנסשהטורידועניקח.וגםשמקיים 0 < 𝑥 − 𝑥
0| | < δ𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑥

0
)| | < ϵϵ > 0

𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

מתקייםnשלכלכךקייםולכללכלשווה.במידה ϵ > 0𝑥 ∈ 𝐸𝑁(ϵ)𝑛 > 𝑁(ϵ)

מורכבהפונקציה.ו- 𝑟
𝑛
(𝑥)| | =

𝑘=𝑛+1

∞

∑ 𝑓
𝑘
(𝑥)| | < ϵ

3𝑆
𝑛
(𝑥)𝑆

𝑛
(𝑥) = 𝑓

1
(𝑥) + 𝑓

2
(𝑥) +..... + 𝑓

𝑛
(𝑥)

מתקייםשלכלכךקייםאזב-רציפותפונקציותהאיבריםכל 𝑓
𝑛

𝑥
0

δ > 0𝑥 ∈ 𝐸0 < 𝑥 − 𝑥
0| | < δ

להעריך,נתחיל.מתקיים 𝑆
𝑛
(𝑥) − 𝑆

𝑛
(𝑥

0
)| | < ϵ

3

𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑥
0
)| | =  [ 𝑆

𝑛
(𝑥) + 𝑟

𝑛
(𝑥) ] − [𝑆

𝑛
(𝑥

0
) + 𝑟

𝑛
(𝑥

0
) | | ≤ 𝑆

𝑛
(𝑥) − 𝑆

𝑛
(𝑥

0
)| | + 𝑟

𝑛
(𝑥)+ 𝑟

𝑛
(𝑥

0
)| | ≤

≤ ϵ
3 + 𝑟

𝑛
(𝑥)| | + 𝑟

𝑛
(𝑥

0
)| | = ϵ

.מתקייםמתקייםלכללכן 𝑥 ∈ 𝐸0 < 𝑥 − 𝑥
0| | < δ𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑥

0
)| | < ϵ

∎

מסקנה
Eהתחוםבאותורציפהלאלפונקציהמתכנסרציפותפונקציותשלטורשלסכוםאם 𝑆(𝑥)𝑆(𝑥)

אז הטור לא מתכנס במידה שווה.

משפט

הטורסכום,ויהאבקטערציפותפונקציותשלסדרהנתונה {𝑓
𝑛
(𝑥)}[𝑎, 𝑏]𝑆(𝑥)𝑆(𝑥) =

𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

.אזיבקטעל-שווהבמידהמתכנס 𝑆(𝑥)[𝑎, 𝑏]
𝑎

𝑏

∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏

∫(
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥))𝑑𝑥 =

𝑛=1

∞

∑
𝑎

𝑏

∫ 𝑓
𝑛
(𝑥)𝑑𝑥

הערה - לפי משפט זה אנו יכולים לבצע אינטגרציה וגזירה לכל איבר בטור.

הוכחה

שכלמשפטלפיאזישווהבמידהומתכנסבקטערציפותהפונקציותסדרתנתונה {𝑓
𝑛
(𝑥)}

𝑛=1
∞[𝑎, 𝑏]

אינטגרביליות.הןאזירציפהוגםומאחראינטגרביליתהיאבקטערציפהפונקציה [𝑎, 𝑏]𝑆(𝑥)
ש-כךקייםשלכללהראותמספיקההוכחהאתלהשליםכדי ϵ > 0𝑁(ϵ)𝑛 > 𝑁(ϵ)

.מתקיים:
𝑎

𝑏

∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥 −
𝑘=1

∞

∑
𝑎

𝑏

∫ 𝑆
𝑘
(𝑥)𝑑𝑥

||||

||||
< ϵ

נקבעכך:אחרת,בצורהאתנרשום 𝑆(𝑥)𝑆(𝑥) = 𝑓
1
(𝑥) + 𝑓

2
(𝑥) +... + 𝑓

𝑛
(𝑥) + 𝑟

𝑛
(𝑥)ϵ > 0

דור עזריה
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ונקבלאינטגרציהנבצעלכלש-כך 𝑟
𝑛
(𝑥)| | < ϵ

𝑏−𝑎𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝑎

𝑏

∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑘=1

𝑛

∑
𝑎

𝑏

∫ 𝑓
𝑘
(𝑥)𝑑𝑥 +

𝑎

𝑏

∫ 𝑟
𝑛
(𝑥)𝑑𝑥

נעריך

𝑎

𝑏

∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥 −
𝑘=1

𝑛

∑
𝑎

𝑏

∫ 𝑓
𝑘
(𝑥)𝑑𝑥

||||

||||
=

𝑎

𝑏

∫ 𝑟
𝑛
(𝑥)𝑑𝑥

||||

||||
≤

𝑎

𝑏

∫ 𝑟
𝑛
(𝑥)𝑑𝑥 < ϵ

𝑏−𝑎 ·
𝑎

𝑏

∫ 𝑑𝑥 = ϵ
𝑏−𝑎 · (𝑏 − 𝑎) = ϵ

∎

מסקנה

לסכוםבקטעשווהבמידהמתכנסטורשאםלמסקנההגענוזהמשפטלפי
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)[𝑎, 𝑏]𝑆(𝑥)

.בקטעאינטגרביליתכלומראזי
𝑎

𝑏

∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛=1

∞

∑
𝑎

𝑏

∫ 𝑓
𝑘
(𝑥)𝑑𝑥𝑓

𝑛
(𝑥)[𝑎, 𝑏]

משפט

בקטעוגזירותרציפותהפונקציותסדרתנתונה {𝑓
𝑛
(𝑥)}

𝑛=1
∞[𝑎, 𝑏]

במידהגםמתכנסהנגזרתשלהטוראזישווהבמידהמתכנסוהטור 𝑆(𝑥) =
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥)

𝑛=1

∞

∑ 𝑓'
𝑛
(𝑥)

שווה.

הטור.איבריכלאתלגזורשאפשראומרתזאתומתקיים 𝑆'(𝑥) = (
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥))' =

𝑛=1

∞

∑ 𝑓'
𝑛
(𝑥)

הוכחה

ש-להוכיחצריךאינטגרבילית,קודםמשפטלפיטורשלסכוםנסמן 𝑆(𝑥)
𝑛=1

∞

∑ 𝑓'
𝑛
(𝑥)𝑆(𝑥)

אותה.ונגזורחדשהפונקציהנבנה 𝑆(𝑥) = 𝑆'(𝑥)𝑆(𝑥)𝑑𝑥𝑔(𝑥) =
𝑎

𝑥

∫

𝑔(𝑥) =
𝑎

𝑥

∫[
𝑘=1

∞

∑ 𝑓'
𝑘
(𝑡)]𝑑𝑡 =

𝑘=1

∞

∑
𝑎

𝑥

∫ 𝑓'
𝑘
(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑘=1

∞

∑ [𝑓
𝑘
(𝑥) − 𝑓

𝑘
(𝑎)] = 𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑎)

ונקבלהמשוואהאתנגזורש-אומרתזאת 𝑔(𝑥) = 𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑎)𝑔'(𝑥) = 𝑆'(𝑥)

דור עזריה
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ש-מוכיחזהמקבליםמשיווןולכן 𝑔'(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝑆(𝑥) = 𝑆'(𝑥)𝑆'(𝑥) = (
𝑛=1

∞

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥))' =

𝑛=1

∞

∑ 𝑓'
𝑛
(𝑥)

.
∎

.כאשרהסכוםאתמצאו 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 +...𝑥| | < 1
פתרון- נשתמש בטור הנדסי בסכום אינסופי:

𝑆 =
𝑎

1

1−𝑞 < 1
1−𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +.... + 𝑥𝑛 +...

1מבוקשטורשלסכוםלמצואכדי + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 +...

ונקבל:הידועהטוראתנגזור 1
1−𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +.... + 𝑥𝑛 +...

. 1

(1−𝑥)2 = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 +.....

.כאשרהטורשלהסכוםאתמצאו 𝑥 + 𝑥2

2 + 𝑥3

3 +....𝑥| | < 1
פתרון- נשתמש בטור הנדסי בסכום אינסופי:

𝑆 =
𝑎

1

1−𝑞 < 1
1−𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +.... + 𝑥𝑛 +...

𝑥מבוקשטורשלסכוםלמצואכדי + 𝑥2

2 + 𝑥3

3 +....

1הידועלטוראינטגרלנבצע
1−𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +.... + 𝑥𝑛 +...

ולכןבסביבהמפותחהטור 𝑥| | = 𝑥 − 0| | < 1
0

𝑥

∫ 1
1−𝑥 𝑑𝑥 =

1

1−𝑡

∫ −𝑑𝑡
𝑡 =− ln 𝑡|

1
1−𝑡 =− ln 1 − 𝑥| |

− .ונקבל: ln( 1 − 𝑥| |) = 𝑥 + 𝑥2

2 + 𝑥3

3 +....

רב משתניםפונקציות
𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑣 = 𝑓(𝑥
1
, 𝑥

2
,....., 𝑥

𝑛
)

𝑧,משתנים2שלפונקציהניקח = 𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 → 𝑅3

דור עזריה
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פונקציה זו נקראת משטח כאשר מדובר במימד השלישי.

,
𝑥→𝑥

0
 , 𝑦→𝑦

0

lim 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑅2 → 𝑅3

𝑅3.שלההיטלנקראזהאיור

נגזרות חלקיות
.הנקודהבסביבתהמוגדרתפונקציהתהי 𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑥

0
, 𝑦

0
)

קייםהוא(אםהגבולידיעלמוגדרתxלפיהחלקיתהנגזרת
וסופי)

ϑ𝑓
ϑ𝑥 =

∆𝑥→0
lim 𝑓(𝑥+∆𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑥

קייםהוא(אםהגבולידיעלמוגדרתyלפיהחלקיתהנגזרת
וסופי)

ϑ𝑓
ϑ𝑦 =

∆𝑦→0
lim 𝑓(𝑥,𝑦+∆𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑦

כדי לפתור גזירה של כמה משתנים למעשה זוהי גזירה רגילה
פרמטרים.הםלדוגמהy,zכאשרxלמשלאחדמשתנהלפי

𝑧נתונה: = 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦2 + 𝑥2𝑦 + 10𝑥 − 10𝑦 + 7
.אתמצאו ϑ𝑧

ϑ𝑥 ,  ϑ𝑧
ϑ𝑦

ϑ𝑧
ϑ𝑥 = 𝑧'

𝑥
= 2𝑥𝑦2 − 𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 10

ϑ𝑧
ϑ𝑦 = 2𝑦𝑥2 − 2𝑦𝑥 + 𝑥2 − 10

𝑢(𝑟, 𝑝) = 2𝑅4sin2𝑝

דור עזריה
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ϑ𝑢
ϑ𝑟 = 8𝑟3sin2𝑝

ϑ𝑢
ϑ𝑝 = 2𝑟4 · 2 sin 𝑝 · cos 𝑝 = 2𝑟4 sin(2𝑝)

חלקיותנגזרותשל2סדר
x:ϑ2𝑓לפישניהנגזרת

ϑ𝑥2 = ϑ
ϑ𝑥 ( ϑ𝑓

ϑ𝑥 ) = 𝑓
𝑥𝑥

y:ϑ2𝑓לפישניהנגזרת

ϑ𝑦2 = ϑ
ϑ𝑦 ( ϑ𝑓

ϑ𝑦 ) = 𝑓
𝑦𝑦

𝑢(𝑥, 𝑦) = 4𝑥2𝑦3 − 7𝑥4𝑦 + 10𝑥𝑦 − 5𝑦
𝑢𝑥.אתלמצואצריך → 𝑢𝑥𝑥 ,  𝑢𝑦 → 𝑢𝑦𝑦

ϑ𝑢
ϑ𝑥 = 8𝑥𝑦3 − 28𝑥3𝑦 + 10𝑦

ϑ2𝑢

ϑ𝑥2 = 8𝑦3 − 84𝑥2𝑦 = 𝑢
𝑥𝑥

ϑ𝑢
ϑ𝑦 = 12𝑥2𝑦2 − 7𝑥4 + 10𝑥 − 5

ϑ2𝑢

ϑ𝑦2 = 24𝑥2𝑦 = 𝑢
𝑦𝑦

נגזרות מעורבות

x:ϑ2𝑢לפיגזירה
ϑ𝑥ϑ𝑦 = ϑ

ϑ𝑦 ( ϑ𝑢
ϑ𝑥 ) = 𝑢

𝑥𝑦

y:ϑ2𝑢לפיגזירה
ϑ𝑦ϑ𝑥 = ϑ

ϑ𝑥 ( ϑ𝑢
ϑ𝑦 ) = 𝑢

𝑦𝑎

𝑢 = 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 + 10𝑥𝑦 − 8𝑦
𝑢.מעורבות:נגזרותלמצואצריך

𝑥𝑦
,  𝑢

𝑦𝑥

𝑢
𝑥

= ϑ𝑢
ϑ𝑥 = 2𝑥𝑦3 − 3𝑥2𝑦2 + 10𝑦

𝑢
𝑥𝑦

= ϑ2𝑢
ϑ𝑥ϑ𝑦 = 6𝑥𝑦2 − 6𝑥2𝑦 + 10

𝑢
𝑦

= ϑ𝑢
ϑ𝑦 = 3𝑦2𝑥2 − 2𝑦𝑥3 + 10𝑥 − 8

𝑢
𝑦𝑥

= ϑ2𝑢
ϑ𝑦ϑ𝑥 = 6𝑥𝑦2 − 6𝑥2𝑦 + 10

וגם-מסקנה ϑ2𝑢
ϑ𝑥ϑ𝑦 = ϑ2𝑢

ϑ𝑦ϑ𝑥𝑢
𝑥𝑦

= 𝑢
𝑦𝑥
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פירוש הנדסי של נגזרות חלקיות

יק לעקומה בנקודה כלשהי הוא ישר העובר דרךמַשִּׁ
אותה נקודה, ושיפועו שווה לנגזרת העקומה באותה

נקודה. נקודת ההשקה היא הנקודה היחידה
המשותפת למשיק ולישר באזור ההשקה. המשיק

עשוי לחתוך את העקומה, או להשיק לה, בנקודות
אחרות, גם ליד נקודת ההשקה.

המשיקמשוואת,בנקודהגזירהפונקציהאם 𝑥
0

𝑦היאזובנקודה − 𝑓(𝑥
0
) = 𝑓'(𝑥

0
) · (𝑥 − 𝑥

0
)

מבחינה הנדסית נגזרות חלקיות מייצגת מישור משיק בין המשטח לבין הצירים.

משוואת מישור משיק
מפורשת.בצורהפונקציה 𝑧=𝑓(𝑥,𝑦)

𝐹(𝑥,𝑦,𝑧,)=0

𝑀(𝑥.השקהנקודת
0
, 𝑦

0
𝑧

0
)

ϑ𝐹(𝑀
0
)

ϑ𝑥 · (𝑥 − 𝑥
0
) +

ϑ𝐹(𝑀
0
)

ϑ𝑦 (𝑦 − 𝑦
0
) +

ϑ𝐹(𝑀
0
)

ϑ 𝑧 (𝑧 − 𝑧
0
) = 0

ϑ𝑓(𝑀
0
)

ϑ𝑥 (𝑥 − 𝑥
0
) +

ϑ𝑓(𝑀
0
)

ϑ𝑦 (𝑦 − 𝑦
0
) = 𝑧 − 𝑧

0

𝑥2.משטחנתון + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 11
𝑀בנקודהמשיקמישורמשוואתאתמצאו

0
( 6, 6

2 , 6
3 )

6במשטח:נשענתהנקודהאםתחילהנבדוק + 2 · 6
4 + 3 · 6

9 = 11
נגזור כל ביטוי:

:עבור 𝑥22 6 =
ϑ𝐹(𝑀

0
)

ϑ𝑥

2𝑦22:עבור 6 =
ϑ𝐹(𝑀

0
)

ϑ𝑦

3𝑧22:עבור 6 =
ϑ𝐹(𝑀

0
)

ϑ𝑧
נציב במשוואה שלנו:

2 6 · (𝑥 − 6) + 2 6 · (𝑦 − 6
2 ) + 2 6 · (𝑧 − 6

3 ) = 0

𝑥היא:שלנוהמשיקמישורשמשוואתונקבלמשותףגורםנוציא + 𝑦 + 𝑧 − 11
6
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-סוף-
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