
חישוביות
מחברת סיכום מתוך ההרצאות של דורון מור

2022אריאלאוניברסיטת



חישוביות||1

חישוביות - מחברת הרצאות
נערך ונכתב על-ידי דור עזריה

2022

ספר זה לא נבדק על ידי מרצה, יתכן שימצאו טעויות.

לסיכומים נוספים שלי במדעי המחשב ומתמטיקה:
https://dorazaria.github.io/

מוזמנים לעקוב אחרי ��:

LinkedIn: https://www.linkedin.com/in/dor-azaria/

GitHub: https://github.com/DorAzaria

דור עזריה

https://dorazaria.github.io/
https://www.linkedin.com/in/dor-azaria/
https://github.com/DorAzaria


חישוביות||2

חלק א' - חישוביות
3לקורסמבוא

5טיורינגמכונת

21אוניברסליתטיורינגמכונת

RE24ו-Rהמחלקות

43רדוקציות

59שלמותשפות

63רייסמשפט

BHP74-החסומההעצירהבעיית

78אי-דטרמיניסטיותטיורינגמכונות

94חישוביות-תרגילים

חלק ב' - סיבוכיות
97לסיבוכיותמבוא

NP104ו-Pהמחלקות

131פולינומיתרדוקציה

137שלמותNPשפות

SAT139השפה-הספיקותבעיית

156-שלמותNPלשפותדוגמאות

183הכרעהבעיותלמולחיפושבעיות

דור עזריה



חישוביות||3

מבוא לקורס

חישוביות
בעיות שניתן לפתור על ידי מחשב. תורת החישוביות היא הבסיס למדעי המחשב, והיא עוסקת במודלים לחישוב

מה מחשבים יכוליםובפונקציות הניתנות לחישוב במסגרתם. השאלה הבסיסית בתורת החישוביות היא:
אפשר לחשב. בעיית העצירה מהווה דוגמהבניגוד להנחה נפוצה, ישנן פונקציות שאילחשב, ומה לא?

לפונקציה שכזו: ניתן להוכיח כי אין תוכנית היכולה לקבל כקלט תוכנית כלשהי וקלט לאותה התוכנית, ולהכריע
האם התוכנית תעצור.

סיבוכיות
נחלק את עולם הבעיות שלנו לכמה מחלקות לפי סיבוכיות זמן הריצה שלהן. (או יעילות).

הנחוציםהמערכתמשאבישלמתמטימדדכליהיא)Complexity(באנגלית:סיבוכיותהמחשב,במדעי
, כלומר נבחן משך הזמן הנחוץזמן הריצהלפתרון בעיה נתונה באמצעות מחשב. המשאב העיקרי הנבחן הוא

ביצוע האלגוריתם. ניתן להביא בחשבון משאביםהנחוץ לשםהזיכרוןלשם ביצוע האלגוריתם. משאב נוסף הוא
מקבילי. התורה החוקרת סיבוכיות קרויה תורתנחוצים לשם פתרון הבעיה בעיבודמעבדיםנוספים, כגון כמה

הסיבוכיות. ענף הסיבוכיות נבדל מענף החישוביות, שבו נבחנת השאלה האם ניתן בכלל לפתור בעיה נתונה,
בלא קשר לכמות המשאבים הנחוצה.

מודל חישובי
גודל זיכרון, א"ב, סרט קלט). כשנדבר עלעם רכיבים מסוימים (למשל:מכונה תיאורטיתמודל חישובי הוא

מודלים חישוביים, נדבר על אלגוריתם כללי לפתרון הבעיה. באוטומטים ראינו מודלים חישוביים כגון אס"ד,
.מכונת טיורינגאסל"ד ואוטומט מחסנית. בקורס זה המודל החישובי העיקרי יהיה

פסוקים

.למשל:כמוCNFבצורתבוליאניתפונקציהשהואבפסוקנעסוק 𝑥
1

∨ 𝑥
2

‾ ∨ 𝑥
4( ) ∧ 𝑥

2
∨ 𝑥

3
‾ ∨ 𝑥

4( )
.TRUEשנקבלכדיהאלההמשתניםבכלT/Fערכילהציבדרךישהאםמגדירהלפסוקמספקת""השמה

CNFפסוק
(פסוקיות).אחריםפסוקיםהרבהשל"וגם"הואכולוהפסוקאםCNFהואפסוק

).FאוTלמשלכמואטומיים(משתניםליטרליםשל"או"היאפסוקיתכל
בו.פסוקיתכלמספקתהיאCNFלפסוקמספקתהשמה-לבנשים ⇔

דור עזריה
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סוגי בעיות
ישנם שני סוגים של בעיות:

פתרון.קיים- אנחנו רוצים לדעת אםבעיית קיימות.1
הפתרון.מה- אנחנו רוצים לדעתבעיית חיפוש.2

אנו נעסוק בעיקר בבעיות הקיימות.

פתירות של בעיה
פתירות של בעיה היא ביחס למודל חישובי כלשהו, למשל מחשב או בן אדם (דף ועט).

אם האלגוריתם מצליח לפתור מקרה פרטי בבעיה- הכוונה שאין פתרון כללי לבעיה. כלומר,בעיות לא פתירות
זה לא אומר שקיים פתרון כללי.

לפתרון הבעיה.המינימלינקבע לפי זמן הריצהניתן לסווג ל-"קשות" או "קלות". הסיווגבעיות פתירות
.הואהריצהזמןמשתנים,עםפסוקעבורלמשלהקלט.אורךשלפונקציההואהריצהזמן 𝑛𝑂(𝑛)

בעיה קשהבעיה קלה

הגדרה
אלגוריתם שיודעקייםבעיה היא קלה אם

.פולינומילפתור את הבעיה בזמן ריצה
אלגוריתם צריך זמןכלבעיה היא קשה אם

בגודל הקלט.לפחות אקספוננציאליריצה

של אלגוריתם בעללהראות קיימותמספיקשיטתיות
את זמן הריצה.להוכיחזמן ריצה פולינומי ו

שלא קיים אף אלגוריתם פולינומילהוכיחיש
שיפתור אותה.

דוגמה כללית
ולא מספקת

בעיית המסלול הטוב ביותר - נפתור בעזרת

שאכןב-Floyd-Warshallאלגוריתם 𝑂(𝑛3)
בזמן ריצה פולינומי.

אלגוריתם שפותר בעיה מסויימת בזמן ריצה

(אקספוננציאלי).לפחות 𝑂(2𝑛)
ולא קיים אלגוריתם יותר יעיל מזה.

ייצוג בעיה על ידי שפה
עובדת.היאעליוהאובייקטשלקידודכקלטתקבלטיורינגמכונות < 𝑋 >𝑋

.ב-מסומןאובייקטכלשלוהקידודועוד..פולינוםפסוק,גרף,להיותיכולאובייקט 𝑋< 𝑋 >
תפעלואזהגרףקידודאתכקלטתקבלהטיורינגמכונת,גרףשלקשירותבעייתעבור-לדוגמה 𝑋𝑀< 𝑋 >

על הקידוד הזה.

דור עזריה
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מכונת טיורינג

מבוא
Turing(טיורינגמכונת Machine(אביטיורינגאלןשהציעמודלהוא)המחשב.המצאתטרםהמחשב)מדעי

המכונה מתוארת באופן דמיוני כסרט אינסופי של תאים וראש קריאה בעל זיכרון סופי היכול לקרוא את תוכנו של
התא שמעליו הוא ממוקם, לכתוב באותו התא וכן לנוע ימינה או שמאלה על הסרט. המכונה מקבלת את הקלט

שלה באמצעות הסרט, עליו היא יכולה גם לכתוב, ולזוז כרצונה לכל נקודה על גביו.

מכונת טיורינג (מ"ט) מתארת בצורה פורמלית-מתמטית, כיצד ניתן לבצע פעולות חישוביות שונות כגון זיהוי
מילים השייכות לשפה פורמלית, ביצוע פעולות חיפוש ומיון בקלט ועוד, והיא למעשה האוטומט החזק ביותר

לביצוע חישובים, ולמעשה לעיתים המושג "חישוב" מוגדר על סמך פעולות הניתנות לביצוע באמצעות מ"ט.
התזה של צ'רץ'-טיורינג קובעת שכל חישוב או אלגוריתם בר-ביצוע, ניתן לתרגם למכונת טיורינג. מבחינה זו,

לכל מחשב.שקולהמכונת טיורינג

רכיבי מכונת טיורינג

כאשר:שביעייההיאטיורינגמכונת 𝑀𝑀 = 𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )

כלשהם.מצביםשלסופיתקבוצההיא● 𝑄
התחלתי.מצב● 𝑞

0

זהבמצב,סופילמצבשמגיעהעדרצההמכונההסופיים.המצביםקבוצתהינה● 𝐹 ⊆ 𝑄𝑞 ∈ 𝐹
המכונה תחליט אם המילה התקבלה או לא התקבלה.

הקלט.באמצעגםלכתובאפשר).הגדרה(לפיבסרטריקתאהמסמן"blank"נקרא● 𝑏‾𝑏‾ ∉ Σ𝑏‾

).(בדר"כהקלט.א"בהינה● Σ ⊆ ΓΣ = {0, 1}

).(בדר"כעבודהא"בהינה● ΓΓ = {0,  1,  𝑏‾}
.כך:המוגדרתהמעבריםפונקצייתהיא● δδ:  (𝑄\𝐹) × Γ → 𝑄 × Γ × {𝐿, 𝑆, 𝑅}

כלומר, הפונקציה קוראת: (מצב לא סופי ,אות מהסרט) ועוברת ל: (מצב, אות מהסרט, צעד).
.הראש:שלהזזהפעולותמכילההקבוצה● {𝐿, 𝑆, 𝑅}𝐿 = 𝐿𝑒𝑓𝑡,  𝑆 = 𝑆𝑡𝑎𝑦,  𝑅 = 𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡

דור עזריה
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תכונות מכונת טיורינג
אינסוף.עדלרוץעלולהאחרת,-סופילמצבכשתגיעתעצורמ"ט.1 𝑀
לראש.שמשמאלהסרטעלהתוויםכלרצףשהיאמילההוא:המכונהפלט.2 𝑦 ∈ Γ *
בתכנות.מוכריםבמערכיםכמו"0"ולא"1"הואהסרטשלהראשוןהתאשלהאינדקסהזה,בקורס.3
מלאות","לאפונקציותשלחישובמאפשרזהמוגדר.לאשלההפלטאזי,עלעצרהלאמ"טאם.4 𝑀𝑥

כלומר פונקציות שלאוו דווקא מוגדרות לכל קלט.
ישנן מכונות טיורינג המחשבות:.5

- נתמקד בפלט של המכונה.פונקציות○
דוחה/מגעיל).מצבאומקבלמצבהוא(כאשרסיימנובובמצבנתמקד-שפות○ 𝑞 ∈ 𝐹𝑞

כלומר, לא מעניין אותנו מה מכיל הפלט - העיקר שהגענו למצב סופי.
.בתורמ"טשלהפונקציהאתנסמן.6 𝑀𝑓

𝑀
(𝑥)

דוגמת בנייה למכונה המזהה שפה

.השפה:אתהמזההטיורינגמכונתבנו 𝑀 = 𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )𝑥1 ∈ {0, 1} *

מתקבלת.המילהואז"1"הואהאחרוןשהתולוודארוציםאנחנו:הסברעםמשולבפתרון

ש:ונקבעאחורהאחדתאנחזורואזהראשוןל-שנגיעעדהסרטלאורךהמילהאתנקראאנחנו 𝑏‾

𝑞.מקבללמצבנעבוראז"1"הזהבתאכתובאם●
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

∈ 𝐹

𝑞.דוחהלמצבנעבוראז"0"הזהבתאכתובאם●
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

∈ 𝐹

:השפהאתשמזהההמכונהעבורמעבריםטבלתנכתובאנחנו 𝑀𝑥1
הסרט שאותו אנחנו קוראים.שנמצאים בתוך התאים שלהשורה הירוקה הם תווים● γ ∈ Γ
הריצה.במהלךבהםשנטיילכלשהםסופייםלאמצביםהםהצהובההעמודה● 𝑄\𝐹

ומחזירה לנו: (צעד הזזה לראש, אות כתיבה, מצב).ואות קריאהמצב נוכחי, היא מקבלתלפי ההגדרה של δ

𝑏‾10
Γ

𝑄\𝐹

(𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

,  0,  𝑆)(𝑞
1
, 1, 𝑅)(𝑞

0
,  0,  𝑅)𝑞

0

(𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

,  1,  𝑆)(𝑞
1
,  1,  𝑅)(𝑞

0
,  0,  𝑅)𝑞

1

ממצבהראשוןה-אתכשנקראלכן,.1מכילהאחרוןשהתאאומרו-0מכילהאחרוןשהתאאומרהמצב 𝑞
0

𝑞
1

𝑏‾

.דוחהלמצבנשלחאזממצבהראשוןה-אתנקראואםמקבללמצבנשלחאז 𝑞
1

𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑏‾𝑞
0

𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

דור עזריה
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פונקציה של מכונת טיורינג
.כך:מוגדרתשלההפונקציהמ"טלכל 𝑀𝑓

𝑀
: Σ *→ Γ *

.הקלטעלבריצתההמכונהשלהפלטהינוהפונקציהמילהלכל 𝑤 ∈ Σ *𝑓
𝑀

(𝑤)𝑀𝑤

מלאה.תמידלאהפונקציהעוצרת,תמידלאשמ"טמכיוון 𝑓
𝑀

- פונקציה מלאה היא פונקציה שמוגדרת לכל קלט.תזכורת

פונקצייההמחשבתטיורינגלמכונתבנייה-1דוגמה
.כלומרורושמתמקבלתהמכונה 𝑀𝑥0𝑥𝑓

𝑀
(𝑥) = 0𝑥

השפה,עםהקודמתמהדוגמהבשונה.1או0לכתובהאםנזכורצעדובכלבהתחלה,0נרשום:הבנייהרעיון
כאן אין לנו עניין של מקבל או דוחה אלא מעניין אותנו הפלט של הפונקציה. אנחנו צריכים לסיים כשאנחנו

shift(ימינהצעדתאכללדחוףצריכיםובדרךהראשון,ל-מגיעים right(הראשון.בתא"0"ולכתוב 𝑏‾

(הזזה).צעדבכלבסרטהבאבתאלכתובמהלדעתכדיאותנוישמשוהמצביםשלהתפקידלכן, 𝑞
0
, 𝑞

1

𝑀.:פורמלית = 𝑄 = {𝑞
0
,  𝑞

1
,  𝑞

𝑒𝑛𝑑
},  𝑞

0
,  𝐹 = {𝑞

𝑒𝑛𝑑
},  Γ = {0, 1, 𝑏‾},  Σ = {0, 1}, 𝑏‾, δ( )

.הפונקציהאתשמזהההמכונהעבורמעבריםטבלתנכתובאנחנו 𝑀𝑓
𝑀

(𝑥) = 0𝑥

אנחנו קוראים.שבתוך התאים של הסרט שאותוהשורה הירוקה הם תווים● γ ∈ Γ
הריצה.במהלךבהםשנטיילכלשהםסופייםלאמצביםהםהצהובההעמודה● 𝑄\𝐹

ומחזירה לנו: (צעד הזזה לראש, אות כתיבה, מצב).ואות לקריאהמצב נוכחי, היא מקבלתלפי ההגדרה של δ

𝑏‾10
Γ

𝑄\𝐹

(𝑞
𝑒𝑛𝑑

,  0,  𝑅)(𝑞
1
, 0, 𝑅)(𝑞

0
, 0, 𝑅)𝑞

0

(𝑞
𝑒𝑛𝑑

,  1,  𝑅)(𝑞
1
, 1, 𝑅)(𝑞

0
, 1, 𝑅)𝑞

1

בתאאזבמצבואנחנו0האותאתבסרטקראנושאםאומרזהאםלמשל,● δ(𝑞
0
, 0) = (𝑞

0
, 0, 𝑅)𝑞

0

לתאימינההקורא/כותבהראשאתונזיזבמצבנשארולכן0לכתובצריכיםאנחנומימיןהבא 𝑞
0

(𝑅)

הבא בסרט.

נכתובאזממצבהאותאתבסרטקראנושאםאומרזהאםלמשל,● δ(𝑞
0
, 𝑏‾) = (𝑞

𝑒𝑛𝑑
, 0, 𝑅)𝑏‾𝑞

0

כיווןנשאריםלאאנחנוהבא.לתאימינהונזוז,מסייםלמצבנעבורואז"0"הזהבתא 𝑞
𝑒𝑛𝑑

(𝑅)(𝑆)

שלפי ההגדרה, המילה שחוזרת מהפונקציה היא רצף התווים משמאל לראש ולכן אנחנו צריכים לזוז
אותו.גםלהחזירשנוכלכדי"0ה-"אתשכתבנולאחרימינהאחדצעד

דור עזריה
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פונקצייההמחשבתטיורינגלמכונתבנייה-2דוגמה
.הפונקציהאתשמחשבתטיורינגמכונתבנו 𝑀𝑓

𝑀
(𝑤) = ε

𝑀.טיורינגמכונתיהי:פתרון = 𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )

הריקה.המילהאתתחזירתמידהיאתקבל,הפונקציהקלטאיזהמשנהלא 𝑤 ∈ Σ *𝑓
𝑀

ε.לכן, אנחנו לא צריכים לעבור על המילה של הקלט כי הפונקציה תמיד מחזירה ערך אחד ויחיד:
.סופילמצבישרונעבוראתכקלטנקבלאנחנו 𝑤 ∈ Σ *𝑞

𝑒𝑛𝑑
∈ 𝐹

לראששמשמאלהתאיםרצףכלאתלהחזירצריכההיאפונקציה,מחשבתכש-הגדרה,שלפיאמרנו:הסבר 𝑀
הכותב/קורא. בתחילת הריצה, הראש תמיד מתחיל כשהוא מצביע על התא הראשון, לכן אם לא נזיז אותו בכלל

כנדרש לפונקציה.אז נחזיר את כל מה שמשמאלו, מכיוון שאין כלום משמאל אז זה אומר שנחזיר כלום כלומר ε

פונקצייההמחשבתטיורינגלמכונתבנייה-3דוגמה
שבניתם?המכונהשלהפונקציהמהילעצור.מבליימינהתמידשהולכתטיורינגמכונתבנו 𝑀

𝑀.טיורינגמכונתיהי:פתרון = 𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )

לעצור.ולאימינהללכתצריךתמידמקבלים,אנחנוקלטאיזהמשנהלא 𝑤 ∈ Σ *
𝐹.הסופייםהמצביםקבוצתאזלעולם)עוצרת(לאאינסופיתבריצההמכונהאם = ∅

.אחדמצברקמכילההמצביםקבוצת 𝑄𝑄 = {𝑞
0
}

𝑞המצבעלעצמיתכלולאהמוגדרתהמעבריםפונקצייתלעצור,מבליימינהזזהתמידשהמכונהומכיוון
0

δ(𝑞.ימינה:זזתמידהסרטראשכאשר
0
, σ) = (𝑞

0
, σ, 𝑅)

.קלטלכלמוגדרתלאהמכונהשלהפונקציה 𝑓
𝑀

(𝑤)𝑀𝑤 ∈ Σ *

פונקצייההמחשבתטיורינגלמכונתבנייה-4דוגמה

.הפונקציהאתהמחשבתטיורינגמכונתבנו 𝑀𝑓(𝑤) = 1 𝑤| |

אתוממירהקלטמקבלתהפונקציה.טיורינגמכונתיהי:פתרון 𝑀 = 𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )𝑓𝑤 ∈ Σ *𝑤

.מצביםוקבוצתסופייםמצביםקבוצתנגדיר.באורךאחדותשללמילה 𝑤| |𝐹 = {𝑞
𝑒𝑛𝑑

}𝑄 = {𝑞
0
, 𝑞

𝑒𝑛𝑑
}

.הבאה:בצורהמוגדרעבודהא"ב Γ = Σ ∪ {1}
פונקציית המעברים של המכונה מוגדרת באופן הבא:

.מתקיים:לכל● σ ∈ Σδ(𝑞
0
, σ) = (𝑞

0
, 1, 𝑅)

.מתקיים:עבור● 𝑏‾ ∈ Γδ(𝑞
0
, 𝑏‾) =  (𝑞

𝑒𝑛𝑑
, 𝑏‾,  𝑆)

דור עזריה
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דוגמה רצינית - בנייה למכונת טיורינג המחשבת פונקצייה
בינארי.בייצוגנתוןכאשראתהמחשבתטיורינגמכונתבנו 𝑀𝑓

𝑀
(𝑥) = 𝑥 + 1𝑥

:רעיון הפתרון
הראשון.בתא$חדשסימוןנדחוף)Carry(המחרוזתהרחבתשלבמצבלטפלכדי,במצבנתחיל.1 𝑞

0

Shiftנבצע.2 Right-למצבנעבור1קראנוואםלמצבנעבור0קראנואםל. 𝑥𝑞
𝑆𝑅
0𝑞

𝑆𝑅
1

עודכלשמאלהנטייל:1+החיבורבפעולתשמטפללמצבנעבורימינה,אתלהזיזכשנסיים.3 𝑥𝑞
𝑎𝑑𝑑

בתא:כאשרעד0ב-כזהתאכלונחליף,1המספראתמכילהתא

a.ה-אתשנפגושעדימינההראשאתשמזיזלמצבנעבורואז1ל-אותונחליףאז$נראה 𝑞
𝑅

𝑏‾

הראשון כדי להוציא את המספר החדש כפלט.
b.אתמרחיביםלאשאנחנואומרזה0ב-נפגשנואם,1ל-הזההתאאתנשנהאז0נראה

shiftלעשותנרצהלכןתקין.פלטלאוזההראשוןבתאנשארה-$כלומרהמחרוזת, left:

i.ל-אותנושיעבירהראשוןל-עדימינהאותנושיקחלמצבנעבור. 𝑞
1

𝑏‾𝑞
𝑆𝐿
𝑏‾

ii.ואחרתלמצבנעבור0הואאםביותר),הימני(המספרשמאלהאחדצעדנזוז 𝑞
𝑆𝐿
0

הנתון.המצבלפיבמספראותונדרוסה-$,אתנפגושכאשרעדלמצבנעבור 𝑞
𝑆𝐿
1

iii.אתלהוציאכדיהראשוןה-אתשנפגושעדימינההראשאתשמזיזלמצבנעבור 𝑞
𝑅

𝑏‾

המספר החדש כפלט.

: נבנה טבלת מעברים שתמדל את הבעיה:פתרון

דור עזריה
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:דוגמת סימולציה

קונפיגורציות
δ.קונפיגורציה היא מעיין תמונת מצב במהלך ריצת המכונה - לפני או אחרי השלמה של פעולת חישוב ב-

ניתן לתאר את ריצת מכונת טיורינג על ידי סדרת קונפיגורציות.
כאשר:שלשההיאקונפיגורציה 𝑐𝑐 = (α,  𝑞,  𝑖)

כולל).לא,רקהכלממנושהחלהראשוןה-(עדהסרט.תוכןמחרוזתהוא● α ∈ Γ *𝑏‾𝑏‾

הנוכחי.המצבהוא● 𝑞 ∈ 𝑄
(אינדקס).כותב.הקוראהראשמיקוםהוא● 𝑖 ∈ ℕ

.ולכןהכותבהראשומיקוםהמצב,הואהסרטתוכן:לדוגמה α = 1001𝑏‾011𝑞𝑖 = 5α
𝑖

= α
5

= 𝑏‾

αתוכן הסרט
הראשונהשבקונפיגורציהמכיווןמורכב,קצתהואהסרטתוכןבקונפיגורציה 𝑐 = (α,  𝑞,  𝑖)α ∈ Γ *𝑐

0

מדובר על הקלט של המכונה, אבל עם התקדמות המכונה, ייתכן ויהיה כתוב שם תוכן שונה לחלוטין.
כלומר, ייתכן שנרחיב את תוכן הסרט במהלך הריצה ולכן צריך שיטה שתקבע לנו את התוכן באופן "דינמי".

α? -אז איך נקבע מה יהיה תוכן הסרט
.הקלטעלכהעדביצעהשמ"טהצעדיםמספראתב-נסמן● 𝑇𝑀𝑥
בסרט.ביקרנובוביותרהימניהתאשלהאינדקסאתב-נסמן● 𝑡
𝑡.מתקייםאזימינהאחדצעדרקזזיםאנחנופעםשבכלמכיוון● ≤ 𝑇
הסרט.שלהראשוניםהתאיםה-אתיכילהסרטתוכןלכן,● α𝑚𝑎𝑥{𝑡,  𝑥| |}

דור עזריה
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: מה שמעניין אותנו בסרט זה: או הקלט או התא הכי ימני שנפגשנו בו במהלך ריצת המכונה.הסבר

"לתפוס"כדיאתהגדרנוולכןאיתנוהאינסופייםה-כלאתצריכיםלאאנחנואינסופי,הואשהסרטמכיוון 𝑏‾𝑡, 𝑇
את התאים הרלוונטים בלבד עבור תוכן הסרט שעלול להשתנות במהלך הריצה.

בנוסף, אורך תוכן הסרט הוא לא מספר קבוע כיוון שניתן לכתוב עליו במהלך הריצה ולהרחיב אותו.

סוגי קונפיגורציות
כקלט.קיבלנואותההמילההיאכאשרהיאהתחלתיתקונפיגורציה 𝑐

0
= (𝑥, 𝑞

0
, 1)𝑥

אז:הנוכחיהראשמיקוםהואו-הנוכחיהסרטתוכןעבור 𝑢𝑖
𝑐.היאמקבלתקונפיגורציה● = (𝑢, 𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
, 𝑖)

𝑐.היאדוחה/מגעילהקונפיגורציה● = (𝑢, 𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

, 𝑖)

כלשהו.עםאואוהיא(סופית)עוצרתקונפיגורציה● 𝑐 = (𝑢, 𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

, 𝑖)𝑐 = (𝑢, 𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

, 𝑖)𝑞 ∈ 𝐹

צעד חישוב
הבאה:בצורהיבוצעב-המתחילטיורינגבמכונתחישובצעד 𝑐 = (α, 𝑞, 𝑖)

אז:אם δ(𝑞, α
𝑖
) = (𝑝, 𝑏, 𝑑)

.למצבממצבנעבור● 𝑞𝑝
.באותיוחלףהאות● α

𝑖
𝑏 ∈ Γ *

𝑑.ההזזהלפייוחלף(האינדקס)הראששלהמיקום● ∈ {𝐿, 𝑆, 𝑅}

יותרשמאלהלזוזניתןשלא(כיווןלפיהמיקוםאתמעדכניםאזישמאלהנזוזאם 𝑑 = 𝐿𝑚𝑎𝑥{1 ,  𝑖 − 1}
משמאל).חסוםהסרטכי,1מספראינדקס-הסרטשלהראשוןמהתא

רצף צעדי חישוב
רצף צעדי חישוב הם סדרת קונפיגורציות שעוברים עליהם במהלך ריצת מכונת טיורינג.

המקיימת:קונפיגורציותסדרתהיאהקלטעלמ"טשלחישוב:הגדרה 𝑀𝑥𝑐
0
, 𝑐

1
,..., 𝑐

𝑛−1

ההתחלתית.הקונפיגורציהאתב-נסמן.1 𝑐
0

.מתקיים:לכל.2 𝑖 > 0𝑐
𝑖−1

 ⊢
𝑀

 𝑐
𝑖

הקלטעלשלוהפלטבסדרההאחרונההיאאזסופיתקונפיגורציהקיימתאם.3 𝑐 = (α, 𝑞, 𝑖)𝑀𝑥
הקורא/כותב).לראשמשמאלהתאיםברצףמוגדרשהפלטאמרנו(כי.להיותמוגדרת α[1... 𝑖 − 1]

לאהקלטעלשלוהפלטאינסופיתהיאהסדרהאזיסופית,קונפיגורציהמכילהלאהסדרהאם.4 𝑀𝑥
𝑓.הואהפלטכינסמןזהבמקרהמוגדר.

𝑀
(𝑥) =⊥

דור עזריה
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תרגיל סדרת קונפיגורציה

𝑓(𝑤).פונקצייההמחשבתטיורינגלמכונתבנייהשל4מדוגמההמכונהעבור = 1 𝑤| |

קונפיגורציות:סדרתידיעלהקלטעלריצתהאתתארו 1101011

:פתרון
(1101011,  𝑞

0
,  1) ⊢

𝑀
 (1101011,  𝑞

0
,  2) ⊢

𝑀
 (1101011,  𝑞

0
,  3) 

⊢
𝑀

(1111011,  𝑞
0
,  4) ⊢

𝑀
 (1111011,  𝑞

0
,  5) ⊢

𝑀
(1111111,  𝑞

0
,  6)     

⊢
𝑀

(1111111,  𝑞
0
,  7) ⊢

𝑀
 (1111111,  𝑞

0
,  8) ⊢

𝑀
(1111111,  𝑞

𝑒𝑛𝑑
,  8)  

דוגמת סימולציה של מכונת טיורינג עם קונפיגורציות
.כאשרהפונקציהאתהמחשבתבמכונהשאנחנונניח 𝑀𝑓

𝑀
(𝑥) = 0 · 𝑥𝑥 = 1001

נתונה טבלת המעברים של הפונקציה:

𝑏‾10
Γ

𝑄\𝐹

(𝑞
𝑒𝑛𝑑

,  0,  𝑅)(𝑞
1
, 0, 𝑅)(𝑞

0
, 0, 𝑅)𝑞

0

(𝑞
𝑒𝑛𝑑

,  1,  𝑅)(𝑞
1
, 1, 𝑅)(𝑞

0
, 1, 𝑅)𝑞

1

𝑐.היאההתחלתיתהקונפיגורציה
0

= (1001, 𝑞
0
, 1)

שאנחנוכיווןאבלל-נעבוראזש:מכיווןכעת α[1] = 1𝑞
1

לכן:הראשוןהתאאתנדרוסאזהמחרוזתבתחילת"0"לשרשרצריכים α[1] = 0𝑐
1

= (0001, 𝑞
1
, 2)

").0"אתבמקומוושמנובהתחלה"1ה-"את(דרסנו

נדרוסאזבמצבנמצאיםשאנחנובגללשנעבור,לפניאךלמצבנעבוראזשבתאמכיוון α[2] = 0𝑞
0

𝑞
1

.לכן:.למצבנעבורואז α[2] = 1𝑞
0

𝑐
2

= (0101,  𝑞
0
,  3)

דור עזריה
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ימינה.צעדונזוזנכתובהמצב,באותונשאראזבמצבשאנחנוומכיווןבתאכעת α[3] = 0𝑞
0

α[3] = 0

𝑐.לכן
3

= (0101,  𝑞
0
,  4)

נדרוסאזבמצבנמצאיםשאנחנובגללשנעבור,לפניאךלמצבנעבוראזשבתאמכיוון α[4] = 1𝑞
1

𝑞
0

.לכן:.למצבנעבורואז α[4] = 0𝑞
1

𝑐
4

= (0100,  𝑞
1
,  5)

למצבנעבורואזנדרוסאזבמצבאנחנואםהמעברים,טבלתלפיאזש:מכיווןכעת, α[5] = 𝑏‾𝑞
1

α[5] = 1

.כלומר:.הסופי 𝑞
𝑒𝑛𝑑

𝑐
6

= (01001,  𝑞
𝑒𝑛𝑑

, 6)

דור עזריה
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שקילות מודלים
כלשהימכונהידיעללחישובהניתנותהפונקציותכלקבוצתלהיותאתנגדירחישוב,מכונתשלמודללכל 𝐴𝐹

𝐴

.אם"םשקוליםשםנאמרשוניםמודליםשניבהינתןאז.מהמודל 𝐴𝐴, 𝐵𝐹
𝐴

= 𝐹
𝐵

המתאימות לשניהקבוצות של הפונקציותש: כדי להוכיח ששני מודלים שקולים, צריך להוכיחמסקנה●
המודלים שוות. (בהכלה דו כיוונית).

.שפהתהי:דוגמה 𝑃 =  {𝑝 ∈ {0, 1} *  | 𝑝 𝑖𝑠 𝑏𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟}
מחסנית).(אוטומטל-שקוללאאבלכילמדנו 𝐷𝐹𝐴 ≡ 𝑁𝐹𝐴𝑃𝐷𝐴
טיורינג.למכונתשקוללאשדח"המתברראבלהקשר),חסרותלשפות(כלומרלדח"השקולכילמדנו 𝑃𝐷𝐴

למחשבשקולההיאכיזהאתלעשותיכולהטיורינגמכונתאבלח"הלאהיאשהשפהלמדנובאוטומטים 𝑃
השורש).עדהראשונייםבכל(נחלקהשפהאתלפענחאיךשיודעיםאלגוריתמיםקיימיםובמחשבמודרני 𝑃

שקילות מכונות טיורינג
זהה.המכונותשתישלהתוצאהקלטלכלאםשקולותיקראוטיורינגמכונותשתי 𝑀

1
,  𝑀

2
 𝑥 ∈ Σ *

.ל-ושווהמוגדרגםאזמוגדראם● 𝑀
1
(𝑥)𝑀

2
(𝑥)𝑀

1
(𝑥)

מוגדר.לאגםאזמוגדרלאאם● 𝑀
1
(𝑥)𝑀

2
(𝑥)

מוגדר.לאהשנישלהפלטגםאזמוגדרלאהאחדשלהפלטאםכלומר,.● 𝑓
𝑀

1

(𝑥) = 𝑓
𝑀

2

(𝑥)

יכולים להיות קלטים שהפלט לא מוגדר עליהם כמו למשל "פונקציות לא מלאות".

לכל כיוון ולא רק אחד.: מכונת טיורינג זריזה, שבה מותר גם לזוז שני צעדיםדוגמה
שמאלה.2אוימינה2ב-השתמשהלאפשוטזריזהגםהיאאזרגילהמ"טלנוישאם-אחדכיווןההוכחה:רעיון
.במסעיחדשיםמצבים2עודעםרגילהמ"טלהלבנותאפשרזריזה,מ"טלנוישאם-שניכיוון 𝑞

𝑅
, 𝑞

𝐿
ε

איך מוכיחים שקילות מודלים בתכל'ס?
.השנימהמודלשקולהלמכונהאותהונמיר,הראשוןמהמודל(כללית)מכונהניקח:ראשוןכיוון⇐ 𝑀

𝐴
𝐴𝑀

𝐵
𝐵

כלומר, נדאג שהפונקציה אותה המכונה החדשה מחשבת, זהה לפונקציה של המכונה הראשונה.
השני ונמיר למכונה שקולה מהמודל הראשון).: אותו הדבר רק הפוך. (ניקח מכונה מהמודלכיוון שני⇒

מעט עבודה.: בדרך כלל אחד הכיוונים יהיה קל להוכיח והשני ידרושהערה

דור עזריה
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תזת צ'רץ'-טיורינג
שקול למכונת טיורינג.כללי וסביר: כל מודלהתזה
כמו מכונת טיורינג.לפחות= הכוונה למודל חזקכללי●
מכיל רכיבים אינסופיים.לא= הכוונה למודל שסביר●

האינסופי.: אבל למכונת טיורינג יש רכיב אינסופי שהוא הסרטשאלה
הריצה של מכונת טיורינג לא יקרה מצב: המשמעות מבחינתנו של הסרט האינסופי, היא רק שבמהלךתשובה

.סופיתשחסר מקום אחסון. בפועל, כל כמות של תווים שנוכל לכתוב על גבי הסרט היא תמיד
חסום.לאכלומר, אם נתייחס לאורך המילה כקבוע, תמיד נשתמש באורך סרט סופי אבל

שינויים אפשריים למכונת טיורינג
מה אפשר לשנות במכונת טיורינג? במהלך הקורס נעשה שינויים במכונה שיגידו לנו האם המודל החדש חזק

מדי או שהוא מודל ששקול לטיורינג רגיל.
אפשר להוסיף מספר קבוע של סרטים אינסופיים. (במ"ט רגילה יש סרט אחד)..1
אפשר לגרום לסרט להיות אינסופי לשני הכיוונים..2
ניתן לעשות שינויים קלים בקבוצת הצעדים האפשריים..3
אפשר להוסיף מספר קבוע של ראשים קוראים/כותבים..4
אפשר להוסיף כל שינוי שלא כולל רכיב אינסופי..5

מכונת טיורינג מרובת סרטים
עד עכשיו הגדרנו מודל יחיד של מכונת טיורינג.

).(עבורסרטיםבעלתמכונהנציג 𝑘𝑘 ≥ 1
לכל סרט יש ראש קורא-כותב משלו.●
בתחילת הריצה, הקלט רשום בסרט מספר●

‾𝑏).ב-(מלאיםריקיםהסרטיםושאר1

פונקציית המעברים מוגדרת:●

.δ:  𝑄' × Γ𝑘 → 𝑄 × Γ𝑘 × {𝐿, 𝑆, 𝑅}𝑘

הראשוןהפלט מוגדר להיות תוכן הסרט●
בזמן העצירה.

דור עזריה
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הוכחת שקילות מ"ט רגילה עם מ"ט דו-סרטית
יחיד).סרט(עםרגילהבמ"טלחישובשניתנותהפונקציותקבוצתאתב-נסמן 𝐹

𝑀

סרטים).2(עםדו-סרטיתבמ"טלחישובשניתנותהפונקציותקבוצתאתב-נסמן 𝐹
𝑀2

𝐹.כילהוכיחנרצה
𝑀2 = 𝐹

𝑀

השני.בסרטשימושמבצעתשאינהרקדו-סרטיתמ"טבפרטהיארגילהמ"ט-ראשוןכיוון⇐ 𝐹
𝑀

⊆ 𝐹
𝑀2

דו-סרטית.מ"טאתנתאררגילה.מ"טתהא 𝑀 = (𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ)𝑀2 = (𝑄, 𝑞

0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ‾ )

.אזאם δ(𝑞, σ) = (𝑞',  σ', 𝑚)δ‾ (𝑞, σ, τ) = (𝑞', σ', 0, 𝑚, 𝑆)

השני.בסרטמשתמשתלאופשוטכמוהדבראותועושהבעצם 𝑀2𝑀

סרטים.2בעלתמ"טתהא-שניכיוון⇒ 𝐹
𝑀2 ⊆ 𝐹

𝑀
𝑀2 = (𝑄

𝑀2, 𝑞
0
,  𝐹

𝑀2,  Γ
𝑀2,  Σ

𝑀2,  𝑏
𝑀2
‾ ,  δ

𝑀2)

.מכונהכמו"כח"אותואתישרגילהשלמ"טנראה 𝑀 = (𝑄
𝑀

, 𝑞
0
,  𝐹

𝑀
,  Γ

𝑀
,  Σ

𝑀
,  𝑏

𝑀
‾ , δ

𝑀
)𝑀2

.הא"ב.המצביםקבוצתהפונקציה:אותהאתהמחשבתרגילהמ"ט-אתנתאר 𝑀𝑄
𝑀

= 𝑄
𝑀2Σ

𝑀
= Σ

𝑀2

Γ.כך:מוגדרתעבודההא"ב
𝑀

= {0, 1, 𝑏
𝑀2
‾ } ∪ {$

1
,  $

2
, 0&, 1& , 𝑏‾&}

האותאתנצרףכשבסופוהראשון,מה-החלשללסרטנכתב:1ה-הסרטתוכן● α
1

∈ Γ
𝑀2𝑀𝑏‾

.נסמנושלבסרטאזהאותעלמצביע1ה-הסרטשלהראשאם.המיוחדת $
1

σ ∈ {0, 1, 𝑏‾}𝑀σ&

האותאתנצרףכשבסופוהראשון,מה-החלשללסרטנכתב:2ה-הסרטתוכן● α
2

∈ Γ
𝑀2𝑀𝑏‾

.נסמנושלבסרטאזהאותעלמצביע2ה-הסרטשלהראשאם.המיוחדת $
2

σ ∈ {0, 1, 𝑏‾}𝑀σ&

נעדכןאנחנושלה,הסרטים2ב-וכתיבה/קריאה)הראש(הזזתשינוייםתבצעהדו-סרטיתהמכונהכאשר 𝑀2

לה.שהוספנוהמיוחדיםהסימוניםבאמצעותשלהיחידבסרטגםבהתאם 𝑀
את התיאור הפורמלי של השינויים האלה אנחנו לא נכתוב כי זה הרבה עבודה.

דוגמה ויזואלית (לא חלק מההוכחה):
נעתיק תחילה את תוכן הסרט הראשון

לאחר.שלהסרטלתחילתשל 𝑀2𝑀
"שכאן"לנושאומרעםנסמןמכן $

1

נגמר תוכן הסרט הראשון. לאחר מכן
וגםל-השניהסרטתוכןאתגםנעתיק 𝑀

הסרטשלהראש.אתבסוףנוסיףלו $
2

.2מספרסרטעבוראופןבאותו.אתשל3בתאנסמןולכן3מספרתאעלהצביעשלהראשון 𝑀2𝑀0&

דור עזריה
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-סרטיתkמ"טעםרגילהמ"טשקילותהוכחת
יחיד).סרט(עםרגילהבמ"טלחישובשניתנותהפונקציותקבוצתאתב-נסמן 𝐹

𝑀

סרטים).(עם-סרטיתבמ"טלחישובשניתנותהפונקציותקבוצתאתב-נסמן 𝐹
𝑀𝑘𝑘𝑘

𝐹.כילהוכיחנרצה
𝑀𝑘 = 𝐹

𝑀

לא נוכיח כאן באופן מלא כי זה דומה להוכחת השקילות בין מ"ט רגילה לבין מ"ט דו-סרטית שכבר הוכחנו.
בלבד.אחדבסרטרקשימוששמבצעת-סרטיתמ"טבפרטהיארגילהמ"ט-ראשוןכיוון⇐ 𝐹

𝑀
⊆ 𝐹

𝑀𝑘𝑘

ההמשך דומה כמו שעשינו עם הדו-סרטית.

סרטים.בעלתמ"טתהא-שניכיוון⇒ 𝐹
𝑀𝑘 ⊆ 𝐹

𝑀
𝑀𝑘 = (𝑄

𝑀𝑘, 𝑞
0
,  𝐹

𝑀𝑘,  Γ
𝑀𝑘,  Σ

𝑀𝑘,  𝑏
𝑀𝑘
‾ ,  δ

𝑀𝑘)𝑘

וקבוע:כללילכלאותנושמעבירקלשינויעםהדו-סרטיתעבורשהוכחנוכמוהאופןבאותועובד 𝑘

הבאה:בצורהנפעלהמכונהשלעולה)(בסדרסרטלכל 𝑖 ∈ [1, 𝑘]𝑀𝑘

המיוחדתהאותאתנצרףכשבסופוהראשון,מה-החלשללסרטנכתב:ה-הסרטתוכן● 𝑖α
𝑖

∈ Γ
𝑀𝑘𝑀𝑏‾

בהתאם.נסמנושלבסרטאזהאותעלמצביעה-הסרטשלהראשאם. $
𝑖

𝑖σ ∈ {0, 1, 𝑏‾}𝑀σ&

נעדכןאנחנושלה,הסרטיםב-וכתיבה/קריאה)הראש(הזזתשינוייםתבצעסרטיתה-המכונהכאשר 𝑘𝑀𝑘𝑘
לה.שהוספנוהמיוחדיםהסימוניםבאמצעותשלהיחידבסרטגםבהתאם 𝑀

את התיאור הפורמלי של השינויים האלה אנחנו לא נכתוב כי זה הרבה עבודה.

דוגמה - מ"ט דו-סרטית
𝑓(𝑥).הפונקציהאתשמחשבתדו-סרטיתמ"טמילוליתנתאר = 𝑥𝑥

).blank(כולוריקוהשניתוכןקייםבראשוןהמכונה,הגדרתלפיסרטים,2נתונים 𝑥
אנו יודעים גם שהסרט הראשון במכונה כזאת תכיל את הפלט שלנו ולכן נרצה לכתוב לתוכה את התשובה.

בתחילת הסרט השני.כתוב את הסימן המיוחד.1 $
.2לסרטבמקבילאותווהעתק1בסרטעלעבור.2 𝑥
$.המיוחדהסימןבאמצעותה-לתחילת2בסרטהראשאתהחזר.3 𝑥
.1סרטלהמשך2מסרטאתהעתק.4 𝑥
.1סרטשללראשמשמאלשנמצאהתוכןכלאתהחזר.5

דור עזריה



חישוביות||18

מכונת טיורינג עם קבוצת מצבים אינסופית
.אינסופיתלהיותיכולההמצביםשקבוצתאבלהרגילהטיורינגלמכונתהזההאינסופימודלנגדיר 𝑀 *
למכונת טיורינג.לא שקול: המודלטענה
בהינתן פונקציה כלשהי, ניתן לשמור את כל: כל פונקציה הינה רשימה אינסופית של מחרוזות. אזי,הסבר

המחרוזות המתאימות באינסוף המצבים הנתונים לנו. בנוסף אמרנו שלפי התזה של טיורינג, כל הרכיבים
צריכים להיות סופיים, אבל הרכיב "קבוצת המצבים" היא אינסופית ולכן מראש היא לא שקולה למ"ט רגילה.

.היאשלהמצביםקבוצה:אינסופילמודלדוגמה 𝑀 *𝑄 = {𝑞
ε
,  𝑞

0
,  𝑞

1
,  𝑞

00
,  𝑞

01
,  𝑞

10
,  𝑞

11
,....}

כל מצב כזה "זוכר" את הפלט שמתאים לו, כאשר נקרא את המילה נוכל לעבור בין המצבים לפי המילה
שהמצבהפלטאתונחזירהמילהאתלקרואשסיימנונדע)blank(הראשוןלרווחנגיעכאשרולבסוף,שקראנו.

שהגענו אליו זוכר. כלומר, נחזור לתחילת הסרט ונכתוב את הפלט המתאים.

מכונת טיורינג זריזה
מכונה זו מוגדרת בדומה למכונת טיורינג רגילה, רק שאפשר לבצע בה גם שני צעדים ימינה ושני צעדים

:δ.כך:מוגדרתשלההמעבריםפונקצייתשמאלה. (𝑄\𝐹) × Γ → 𝑄 × Γ × {𝐿𝐿, 𝐿, 𝑆, 𝑅, 𝑅𝑅}
רגילה.: מודל מכונת טיורינג זריזה שקול למודל מכונת טיורינגטענה

הפועלת במודל אחד ונראה מכונה שקולה לה: על מנת להוכיח שקילות מודלים, ניקח מכונהרעיון ההוכחה
במודל השני, ולהיפך. (כמו שעשינו בשקילות מודלים באוטומטים).

:הוכחה
ש-הפונקציהאותהאתשתחשבזריזהטיורינגמכונתנבנהרגילה.טיורינגמכונתתהי:ראשוןכיוון⇐ 𝑀𝑀'𝑀

נוכללכן,ו-באפשרויותמשתמשתלאפשוטזריזה,מ"טשללמודלמתאימהש-לבנשיםמחשבת. 𝑀𝑅𝑅𝐿𝐿
'𝑀.לבחור = 𝑀
מחשבת,ש-הפונקציהאותהאתשתחשברגילהמ"טנבנהזריזה,טיורינגמכונתתהי:שניכיוון⇒ 𝑀'𝑀𝑀'

.כך:אותהנגדיר.שלהתוסףאתתמדלשהיאכלומר 𝐿𝐿, 𝑅𝑅𝑀 = (𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ)

,𝑄.מלבדלשנותצורךאיןהרכיביםרובאת  δ
זאת.ותיישםכיוון,באותוצעדיםשנילזוזרוצההזריזהכשהמכונה"לזכור"היאשלנוהמוטיבציה 𝑀'

במכונהחדשיםמצבים2לונוסיףהזריזהבמכונהמצבכלעלהמצבים,קבוצתעבור 𝑞
𝑖

∈ 𝑄'𝑞
𝑖𝐿

,  𝑞
𝑖𝑅

הרגילה. כלומר נגדיר כך:
𝑄 : =  𝑄' ∪ 𝑄

𝐿
∪ 𝑄

𝑅

𝑄
𝐿
: = {𝑞

𝑖𝐿
 | 𝑞

𝑖
∈ 𝑄'}

𝑄
𝑅

: = {𝑞
𝑖𝑅

 | 𝑞
𝑖

∈ 𝑄'}

δ:עבור פונקציית המעברים
הפונקציה:אתנגדיראזב-משתמשתהזריזהשלהמעבריםשפונקצייתפעםבכל● δ'𝐿, 𝑅, 𝑆

דור עזריה
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δ(𝑞, 𝑎): = δ'(𝑞, 𝑎)
הפונקציה:אתנגדיראזב-משתמשתהזריזהשלהמעבריםשפונקצייתפעםבכל● δ'𝐿𝐿, 𝑅𝑅

δ'(𝑞, 𝑎) = (𝑞
𝑖
, 𝑏

𝑖
, 𝐿𝐿) → δ(𝑞

𝑖
, 𝑎) = (𝑞

𝑖𝐿
,  𝑏

𝑖
,  𝐿)

δ'(𝑞, 𝑎) = (𝑞
𝑖
, 𝑏

𝑖
, 𝑅𝑅) → δ(𝑞

𝑖
, 𝑎) = (𝑞

𝑖𝑅
,  𝑏

𝑖
,  𝑅)

וכך "נזכור" את ההזזה הנוספת שיש לנו להשלים.
נבצע:ולכללכלכך:תעשהההשלמה 𝑞

𝑖
𝑎

δ(𝑞
𝑖𝐿

, 𝑎) = (𝑞
𝑖
, 𝑎, 𝐿)

δ(𝑞
𝑖𝑅

, 𝑎) = (𝑞
𝑖
, 𝑎, 𝑅)

תרגיל בית - שקילות מכונות
).1(הראשוןלתאהראשאתמחזירהכאשרהכיוונים:בעלתמ"טתהי 𝑀'{𝑆,  𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡,  𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡}𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡

רגילה?למ"טשקולההאם 𝑀'𝑀
אחת מהן ולא בעזרת השנייה.: כדי להפריך, מספיקה שפה אחת שניתן להכריע בעזרתהכוונה

החדש.במודלמבצעיםאיךלהראותישלהוכיח,כדי 𝐿𝑒𝑓𝑡

:הוכחה דו כיוונית
הפונקציהאותהאתשתחשבטיורינגמכונתנבנהרגילה.טיורינגמכונתתהי:ראשוןכיוון⇐ 𝐹

𝑀
⊆ 𝐹

𝑀'
𝑀𝑀'

.וגםהסופייםהמצביםקבוצת,המצביםקבוצתמחשבת.ש- 𝑀𝑄
𝑀'

= 𝑄
𝑀

∪ {𝑞
𝐿𝑒𝑓𝑡

}𝐹
𝑀

= 𝐹
𝑀'

Σ
𝑀

= Σ
𝑀'

Γ.הבא:באופןיתוארעבודהא"ב
𝑀'

= {0, 1, 𝑏‾} ∪ {0&,  1&,  𝑏‾&}

.הסימוןעםשלבסרטמקוםבאותויוחלףהאותעלשמצביעשלהסרטשלהכותבהראש 𝑀σ ∈ Γ
𝑀

𝑀'σ&

שמבצעלמצבב-נעבור.אתההזזהשלאחרבתאנכתובאזצעדמפעילכאשר● 𝑀𝐿𝑒𝑓𝑡σ&𝑀'𝑞
𝐿𝑒𝑓𝑡

ממצבנעבורואזב-שמסומןהתאאתשיפגושעדמימיןחיפושיבצעואזלראש 𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡σ&
בו.נמצאשמצבלאותו 𝑞

𝐿𝑒𝑓𝑡
𝑀

בו.גםקיימותהאלוהפעולותכישווהבאופןיפעלאזאוצעדמפעילכאשר● 𝑀𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝑆𝑀'
ש-הפונקציהאותהאתשתחשברגילהמ"טנבנההחדשה.מ"טתהי:שניכיוון⇒ 𝐹

𝑀
, ⊆ 𝐹

𝑀
𝑀'𝑀𝑀'

𝑄.המצביםוקבוצתהמעבריםפונקצייתמלבדשוויםהרכיביםכלמחשבת.
𝑀

= 𝑄
𝑀'

∪ {𝑞
𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡

}

שנגיעעדצעדיעםהראשאתשמזיזלמצבב-נעבור,צעדמפעילכאשר● 𝑀'𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡𝑀𝑞
𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡

𝐿𝑒𝑓𝑡

בו.נמצאש-המצבלאותוממצבנעבורלהתחלה,כשנגיעהסרט.לתחילת 𝑞
𝑅𝑒𝑠𝑒𝑡

𝑀'

.במודלגםבשווהבאופןנפעלאזצעדמפעילכאשר● 𝑀'𝑆,  𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝑀

דור עזריה
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השוואה בין מ"ט לבין אוטומטים פשוטים
ראינו שמ"ט הוא מודל חזק יותר משפות ח"ה ולכן גם משפות רגולריות.

אוטומטלהלבנותניתןלאולכןרגולריתלאהשפהכילמדנואוטומטיםבקורס 𝐿 = {0𝑛1𝑛 | 𝑛 > 0}
ח"ה).(שפותלדח"הששקולמחסניתאוטומטהזאתלשפהלבנותשאפשרלמדנובנוסףוכו'... 𝐷𝐹𝐴,  𝑁𝐹𝐴

אם כך, בהכרח אפשר לבנות מודל ממ"ט שמקבל את השפה הזאת כי מ"ט חזק יותר משפות ח"ה.
פסואדו-קוד.באמצעותהקורס:שלבמבחניםכמקובלנתאראנחנו,השפהאתהמכריעהמ"טנתאר 𝐿

למה פסאודו-קוד? - כי הוא ניתן לחישוב על ידי מחשב ⇐ ניתן לחישוב על ידי מכונת טיורינג.

𝐿.אתהמכריעהטיורינגמכונת:פסאודו-קוד = {0𝑛1𝑛 | 𝑛 > 0}

דחה.-אחרת,כאשרמהצורההמילהכיבדוק1 0𝑛1𝑚𝑛 ≠ 𝑚

𝑥.ב-המילהשלהראשונההאותאתסמן2

דחה.כזה,"1"נמצאלאאם-ב-אותווסמןהראשון1ל-שתגיעעדימינההראשאתהזז3 𝑦

ותקבע:ביותרהימניל-שמימיןלתאעדשמאלהחזורלולאה:4 𝑥

.3לשלבוחזורב-סמנואז0המספראתמכילהזההתאאם4.1 𝑥

המילה.לסוףעדימינהזוזאזב-מסומןהזההתאאם4.2 𝑦

דחה.-המילהלסוףעדימינההריצהבמהלך"1ב-"נפגשתאם4.2.1

קבל.5

ונדחה.אזזהעבורומתאים"1"מצאנוולא3לשלבועברנוב-0אתסימנואם-4.1בשלב● 𝑥0| | > 1| |
רקלנונותרולכןב-האפסיםכלאתלסמןשסיימנואומרזהyב-מסומןהזההתאאם-4.2.1בשלב● 𝑥

ונדחה.אז1ב-נפגשנוהמילהלסוףימינההריצהבמהלךאם…ש:לבדוק 0| | = 1| |0| | < 1| |
:דוגמה ויזואלית

דור עזריה
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מכונת טיורינג אוניברסלית

קידודים
גרפים,טיורינג,מכונותעלשיעבדואלגוריתמיםנרצה.סימניםשלמחרוזתהואטיורינגלמכונתקלט 𝑥 ∈ Σ *

.לאובייקטקידודלבחורנרצהולכןועודפולינומיםמטריצות, < 𝑋 >𝑋

מכונת טיורינג אוניברסלית
מכונת טיורינג אוניברסלית היא המחשב

המודרני של היום.  עד עכשיו, חשבנו על מכונת
במחשב-אלגוריתםשלייצוגכעלטיורינג 𝑀

. מכונתתוכנה"אמיתי", המקבילה שלה היא
תוכנהכןגםכן,אםהיא,אוניברסליתטיורינג 𝑈

".מערכת הפעלה- אבל תוכנה מסוג מיוחד: "
הואאוניברסליתטיורינגמכונתשלהקלט 𝑈
אתל”הריץ”הואעושההאוניברסליתשהמכונהמה.כלשהו,וקלט,כלשהו,טיורינגמכונתשלקידוד 𝑀𝑥𝑈𝑀

כמוהו).ולענותעלשל"סימלוץ"אוסימולציהלבצע(כלומר,על 𝑥𝑀𝑥

נרצה לבנות מכונת טיורינג כללית שתוכל לבצע את המשימה של כל מכונת טיורינג אחרת.
אותם.שתפעילכלליתמכונהנרצהאנחנואלגוריתמים,שמריצותמכונותמיניכללנויהיוכלומר, 𝑀𝑈
.ותחזירעבורהקלטואתמכונהשלקידודלקבלצריכהאוניברסליתטיורינגמכונת 𝑈𝑀𝑥 ∈ Σ *𝑀𝑀(𝑥)

כלומר, נרצה שיתקיים:
𝑈(< 𝑀, 𝑥 >) =  𝑀(𝑥)

,0}.הא"במעלמחרוזתבצורתאותהלקודדנרצהנוח,באופןמ"טלייצגמנתעל 1}
טיורינג:מכונתשלמקידודדרישות < 𝑀 >

.שלההקידודבהינתןהמכונהאתלשחזרניתןיהיה.1 𝑀< 𝑀 >
.שלההקלטעלשלההקידודבהינתןהמכונהאת"לסמלץ"או"להריץ"ניתןיהיה.2 < 𝑀 >< 𝑥 >

מקבילה בעולם שלנומונח

מחשב מודרני / מערכת ההפעלה𝑈-אוניברסליתטיורינגמכונת

אלגוריתם ספציפי במחשב / תוכנה𝑀-רגילהטיורינגמכונת

דור עזריה
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קידוד של מכונת טיורינג
למחרוזת.מ"טלקודדשניתןנראהכעת.מ"טשלקידודמקבלתאוניברסליתשמ"טאמרנו 𝑈𝑀𝑀

𝑀.שביעייה:תהי● = 𝑄,  Σ,  Γ,  δ,  𝑞
0
,  𝐹 = {𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
, 𝑞

𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡
},  𝑏‾( )

הבאה:מהצורההיאשמ"טהכלליותהגבלתבלינניח● 𝑀
𝑄 = {𝑞

1
,  𝑞

2
 ,  .  .  .  ,  𝑞

𝑚
}   ,    Σ = {𝑎

1
,  𝑎

2
,  .  .  .  ,  𝑎

𝑘
}   ,    Γ = {𝑏

1
,  𝑏

2
 ,  .  .  .  ,  𝑏

𝑠
}

בהתאם.הםכאשר 𝑞
0
, 𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
, 𝑞

𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡
𝑞

1
,  𝑞

2
,  𝑞

3

בהתאם.הםכאשר 𝑎
1
, 𝑎

2
,..., 𝑎

𝑘
, 𝑏‾𝑏

1
,  𝑏

2
,..., 𝑏

𝑘
, 𝑏

𝑘+1

𝐿.נקודד:● = 1   ,    𝑅 = 2   ,    𝑆 = 3

.הבאה:בצורהנקודדלכל● δ(𝑞, 𝑎) = (𝑝,   𝑏,   𝐿𝑅𝑆)< δ(𝑞,  𝑎) >  =  1𝑝01𝑏123  
.ידיעלשוניםמעברישניכלנפריד● δ00

הבא:באופןמתוארהמכונהשלהקידודלכן, 𝑀

< 𝑀 >= 1 𝑄| |01 Γ| |01 Σ| |0 < δ(𝑞
1
, 𝑏

1
) > 00 ...  00 < δ(𝑞

𝑚
,  𝑏

𝑠 
) > 00

xהקלטקידוד
>)𝑈.שיתקייםנרצהאוניברסליתטיורינגבמכונת 𝑀, 𝑥 >) =  𝑀(𝑥)

.אתגםלקודדבנוסףצריךאבל,המכונהאתקידדנועכשיו,עד 𝑀𝑥
תתמודד?איךבעיה,וזהלמכונהשזריםמתוויםמורכבשלהקלטואזש:שייתכןלבנשים Σ

𝑈
≠ Σ

𝑀
𝑀𝑈𝑈

.בא"בלהיותצריךלכןלהריץ,תוכלשגםכזובצורהלקודדצריךה-אתאז 𝑥 ∈ Σ
𝑀

*𝑈𝑥Σ
𝑈

.ולאהבאה:בצורהככלבדרךיהיההקלטכלומר, < 𝑀 >< 𝑥 >< 𝑀 > 𝑥
לקרואתדעשהמכונהנרצהלכן,שלההקידודבהינתןהמכונהאתלשחזרניתןשיהיהאמרנוהרי 𝑀< 𝑀 >𝑈
אותה.לקרואתדעש-בשבילאותהנקודדולכןהמחרוזתאת 𝑥𝑈

התאמת מכונות להרצה במ"ט אוניברסלית
בתורלהשנתונהמכונהכלשלהפעולהאתלשחזרשיכולהאוניברסליתמכונהשקיימתלהוכיחעדייןצריך 𝑈

:עלריצתאת"לחקות"יכולההמכונהכלומרקידוד. 𝑈𝑀𝑥
).שלהקלטבסוף(אונוסףבסרטשלההתחלתיתהקונפיגורציהאתתשמורהמכונה.1 𝑈𝑀< 𝑀 >

נוסף.סרטעםלעבודאפשרלכןאחד,סרטעםרגילהלמכונהשקולהסרטיםעםשמ"טראינו 𝑘
הקורא/כותב.הראשמיקוםאתשמצייןמיוחדסימןתשמורהמכונה.2 𝑈
ההוראותלפיהשניבסרטשנמצאת,שלהנוכחיתהקונפיגורציהאתתעדכןהמכונהשלב,בכל.3 𝑈𝑀

.ל-שהכנובקידודכברשנמצאותהמעבריםבפונקצייתהנתונות δ𝑀
.שלהפלטאתותחזירתעצור,גםהיאאזעצרה)(שלסופימצבתזהההמכונהכאשר.4 𝑈𝑀𝑀𝑀
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טיפול בקידוד לא תקין
עיקריות:גישותשתייש-תקין?לאאםקורהמה < 𝑀 >

יחסית קל לבדוק בתחילת האלגוריתם אם הקלט תקין, לכן אפשר להניח שהקלט תקין..1
.למצבמיידיתהעוברתהמכונהבתורנתייחסתקין,שאיננומכונהשלקידודלכל.2 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

מכונתשלכקידודאותהנבין,שלכקידודלפירושניתנתשאיננהבינאריתמחרוזתכלכלומר, < 𝑀 >
).למצב(עוברתמידשעוצרתטיורינג 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
𝑞

𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

ריצת מ"ט אוניברסלית
.אתהמממשתמ"טנבנהאנחנו-תרוץ?המכונהכיצד 𝑈𝑈

להלן סקיצה של מימוש מסוים, וזה יהיה "המכונה האוניברסלית" שעוד נפגוש המון בקורס:
:הקלטעלהאוניברסליתהמכונה● 𝑀

𝑈
< 𝑀, 𝑥 >

סופי).לאשהואמסויםבמצב(נתקעאינסופיתלולאהנבצעאזחוקילאהקידודאם○ < 𝑥 >
.שלהיאכאשרהקונפיגורציהאתהשניהסרטעלנכתוב○ < 𝑀 >,  < 𝑐 >( )< 𝑐 >𝑐

0
𝑀

בתוראותהונכתובאתנחשבסופית,קונפיגורציהלאעודכל○ 𝑐𝑁𝐸𝑋𝑇(< 𝑀 >, < 𝑐 >)
).שללפינקבעשהעדכון(ראינוהקודמת).של(עדכוןהנוכחיתהקונפיגורציה 𝑐δ𝑀

.ידיעלהמיוצגהפלטקידודאתנפלוטאזסופית,קונפיגורציהאם○ 𝑐𝑐
.הקלטעלריצתשלצעדאחריצעדסימולציהמבצעתהמכונה● 𝑀

𝑈
𝑀𝑥

- ככה עד שנגיע לקונפ' סופית.ונעדכן בהתאם את הקונפיגורציהכלומר, בכל שלב נפעיל את δ

דור עזריה
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REו-Rהמחלקות

תזכורת - מ"ט לקבלת שפות
.שלאינסופיתאוסופיתקבוצהתתהינהשפה:תזכורת 𝐿Σ *
𝐹.שמקיימתרגילהטיורינגמכונתהינהשפותלקבלתטיורינגמכונת:הגדרה = {𝑞

𝑎𝑐𝑐
,  𝑞

𝑟𝑒𝑗
}

שלה.הקלטאתמקבלתשהמכונההיאשמשמעותוסופימצבהינוהמצב● 𝑞
𝑎𝑐𝑐

שלה.הקלטאתדוחהשהמכונההיאשמשמעותוסופימצבהינוהמצב● 𝑞
𝑟𝑒𝑗

המקורי, אבל לרוב לא נתייחס אליו.: גם למכונה לקבלת שפות יש פלט כמו שהוגדר במודלהערה

שפה של מכונה
אז:שלההקלטעםמכונהבהינתן 𝑀𝑥 ∈ Σ *
.ב-ונסמןאתמקבלתש-נאמר,מצבעלנעצרתעלבריצתההמכונהאם● 𝑀𝑥𝑞

𝑎𝑐𝑐
𝑀𝑥𝑀(𝑥) = 1

.ב-ונסמןאתדוחהש-נאמר,מצבעלנעצרתעלבריצתההמכונהאם● 𝑀𝑥𝑞
𝑟𝑒𝑗

𝑀𝑥𝑀(𝑥) = 0

.לא מוגדראם המכונה לא עצרה - הפלט●

).(אותםמקבלתהמכונהאשרהמיליםכלקבוצתהינההמכונהשפת:הגדרה 𝐿(𝑀)𝑀𝑀(𝑥) = 1
עוצרת.לאאודוחהש-המיליםכלקבוצתהיאהמשלימההשפה:הגדרה 𝐿(𝑀) = Σ * \𝐿(𝑀)𝑀

ההבדל בין קבלת שפות להכרעת שפות
מתקיים:אםהשפהאת(מזהה)מקבלתשמכונהנאמר,שפהבהינתן:1הגדרה 𝐿 ⊆ Σ *𝑀

𝐿
 𝐿

𝑥 ∈ 𝐿 ↔ 𝑀(𝑥) = 1
לעולם.עוצרתלאאואזאם:1להגדרהחשובהנקודה 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0𝑀(𝑥)

מתקיים:אםהשפהאתמכריעהשמכונהנאמר,שפהבהינתן:2הגדרה 𝐿 ⊆ Σ *𝑀
𝐿
 𝐿

𝑥 ∈ 𝐿 ↔ 𝑀(𝑥) = 1
עוצרת.תמידובנוסף, 𝑀

𝐿

.ותחזירמילהכלעבורתעצורתמידהמכונה:2להגדרהחשובהנקודה 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0

דור עזריה
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𝐿(𝑀)מהצורהשוויוןשלנכונותהוכחת = 𝐿
).השפהאכןהיאהמכונהששפת(כלומר,להוכיחנצטרך,מכונהלהשבנינו,שפהבהינתן 𝐿𝑀𝐿(𝑀) = 𝐿𝐿

מכריעה):אומקבלתהיאאם(תלויהבאההטענהאתנוכיחאנחנו,להוכיחשנרצהבתרגילים 𝐿(𝑀) = 𝐿

.מתקייםלכלאם:טענה 𝐿(𝑀) = 𝐿𝑥 ∈ Σ *𝑥 ∈ 𝐿 ↔ 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)
:מקבלתמבנה ההוכחה עבור מכונה●

.כלומרהפלט:אתלהראותנרצהמילהכל○ 𝑥 ∈ 𝐿𝑀(𝑥) = 1𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)
.כלומרמוגדרלאש-אוש:להראותנרצהמילהכל○ 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0𝑀(𝑥)𝑥 ∉ 𝐿(𝑀)

:מכריעהמבנה ההוכחה עבור מכונה●
.כלומרהפלט:אתלהראותנרצהמילהכל○ 𝑥 ∈ 𝐿𝑀(𝑥) = 1𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)
.כלומרהפלט:אתלהראותנרצהמילהכל○ 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0𝑥 ∉ 𝐿(𝑀)

REו-Rהמחלקות
אותן.המכריעהטיורינגמכונתעבורןשקיימותהשפותכלאתשמכילהקבוצההיאמחלקה:הגדרה 𝑅

𝑅 = ∀ 𝐿 ⊆ Σ * | ∃ 𝑡𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 𝑚𝑎𝑐ℎ𝑖𝑛𝑒 𝑀 𝑠. 𝑡.  𝐿(𝑀) = 𝐿 ∧  𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡{ }

אותן.המקבלתטיורינגמכונתעבורןשקיימותהשפותכלאתשמכילהקבוצההיאמחלקה:הגדרה 𝑅𝐸

𝑅𝐸 = ∀ 𝐿 ⊆ Σ * | ∃ 𝑡𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 𝑚𝑎𝑐ℎ𝑖𝑛𝑒 𝑀 𝑠. 𝑡.  𝐿(𝑀) = 𝐿{ }

למכונה מכריעה יש יותר כוח.●
.אומרהסימון● 𝑅𝑅𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑖𝑣𝑒
𝑅.כינראהבהמשך● ⊂ 𝑅𝐸
.אומרהסימון● 𝑅𝐸𝑅𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑖𝑣𝑒𝑙𝑦 𝐸𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒

Rב-לשפותדוגמאות
Σ.השפות הטריוויאליות:● *,  ∅
ראש(עםטיורינגמכונתשלפרטימקרההואדטרמיניסטיסופיאוטומט-הרגולריות.השפות● 𝐷𝐹𝐴

קורא/כותב שעובר פעם אחת בדיוק על הקלט).
שפות של בעיות מוכרות שידוע לנו על אלגוריתם שפותר אותן (תמיד) כמו למשל:●

○𝐿 = {𝑥 | 𝑥 𝑖𝑠 𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟}
○𝐿 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ}
○𝐿 = {< 𝐺 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ}

דור עזריה



חישוביות||26

,Rהמחלקותשלתכונות RE
אותה.מקבלתגםבהכרחשפה,המכריעהמ"ט:-1תכונה 𝑅 ⊆ 𝑅𝐸

.אזאםלמשלים:סגורההמחלקה-2תכונה 𝑅𝐿 ∈ 𝑅𝐿‾ ∈ 𝑅
.השפהאתהמכריעהמכונהקיים,הגדרתלפי,תהי-2הוכחה 𝐿 ∈ 𝑅𝑅𝑀𝐿

הדוחה.והמצבהמקבלהמצבביןהחלפהלמעטל-זהההמכונה:השפהאתשמכריעהמכונהנבנה 𝑀𝐿‾𝑀𝑀
נראה נכונות עבור השפה המשלימה:

.אתמקבלתוהמכונהאתדוחהכזהובמקרהאזאם● 𝑥 ∈ 𝐿‾𝑥 ∉ 𝐿𝑀𝑥𝑀𝑥

.אתדוחהוהמכונהאתמקבלתכזהובמקרהאזאם● 𝑥 ∉ 𝐿‾𝑥 ∈ 𝐿𝑀𝑥𝑀𝑥

תמיד).עוצרת(כיעוצרתתמידבנוסף,.ש:קיבלנו 𝐿‾ = 𝐿(𝑀)𝑀𝑀

.ולכן.ל-מכריעהמכונהשקיימתמכאן, 𝐿‾𝐿‾ ∈ 𝑅
∎

לאיחוד.סגורההמחלקה-3תכונה 𝑅
.אזתהיינה-3טענה 𝐿

1
,  𝐿

2
∈ 𝑅𝐿

1
∪ 𝐿

2
∈ 𝑅

בהתאמה.אתהמכריעותמ"טותהיינה,ל-שייכותתהיינה-3הוכחה 𝐿
1
,  𝐿

2
𝑅𝑀

1
,  𝑀

2
𝐿

1
, 𝐿

2

שמבצעת:קלטעלחדשהמכונהנגדיר 𝑀'𝑥
ומקבלת.עוצרתאזיקיבלה,ואםעלאתמריצה.1 𝑀'𝑀

1
𝑥𝑀

1
𝑀'

כמוה.ועונהעלאתמריצהאחרת,.2 𝑀'𝑀
2

𝑥

נראה נכונות עבור שפת האיחוד:
.ולכןכלומראזאם● 𝑥 ∉ 𝐿

1
∪ 𝐿

2
𝑥 ∉ 𝐿

1
 ∧ 𝑥 ∉ 𝐿

2
𝑀

1
(𝑥) = 0 ∧ 𝑀

2
(𝑥) = 0𝑀'(𝑥) = 0

.ולכןכלומראזאם● 𝑥 ∈ 𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝑥 ∈ 𝐿
1

∨ 𝑥 ∈ 𝐿
2

𝑀
1
(𝑥) = 1 ∨ 𝑀

2
(𝑥) = 1𝑀'(𝑥) = 1

.ומכאןהאיחודלשפתמכריעהמ"טשקייםהראנו.ש:הראנוכלומר 𝐿
1

∪ 𝐿
2

= 𝐿(𝑀')𝑀'𝐿
1

∪ 𝐿
2

∈ 𝑅

∎

לאיחוד.סגורההמחלקה-4תכונה 𝑅𝐸
.אזתהיינה-4טענה 𝐿

1
,  𝐿

2
∈ 𝑅𝐸𝐿

1
∪ 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸

לאקלטיםשלמקריםקיימיםשב-מכיווןעבורשהוכחנוכמולהוכיחיכוליםלאאנחנו-4להוכחהמבוא 𝑅𝑅𝐸
שניתן לסמלץ מכונה בהינתן קידוד עבורה.כמו שראינוהרצה מבוקרתמוגדרים על המכונות. אנחנו נבצע

זוגי, להריץ את המכונה הראשונה ובכל צעד אי-זוגי. לדוגמה - בכל צעדבמקבילניתן גם לסמלץ שתי מכונות
ריצתעבורואחדהראשונההמכונהריצתעבוראחד-סרטים2ב-להשתמשנוכלהשנייה.המכונהאתלהריץ

המכונה השנייה.

דור עזריה
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אחד.בסרטאצלהיושבהואקלטמקבלתהאוניברסליתהמכונהכאשראחרות,במילים 𝑈
יכולה:המכונהאבל 𝑈

.2בסרטשלההקונפיגורציהעם1בסרטהקלטשלהראשוןהחציאתלהשאיר.1
.4בסרטשלההקונפיגורציהואת3לסרטהקלטשלהשניהחציאתלגזור.2
בהתאמה.אתהמקבלותמ"טותהיינה,ל-שייכותתהיינה-4הוכחהרעיון 𝐿

1
,  𝐿

2
𝑅𝐸𝑀

1
,  𝑀

2
𝐿

1
, 𝐿

2

שמבצעת:קלטעלחדשהמכונהנגדיר 𝑀'𝑥
.עלבמקבילהמכונותשתיאתתסמלץ.1 𝑀'(𝑥)𝑀

1
,  𝑀

2
𝑥

.נקבלונעצורמידאזב-עצרהמהןאחתאם.2 𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

.נדחהונעצוראזב-עצרושתיהןאם.3 𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

אחרת - המכונה שלנו פשוט תמשיך לרוץ לנצח (וזה בסדר…)..4
.אוש:כלומרהבניה.נכונותאתלהוכיחנשאר 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀

1
)𝑥 ∈ 𝐿(𝑀

2
)

עצרה.היאבוהצעדאתב-ונסמןב-עלעוצרתמהמכונותאחתלפחותאז● 𝑥 ∈ 𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝑥𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑖

לכלסימולציהבצעדהנ"להצעדשלבסימולציהזועצירהתזהההמכונה,שלמהבניה 𝑀'𝑀'2𝑖
כן,לפניעצרהאםגםותקבל.תעצורגםהיאזה,במקרהבמקביל).שרציםסרטים2יש(כיהיותר 𝑀

2

.ב-עצרוהמכונותשתיאםאלאב-עוצרתלאכיל-התוצאהאתישנהלאזה 𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

𝑀'𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

תעצורלאמהמכונותאחתאףכלומר,.וגםאז● 𝑥 ∉ 𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝑥 ∉ 𝐿
1

= 𝐿(𝑀
1
)𝑥 ∉ 𝐿

2
= 𝐿(𝑀

2
)

לא.אועוצרותשתיהןאםב-תעצוראלאב-תעצורלאגםלכן.במצב 𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑀'𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

∎

לחיתוך.סגורההמחלקה-5תכונה 𝑅𝐸
.אזתהיינה-5טענה 𝐿

1
,  𝐿

2
∈ 𝑅𝐸𝐿

1
∩ 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸

.אתנקבל,מ"טידיעלהמתקבלותבהינתן 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸𝑀

1
, 𝑀

2
𝐿

1
∩ 𝐿

2

תבצע:קלטבהינתןאשרדו-סרטיתמ"טנבנה 𝑀𝑥
נוסף.לסרטאתתעתיק.1 𝑀𝑥
הראשון.בסרטעלאתתריץ.2 𝑀

1
𝑥

a.תדחהדחתה,אם. 𝑀
1

𝑀

b.כמוה.ותענההשניבסרטעלאתתריץאזקיבלהאם 𝑀
1

𝑀𝑀
2

𝑥

.כלומר:.ע"יוגםע"ימתקבלאם"םקלטתקבלאזי 𝑀𝑥𝑥𝑀
1

𝑀
2

𝐿(𝑀) = 𝐿
1

∩ 𝐿
2

נותר להוכיח את נכונות הבניה.
∎
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,𝑅המחלקותשלסגירויות  𝑅𝐸
כל אחת מהטענות הללו דורשות הוכחה. (לחלקן צריך הרצה מבוקרת).

𝑅𝐸מחלקה𝑅מחלקהסגירות

✘✔משלים

✔✔איחוד

✔✔חיתוך

✔✔שרשור

✔✔איטרציה

✔✔היפוך (רוורס)

co-REהמחלקה
.מקבלתמכונהיששלהןהמשלימהלשפהאשרהשפותכלקבוצתכלומר,.:הגדרה 𝑐𝑜𝑅𝐸 = 𝐿 | 𝐿‾ ∈ 𝑅𝐸{ }

ש:כךמכונהעבורןשישהשפותקבוצתהיאהקבוצה:שקולההגדרה 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑀
בכלל.עוצרתלאאוומקבלתעוצרתהמכונהאזאם.1 𝑥 ∈ 𝐿
ודוחה.עוצרתהמכונהאזאם.2 𝑥 ∉ 𝐿

.מתקייםבהכרחלאכנ"ל,מכונהידיעלשפהכשמגדירים:אבחנה 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑀𝐿(𝑀) = 𝐿
𝐿.שפהכלעבור-תשובהמתקיים.כןזהמתי-שאלה ∈ 𝑅 ⊆ 𝑐𝑜𝑅𝐸

:סדר בראש
מתקיים:עבור 𝐿 ∈ 𝑅𝐸
.ועוצראזאם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑀(𝑥) = 1
עוצר.לאאואזאם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0𝑀(𝑥)
מתקיים:עבור 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸
עוצר.לאאואזאם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑀(𝑥) = 1𝑀(𝑥)
.ועוצראזאם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0
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סיכום מחלקות עד כה

𝑅 = {𝐿 |𝐿 המכריעה את 𝑀 קיימת מכונה}
𝑅𝐸 = {𝐿 |𝐿 המקבלת את 𝑀 קיימת מכונה}
𝑐𝑜𝑅𝐸 = {𝐿 |𝐿 הדוחה את 𝑀 קיימת מכונה}

coREהמחלקהשלתכונות
.קלטכלעלעוצרתבהכרח,שפההמכריעהמ"ט::תכונה 𝑅 ⊆ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿𝑥 ∉ 𝐿

𝑅.:טענה = 𝑅𝐸 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸
: נוכיח בהכלה דו-כיוונית.הוכחה
𝑅:ראשוןכיוון● ⊆ 𝑅𝐸 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.מכאןש:וגםש:ראינו 𝑅 ⊆ 𝑅𝐸𝑅 ⊆ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑅 ⊆ 𝑅𝐸 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸
𝑅𝐸::שניכיוון● ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸 ⊆ 𝑅

מכריעה.מכונהלשפהשישכלומרכילהוכיחצריך,תהי 𝐿 ∈ 𝑅𝐸 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑅𝐿
.אתהמקבלתמכונהלהקיימתאזש:מכיוון 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝑀

1
𝐿

אותם.ודוחהב-שלאקלטיםשמזההמכונהלהקיימתאזוגם 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑀
2

𝐿

‾𝐿).השפהשלהמקבלתהמכונהבעצם(זאת

:קלטעלהמכונהמבוקרת.בהרצהחדשהמכונהנתאר 𝑀 *𝑀 *𝑥
.עלואתעלאתבמקבילמריצה.1 𝑀

1
𝑥𝑀

2
𝑥

דוחה.גםאזדחתהאםמקבלת.גםאזקיבלהאםשלב,בכל.2 𝑀
1

𝑀 *𝑀
2

𝑀 *

נשאר להוכיח את נכונות הבניה:
.כלומראזאם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑀

1
(𝑥) = 1𝑀 * (𝑥) = 1

.כלומראזאם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑀
2
(𝑥) = 0𝑀 * (𝑥) = 0

∎

:הערת עזר לכיוון שני של ההוכחה הקודמת
במצבשעוצרתמ"טלהקייםאזוגםקבלהבמצבשעוצרתמ"טלהקייםאז 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝑀

1
𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑀

2

"לתפוס"צריכיםאנחנולכן,דחה.אוקיבלאםוקובעתמידשעוצרמ"טלהקייםשכלאמרנודחייה. 𝐿 ∈ 𝑅𝑀
אזמתקבלתמילהשכלמבוקרתבהרצהונראהניצורלכן,עוצרים.שבהםהמקריםאת 𝑀

1
, 𝑀

2
𝑀 *𝑥 ∈ 𝐿

מ"טעבורבנייההראנודוחה.במצבשעוצרל-נפנהאזואםמקבל.במצבשעוצרל-נפנה 𝑀
1

𝑥 ∉ 𝐿𝑀
2

𝑀 *

𝐿.ולכןהשפהאתשמכריעה ∈ 𝑅
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𝐿השפה
𝑢

הוכיחו.-?ל-שייכתהיאהאם?ל-שייכתהשפההאם 𝐿
𝑢

= < 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥{ }𝑅𝐸𝑅

𝐿.:טענה
𝑢

∈ 𝑅𝐸

:השפהאתהמקבלתטיורינגמכונתנתאר:הוכחה 𝑀
𝑢

𝐿
𝑢

כמוה.ותענההקלטעלריצתאתתסמלץקלטעל 𝑀
𝑢

< 𝑀, 𝑥 >𝑀𝑥

(ראינו שניתן "לסמלץ" ריצה של מכונה שנתונה לנו כקידוד).●
נשאר להוכיח את נכונות הבניה:

אזיהקלטאתמקבלתש-מכאן,הקלטאתמקבלתאזאם● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿
𝑢

𝑀𝑥𝑀
𝑢

< 𝑀, 𝑥 >

.< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑀
𝑢
)

הקלטאתמקבלתלאש-מכאן,הקלטאתמקבלתלאאזאם● < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿
𝑢

𝑀𝑥𝑀
𝑢

< 𝑀, 𝑥 >

).שלכהגדרהעוצרתלאאודוחההיא(כלומר.אזי < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑀
𝑢
)𝑅𝐸

.ולכןהשפהאתהמקבלתמכונהשקיימתכלומרש:הראנו 𝐿
𝑢

= 𝐿(𝑀
𝑢
)𝑀

𝑢
𝐿

𝑢
𝐿

𝑢
∈ 𝑅𝐸

∎

.כלומרלאהיאהתשובה:?למחלקהשייכתהשפההאם 𝐿
𝑢

𝑅𝐿
𝑢

∉ 𝑅

יכול להכריע את השפה הזו. (נראה בהמשך).לאאלגוריתם בעולם,שכלכדי להוכיח זאת אנחנו צריכים להוכיח

𝐿השפה
𝐷

הוכיחו.-?ל-שייכתהאם?ל-שייכתהשפההאם 𝐿
𝐷

= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ }𝑅𝐸𝑅

𝐿.:טענה
𝐷

∈ 𝑅𝐸

:השפהאתהמקבלתמ"טנתאר:הוכחה 𝑀
𝐷

𝐿
𝐷

כמוה.ותענההקלטעלריצתאתתסמלץהקלטעל 𝑀
𝐷

< 𝑀 >𝑀< 𝑀 >

נשאר להוכיח את נכונות הבניה:
.אזאם● < 𝑀 >∈ 𝐿

𝐷
𝑀

𝐷
(< 𝑀 >) = 1

מוגדרת).(לאתעצורלאאואזאם● < 𝑀 >∉ 𝐿
𝐷

𝑀
𝐷

(< 𝑀 >) = 0𝑀
𝐷

(< 𝑀 >)

.ולכןהשפהאתהמקבלתמכונהשקיימתכלומרש:הראנו 𝐿
𝐷

= 𝐿(𝑀
𝐷

)𝑀
𝐷

𝐿
𝐷

𝐿
𝐷

∈ 𝑅𝐸
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שיטת הלכסון של קנטור
מספרים.שלמניהבתלאכמותיששבקטעהוכיחקנטור [0, 1]

:מבנה ההוכחה
.1ל-0ביןמספריםשלבן-מניהמספרשישבשלילהנניח.1
).0,1(למשלתווים2רקמכילשלהםשהייצוג,1ל-0ביןמספריםשלתת-קבוצהניקחהנוחות,לשם.2 𝐴
נסדר את המספרים הללו בסידור כלשהו (מובטח שקיים סידור כזה מכיוון שהנחנו שמדובר בקבוצת.3

בת מנייה).
.1ל-יהפוך0ו-0ל-יהפוך1אותן,ונחליףשבאלכסוןהספרותאתשניקחזהידיעלחדשמספרנבנה.4 𝑐
.האיברבדיוקהואשלנושהמספרכךאינדקסקייםולכןהמספר.5 𝑐 ∈ 𝐴𝑖𝑛

𝑖

.ה-בתושלמהערךשונהה-בתושלהערך,שלהבנייהלפיאבל,.6 𝑐𝑐𝑖𝑛
𝑖

𝑖

סתירה..7

:הרעיון מאחורי ההוכחה
האלהלמספריםלתתיכוליםאנחנוולכןמספריםשלמניהבתכמותאבל,1ל-0ביןמספריםאינסוףלנויש

המספרשלייצוגקייםהאלהמספריםהאינסוףביןלכן,הזה.לסידורבהתאםייצוגקיבלמספרכלסידור, 𝑛
𝑗

𝑛
𝑖

.אתמייצגלאכלומר.ש:קיבלנוהזהבייצוגאבלשעשינו.מההחלפהשנוצרהחדש 𝑐𝑛
𝑖
[𝑖] ≠ 𝑐[𝑖]𝑛

𝑖
𝑐

מניה.בןלאו-1ל-0ביןקייםלאהואאזהזאתבשורהנמצאלאוהמספרמניה)(בןסידורשקייםמכיווןאבל 𝐴

?ל-שייכתהשפההאם 𝐿
𝐷

𝑅

?ל-שייכתהשפההאם 𝐿
𝐷

= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ }𝑅

𝐿.:טענה
𝐷

∉ 𝑅

סתירה.: נניח בשלילה ונראה שזה גוררפרדוקס: ניצורמבנה ההוכחה
אותה.המכריעהמכונהלשפהקיימתולכןש:בשלילהנניח:הוכחה 𝐿

𝐷
∈ 𝑅𝐿

𝐷
𝑀

𝐷

הבאה:בצורהשפועלתלמשלים)סגירותלפימכריעהמכונהגם(היאחדשהמכונהנגדיר 𝐴
𝐷

הביטיםאתשהפכנו(כמו.הפוךועונההקלטעלהמכונהאתמריצההקלטעלהמכונה 𝐴
𝐷

< 𝑀 >𝑀
𝐷

< 𝑀 >

טיורינג, ניתן לסדר את כל המכונות בסידור כלשהו (למשלמכיוון שיש מספר בן מניה של מכונותבלכסון של קנטור).
סידור לקסיקוגרפי של מחרוזות הקידוד).

התשובהאתנאחסןה-שבתאכךטיורינג,מכונותשלהאפשרייםהזוגותכלשלאינסופיתטבלהנבנה [𝑖][𝑗]
)?המכונהשל(הקידודהקלטאתמקבלתהמכונההאםהבאה:לשאלה 𝑀

𝑖
< 𝑀

𝑗
>𝑀

𝑗
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< 𝑀
1

> < 𝑀
2

> < 𝑀
3

> < 𝑀
4

> … … …

< 𝑀
1

> 0 0 0 0 1 1

< 𝑀
2

> 1 1 1 0 0 0

< 𝑀
3

> 1

< 𝑀
4

> 0

… 0
… 1
… 0

שלקידודכלשמקבלתהשפהאתמכריעה(כיבטבלההאלכסוןשלהתאיםאתלמלאיודעתהמכונה 𝑀
𝐷

𝑀
𝐷

𝐿
𝐷

< 𝑀
𝑖

>

הטבלהשלהאלכסוןתאיאתלמלאיודעתכןגםהמכונהלכן,הטבלה)שלהאלכסוןאתבונהכלכלומרהמכונה 𝑀
𝑖

[𝑖][𝑖]𝐴
𝐷

(ממלאת את האלכסון אבל בדיוק ההפך).

.ש:שמתקייםכךאינדקסקייםכלומרבטבלה,נמצאתהיאולכןטיורינגמכונתגםהיאהמכונה 𝐴
𝐷

𝑖𝐴
𝐷

= 𝑀
𝑖

?של:הערךמהכלומר-בטבלה?ה-בתאהערךמה [𝑖][𝑖]𝑀
𝑖
(< 𝑀

𝑖
>) = 𝐴

𝐷
(< 𝑀

𝑖
>)

.הטבלה)הגדרתלפינכון(זה1ערךלהיותצריךבתאאזהקלטעלמקבלתאם● 𝐴
𝐷

< 𝐴
𝐷

>[𝑖][𝑖]

.סתירה-.0לפלוטחייבואז1תענההמכונה,הקלטעלשלבהרצהאבל 𝐴
𝐷

< 𝐴
𝐷

>𝑀
𝐷

𝐴
𝐷

.הטבלה)הגדרתלפינכון(זה0ערךלהיותצריךבתאאזהקלטעלמקבלתלאאם● 𝐴
𝐷

< 𝐴
𝐷

>[𝑖][𝑖]

.סתירה-.1לפלוטחייבואז0תענההמכונה,הקלטעלשלבהרצהאבל 𝐴
𝐷

< 𝐴
𝐷

>𝑀
𝐷

𝐴
𝐷

∎

Halting(השפה Problem( 𝐻𝑃
הוכיחו.-?ל-שייכתהאם?ל-שייכתהאם 𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥}𝑅𝐸𝑅

בשפה.והקלטמקבללמצבהגענוכלומר,אזעלעצרהאם:אינטואיציה 𝑀𝑥< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

המכונהולכן,עצרההמכונהבוודאותאםיודעיםלאאנחנואבל,אזעלעצרהלאאם 𝑀𝑥< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀
.אבל-מכאןהשפה.אתלהכריעיכולהלא 𝐻𝑃 ∈ 𝑅𝐸𝐻𝑃 ∉ 𝑅

𝐻𝑃.:טענה ∈ 𝑅𝐸
את הקלט - אחרת היא לאו דווקא עוצרת.: נראה מכונה שאם היא עוצרת אז היא מקבלתרעיון ההוכחה

:השפהאתהמקבלתטיורינגמכונתנתאר:הוכחה 𝑀
𝐻𝑃

𝐻𝑃

).ל-(נעבורנקבל-עצרהאם,הקלטעלריצתאתתסמלץהקלטעלהמכונה 𝑀
𝐻𝑃

< 𝑀, 𝑥 >𝑀𝑥𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

עוצרת.לאהמכונה-חוקילאהקידודאם < 𝑀, 𝑥 >𝑀
𝐻𝑃

נשאר להוכיח את נכונות הבניה:
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.הקלטאתמקבלתולכןהקלטעלעוצרתאזאם● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝐻𝑃

< 𝑀, 𝑥 >

>.אזי 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑀
𝐻𝑃

)

.הקלטאתמקבלתלאולכןהקלטעלעוצרתלאאזאם● < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝐻𝑃

< 𝑀, 𝑥 >

.אזיזה.קלטעלעוצרתלאהמכונהובפרט, 𝑀
𝐻𝑃

< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑀
𝐻𝑃

)

.ולכןהשפהאתהמקבלתמכונהשקיימתכלומרש:הראנו 𝐻𝑃 = 𝐿(𝑀
𝐻𝑃

)𝑀
𝐻𝑃

𝐻𝑃𝐻𝑃 ∈ 𝑅𝐸

∎

בעיית העצירה
𝐻𝑃?השפההאםשאלה: ∈ 𝑅

𝐻𝑃.כלומרלא.תשובה: ∉ 𝑅

:רעיון ההוכחה
.אתהמכריעהמכונהשישבשלילהנניח.1 𝑀

𝐻𝑃
𝐻𝑃

.אתלהכריעכדיב-נשתמש.2 𝑀
𝐻𝑃

𝐿
𝐷

= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ }

.השפהאתשמכריעמכונהקיימתשלאהוכחנואבל.3 𝑀
𝐷

𝐿
𝐷

סתירה.נקבל-אתשמכריעמכונהקיימתלאגםלכן.4 𝐻𝑃
𝐻𝑃.:טענה ∉ 𝑅

טיורינגמכונתקיימתולכןבשלילהנניח:הוכחה 𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥} ∈ 𝑅𝑀
𝐻𝑃

לשפהשייכתהיאהאםלהכריענרצה,כלשהימכונהשלקידודבהינתן.השפהאתהמכריעה 𝐻𝑃< 𝑀 >
לא:או 𝐿

𝐷
= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ }

אינסופית.ללולאהנכנסתאזדוחהכאשרפעםשבכלרק,ל-זההאשרמכונהנבנה 𝑀'𝑀𝑀𝑀'
:הקלטעלהמכונהעבור 𝑀'𝑦
.מקבלתאז-קיבלהאם,עלריצתאתמסמלצת● 𝑀𝑦𝑀𝑀'
אינסופית.ללולאהנכנסתאז-דחתהאם● 𝑀𝑀'

.הקידודאתהמכונהאלנשלחכעת 𝑀
𝐻𝑃

< 𝑀',  < 𝑀 >>

אתמקבלתש-נסיקבנייתולפיעלעוצרתאזבשפהשהקלטתענהאם● 𝑀
𝐻𝑃

𝐻𝑃𝑀'< 𝑀 >𝑀'𝑀

.כימכךונסיק < 𝑀 >< 𝑀 >∈ 𝐿
𝐷

ש-נסיקבנייתולפיעלעוצרתלאאזבשפהלאשהקלטתענהאם● 𝑀
𝐻𝑃

𝐻𝑃𝑀'< 𝑀 >𝑀'𝑀

.כימכךונסיקאינסופית)ללולאהנכנסתאו(דוחהאתמקבלתלא- < 𝑀 >< 𝑀 >∉ 𝐿
𝐷

.סתירה-השפהאתשמכריעאלגוריתםקיבלנו 𝐿
𝐷

∎

דור עזריה
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:הערות הוכחה
אואינסופיתללולאהנכנסוהאםלנואומרתהזאתהמכונהאזאתשמכריעמכונהלנוישאם● 𝑀

𝐻𝑃
𝐻𝑃

לא (האם עצרנו או לא). אם יש לולאה אינסופית אז נדחה ואם הגענו למצב סופי אז נקבל.
שקייםהרגעהראנואבלאותהלהכריעאפשרשאיכלומרש:כברהוכחנוכינובעתהסתירה● 𝐿

𝐷
∉ 𝑅

אלגוריתם שמכריע אותה וזו הסתירה.
.ש:להוכיחבשבילבונעזריםואנחנוש:קנטורשלהלכסוןמשיטתישירותהוכחנו● 𝐿

𝐷
∉ 𝑅𝐻𝑃 ∉ 𝑅

כריעה.לאש:הוכחנוכלומר 𝐻𝑃

דור עזריה
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תמונת מצב
בקורס אוטומטים למדנו על המחלקות הרגולריות,

חסרות ההקשר ותלויות ההקשר. לכל אחת
מהמחלקות האלה קיים מכונה שיודעת למדל אותם.
כל מכונה שונה כזאת חזקה יותר מהשניה ככל שהיא

תכיל יותר מחלקות בתוכה.

הן שפות מחזוריות. כלומר: לא צריך ספירה- הם שפות שלא צריך לזכור בהן משהו אינסופי.השפה הרגולרית

רגולרית.שפההיאהשפהלדוגמהאחר.משהוכנגדמשהולמנותצריךלאוגםמדויקת 𝐿 = {𝑎𝑖 :  𝑖 ∈ ℕ}
ממודליםאוטומטלשפהלבנותניתןאםכיוקבענוהמודליםאתלמדנוהאלולשפות 𝐷𝐹𝐴,  𝑁𝐹𝐴,  𝑁𝐹𝐴 − ε

אלה אז השפה היא רגולרית.  בתחילת הקורס של אוטומטים, הסבירו לנו כי לכל אוטומט יש סרט וראש קורא
כדי לקבוע (דטרמיניסטי אושעובר על הקלט.  עבור כל תו שהראש קורא בסרט, נשתמש בפונקצית המעברים δ

שיודעותטיורינגמכונתשלפרטימקרההםהמודליםכלומר,להמשיך.מצבלאיזהלא) 𝐷𝐹𝐴,  𝑁𝐹𝐴,  ε𝑁𝐹𝐴
לקבל רק את השפות הרגולריות ולא יותר מזה. לפי הציור אפשר להבין כי כל השפות רגולריות הם גם חסרות

,𝑅.הקשר,תלויותהקשר,  𝑅𝐸

לא ניתן לבצע ספירה מדויקת אבל ניתן לזכור- הם שפות שיש להן זיכרון של מחסנית.שפות חסרות ההקשר

רגולרית.לאובפרטהקשרחסרתשפההיאהשפהלדוגמה,כמות.כנגדכמות 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛 :  𝑛 ∈ ℕ}
עללמדנוהמחסנית.אוטומטכלומראוהמודלאתלמדנואלהלשפות 𝑃𝐷𝐴𝑃𝑢𝑠ℎ 𝐷𝑜𝑤𝑛 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑎

וסרט.קורא/כותבראשיששלאוטומטלמדנוכאן,גם.ל-שקוליםשהםוהראנוהקשרחסרידקדוקים 𝑃𝐷𝐴𝑃𝐷𝐴
חזקמודלהואמודלמחסנית.שלהתנהגותשמחקהטיורינגמכונתשלפרטימקרהגםהואכלומר 𝑃𝐷𝐴𝑃𝐷𝐴

יותר.חזקיהיההמודלככהמחלקותיותרשנעטוףוככלהרגולריותהשפותשלממודלייותר 𝐷𝐹𝐴

ותלות משולשת בין תווים. לדוגמה השפות- הם שפות שאפשר לבצע בהן ספירה מדויקתשפות תלויות הקשר

זיכרוןלהןישהקשרתלויותלשפותהקשר.תלויותהםו- 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛: 𝑛 ∈ 𝑁}𝐿 = {𝑎𝑝: 𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒}
עוטפת.שהיאמחלקהוכלממודלייותרחזקותוהםפרטי)(מקרהטיורינגמכונתשלחסום 𝐷𝐹𝐴,  𝑃𝐷𝐴

שאפשרשפותזהכלומר,אותן.שמכריעהטיורינגמכונתעבורןשקייםהשפותכלקבוצתהיא-Rהמחלקה
שלאמכיווןב-נמצאתהשפהלמשללא.אומתקבלתהמילההאםחד-משמעיתהחלטהעבורןלקבוע Σ *𝑅

תדחה.אםאותתקבלאםאזכלעבורמסובכים,חישוביםלקבועניתן 𝑥 ∈ Σ *𝑀(𝑥) = 1𝑀(𝑥) = 0
אינסופית.לריצהאותנולהובילשעלולותבעיותכאןלנואיןאזאתמכירהשהמכונהמכיוון 𝑀Σ

להןשקייםשייתכןשפותזהאותן.שמקבלתטיורינגמכונתעבורןשקייםהשפותכלקבוצתהיא-REהמחלקה
מכונת טיורינג שעבור קלט מסוים עלולות להוביל את המכונה למצב אינסופי ולא להיעצר לעולם.

דור עזריה
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2הרצאהסיכום
טיורינגמכונתשהיאאוניברסליתטיורינגמכונתעללמדנוההרצאהבתחילת-אוניברסליתטיורינגמכונת 𝑈
ואתמכונהשלקידודלקבלצריכההיאאחרת.טיורינגמכונתכלשלהמשימהאתלבצעשתוכלכללית 𝑀
שמירתבעזרתעלריצתאתמחקהאוניברסליתטיורינגמכונת.ותחזירעבורהקלט 𝑥 ∈ Σ *𝑀𝑀(𝑥)𝑈𝑀𝑥

בקידודשנתונההמעבריםפונקצייתסמךעלנקבעתהקונפיגורציהכאשרנוסף,בסרטקונפיגורציה δ< 𝑀 >
.תחזיראזותעצורסופילמצבתגיעכאשר. 𝑀𝑈𝑀(𝑥)

.שמקיימתרגילהטיורינגמכונתהינהשפותלקבלתטיורינגמכונת 𝑀𝐹 = {𝑞
𝑎𝑐𝑐

,  𝑞
𝑟𝑒𝑗

}

.ונסמןאתמקבלתש:נאמר● 𝑀𝑥𝑀(𝑥) = 1
.ונסמןאתדוחהש:נאמר● 𝑀𝑥𝑀(𝑥) = 0
).(אותםמקבלתהמכונהאשרהמיליםכלקבוצתהינההמכונהשפת● 𝐿(𝑀)𝑀𝑀(𝑥) = 1
עוצרת.לאאודוחהש-המיליםכלקבוצתהיאהמשלימההשפה● 𝐿(𝑀) = Σ * \𝐿(𝑀)𝑀

.מתקיים:אםהשפהאת(מזהה)מקבלתשמכונהנאמר-שפהקבלת 𝑀
𝐿
 𝐿𝑥 ∈ 𝐿 ↔ 𝑀(𝑥) = 1

.מתקיים:אםהשפהאתמכריעהשמכונהנאמר-שפההכרעת 𝑀
𝐿
 𝐿𝑥 ∈ 𝐿 ↔ 𝑀(𝑥) = 1

עוצרת.תמידבנוסף, 𝑀
𝐿

אותן.המכריעהטיורינגמכונתעבורןשקיימותהשפותכלאתשמכילהקבוצההיא-Rהמחלקה
אותן.המקבלתטיורינגמכונתעבורןשקיימותהשפותכלאתשמכילהקבוצההיא-REהמחלקה

אותה.מקבלתגםבהכרחשפה,המכריעהמ"ט:.1 𝑅 ⊆ 𝑅𝐸

.אזאםלמשלים:סגורההמחלקה.2 𝑅𝐿 ∈ 𝑅𝐿‾ ∈ 𝑅
לאיחוד.סגורההמחלקה.3 𝑅
לאיחוד.סגורההמחלקה.4 𝑅𝐸

.מקבלתמכונהיששלהןהמשלימהלשפהאשרהשפותכלקבוצתכלומר,..5 𝑐𝑜𝑅𝐸 = 𝐿 | 𝐿‾ ∈ 𝑅𝐸{ }
.קלטכלעלעוצרתבהכרח,שפההמכריעהמ"ט:.6 𝑅 ⊆ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿𝑥 ∉ 𝐿
7..𝐿

𝑢
= < 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥{ } ∈ 𝑅𝐸

8.𝐿
𝐷

= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ } ∈ 𝑅𝐸

9.𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥} ∈ 𝑅𝐸

זובשיטהנשתמשמספרים.שלמניהבתלאכמותיששבקטעהוכיחקנטור-קנטורשלהלכסוןשיטת [0, 1]
𝑅.למחלקהשייכותאילהראותכדי

דור עזריה



חישוביות||37

הרצה מבוקרת
𝑅𝐸.ל-שייכותמסוימותששפותלהוכחהחזקהשיטהכעתנציג

𝐿.הבאה:השפהנתונהדוגמה,בתור = {< 𝑀 > | ∃𝑥 𝑠. 𝑡.  𝑓
𝑀

(𝑥) = 𝑥 }

זוהי שפת כל המכונות שיש "נקודת שבת" לפונקציה שהן מחשבות.●
לבצעמלבדשבתנקודתקיימתהאםלבדוקהדרךברורהלא,מכונהדקדוקבהינתן● < 𝑀 >

כאלה).אינסוף(ישכזהאפשריקלטלכל 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒𝑤
𝑖

∈ Σ *

במכונות המקבלות שפה, ייתכן שעבור קלט מסוים המכונה לא תעצור לעולם.●
.אתתבדוקלאולכןלעולםתעצורלאאבלש:להיותיכול-הבעיה?מה● 𝑀(𝑤

2
) = 𝑤

2
𝑀(𝑤

1
)𝑀𝑤

2

.הרצה מבוקרתפתרון - נשתמש ב●

נשתמשאינסופית,ללולאהתיכנסהמכונה,מסויםקלטשעבורממצבלהימנעכדי-מבוקרת?הרצהזהמה 𝑤
בשיטת הרצה מבוקרת. זו שיטה עדינה ומבוקרת יותר המונעת ריצה אינסופית. בכל צעד באלגוריתם, נפעיל

-במקבילמיליםיותרעלנעבודככה-גדלהצעדיםשמספרככלעליה.שנעבודמילהכלמתוךקטןחלק 𝑤
𝑖

עדלהיבדקתמשיךבמקביל,עליהנעבודשגםהמילהאינסופי,למצבתיכנסמילהשאםכך 𝑤
𝑖

𝑤
𝑖+1

לעצירתה. נסתכל על הפתרון הבא שיעזור לנו להבין יותר את רעיון השיטה הזו.

הוכיחו.-?האם:שאלה 𝐿 = {< 𝑀 > | ∃𝑥 𝑠. 𝑡.  𝑓
𝑀

(𝑥) = 𝑥 } ∈ 𝑅𝐸

מבוקרת.בהרצהנראה.כן,:פתרון 𝐿 ∈ 𝑅𝐸
.השפהאתהמקבלתמכונהנבנה 𝑀

𝐿
𝐿

:קלטעל 𝑀
𝐿

< 𝑀 >

מניה).בתכי(אפשרי.לקסיקוגרפיבסדרב-המיליםכלאתנסדר● Σ *𝑤
1
, 𝑤

2
, 𝑤

3
, 𝑤

4
,....

:;אינסוףעד;עבור● 𝑖 = 1𝑖 ++
:;עד;עבור○ 𝑗 = 1𝑖𝑗 ++

).(כלומרצעדים.במשךקלטעלאתסמלץ■ 𝑀𝑤
𝑗

𝑖𝑀 𝑤
𝑗
[1.... 𝑖]( )

.קבל,החזירהאם■ 𝑀𝑤
𝑗

נותר להוכיח את נכונות הבניה:
.ש:כךקייםאז,יהי-ראשוןכיוון < 𝑀 >∈ 𝐿𝑥𝑓

𝑀
(𝑥) = 𝑥

לקסיקוגרפי).בסדרה-המילהזו(כלומרש:כךה-המילהאתנסמן● 𝑘𝑥 = 𝑤
𝑘

𝑥𝑘

).ומחזירהעוצרתצעדים,אחרי(כלומרעלשלהצעדיםמספרנסמן● 𝑡𝑀𝑥𝑡𝑀𝑥

).עללעבורתסייםש-עדצעדיםוגםהמילהאתשנריץכדינרצהאנחנו(נסמן● 𝑖 = 𝑚𝑎𝑥(𝑡, 𝑘)𝑖 ≥ 𝑘𝑤
𝑘

𝑖 ≥ 𝑡𝑀𝑤
𝑘

אתונקבלאתנזההולכןצעדים)(לפחותצעדיםלמשך)עלגם(ובטוחעלנרוץ● 𝑤
1
,..., 𝑤

𝑖
𝑤

𝑘
𝑖𝑡𝑓

𝑀
(𝑥) = 𝑥

.< 𝑀 >

דור עזריה
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.כלומר,לכן,● 𝑀
𝐿
(< 𝑀 >) = 1< 𝑀 >∈ 𝐿(𝑀

𝐿
)

.ש:כךקייםלא,יהי-שניכיוון < 𝑀 >∉ 𝐿𝑥𝑓
𝑀

(𝑥) = 𝑥

.ש:כךקייםלא● 𝑘𝑓
𝑀

(𝑤
𝑘
) = 𝑤

𝑘

.אתותחזירתעצורלאהמכונה,ולכללכל● 𝑖𝑗𝑀𝑤
𝑗

).אתשמקיימתמילהאףתמצאלאהיא(כילנצחתרוץהמכונה● 𝑀
𝐿

𝑓
𝑀

>.לכן,● 𝑀 >∉ 𝐿(𝑀
𝐿
)

∎

לאחרהמכונהבריצת(מסתיימת)עוצרתה-כלומר,ה-שהמילהנניח:ראשוןכיווןהסבר 𝑘 = 1, 𝑤
1

𝑀

).כיכזאתיש(בהכרחש-מקיימתאכןוהיאצעדים 𝑡 = 30𝑓
𝑀

(𝑤
1
) = 𝑤

1
< 𝑀 >∈ 𝐿

תווים.כ-בתהיאהזאתהמילהמתקיים.אםלקבועבשבילהמילהכלאתלקרואצריךכלומר, 𝑤
1

𝑡 = 30

המילהאתלקרואתסייםאזיהיההחיצונית)(לולאהה-שלנו,באלגוריתםכאשררק 𝑖𝑖 = 𝑚𝑎𝑥{𝑡, 𝑘}𝑀𝑤
1

תעצור.ש-עדמיליםעללעבורהריצהבזמןנצטרךאנחנוכלומר.שותקבע 𝑓
𝑀

(𝑤
1
) = 𝑤

1
𝑤

1
,..., 𝑤

𝑖
𝑤

1

תרגיל
?ב-האם?ב-האם?ב-היאהאם.הבאה:השפהנתונה 𝐿 = {< 𝑀 > | < 𝑀 >∉ 𝐿(𝑀) }𝑅𝐸𝑅𝑐𝑜𝑅𝐸
.ב-לאשהיאבהרצאהשראיתםאתלהכריעבקלותהיהניתןאזהייתה,היאאםלא.-?Rב-היאהאם 𝐿

𝐷
𝑅

ש:כךמכונהלהראותצריךזה.אתנוכיחכן.-?coREב-היאהאם
אם הקלט לא בשפה, אז המכונה תמיד עוצרת ודוחה..1
אם הקלט בשפה, אז המכונה מקבלת או לא עוצרת..2
.השפהאתהמקבלתמכונהנבנה 𝑀'𝐿

תבצע:קלטעלמכונה 𝑀'< 𝑀 >
.עלאתנסמלץ.1 𝑀< 𝑀 >
עצרה:אם.2 𝑀

a.תדחהאזהקלט,אתקיבלהו. 𝑀'
b.תקבלאזהקלט,אתדחתהו. 𝑀'

נוכיח את נכונות הבניה.
.כינראה,-ראשוןכיוון < 𝑀 >∈ 𝐿< 𝑀 >∈ 𝐿(𝑀')

.עלעוצרתלאאוודוחהעוצרתההנחהלפני.1 𝑀< 𝑀 >
עוצרת).לאגםאזעצרהלאאם(כיתעצור.לאאוותקבלתעצורלכן,.2 𝑀'𝑀𝑀'

>.מכאן.3 𝑀 >∈ 𝐿(𝑀')
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.כינראה,-שניכיוון < 𝑀 >∉ 𝐿< 𝑀 >∉ 𝐿(𝑀')
.אתומקבלתעוצרתההנחה,לפי.1 𝑀< 𝑀 >
ותדחה.תעצורלכן,.2 𝑀'
כנדרש.כלומר,.3 < 𝑀 >∉ 𝐿(𝑀')

∎

אבלאזוגםאם.ש:כברהוכחנולא.-?REב-היאהאם 𝑅 = 𝑐𝑜𝑅𝐸 ∩ 𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑅
.ולכןש:כברראינו 𝐿 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅𝐸

להיפוךסגורהRהמחלקה

.השפהאתנגדיר,שפהבהינתן:הגדרה 𝐿𝐿𝑅 = 𝑤 = 𝑎
1
𝑎

2
 ...  𝑎

𝑛
 | 𝑎

𝑛
 ...  𝑎

2
𝑎

1
∈ 𝐿{ }

להיפוך.סגורהכלומר.אזתהיה:טענה 𝐿 ∈ 𝑅𝐿𝑅 ∈ 𝑅𝑅
אותה.המכריעהמכונהלהקייםאזשפהתהיה:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑅𝑀

.השפהאתשמכריעהמכונהנבנה 𝑀𝑅𝐿𝑅

הבאה:בצורהתפעלקלטעלהמכונה 𝑀𝑅𝑥 ∈ 𝐿𝑅

.ל-אתתהפוך.1 𝑥𝑥𝑅

.כמוותענהעלאתתפעיל.2 𝑀𝑥𝑅𝑀
נותר להוכיח את נכונות הבניה:

.ש:נוכיחתהיה-ראשוןכיוון 𝑥 ∈ 𝐿𝑅𝑥 ∈ 𝐿(𝑀𝑅)

𝑥𝑅.ההיפוךהגדרתלפי● ∈ 𝐿

אותה.תקבלותעצורהיא,עלבהפעלתהולכןאתמכריעהש-ידוע● 𝑀𝐿𝑥𝑅

.תקבלותעצורהיאגםאזכמוהדבראותועונההבניה,לפי● 𝑀𝑅, 𝑀

כנדרש.ש:קיבלנו● 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀𝑅)

.כינוכיח,תהיה-שניכיוון 𝑥 ∉ 𝐿𝑅𝑥 ∉ 𝐿(𝑀𝑅)

𝑥𝑅.ההיפוךהגדרתלפי● ∉ 𝐿

אותה.תדחהותעצורהיא,עלבהפעלתהולכןאתמכריעהש-ידוע● 𝑀𝐿𝑥𝑅

.תדחהותעצורהיאגםאזכמוהדבראותועונההבניה,לפי● 𝑀𝑅, 𝑀

כנדרש.ש:קיבלנו● 𝑥 ∉ 𝐿(𝑀𝑅)
∎
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לשרשורסגורהRהמחלקה
.השפהאתנגדיר,ו-שפותשתיבהינתן:הגדרה 𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
· 𝐿

2
= 𝑣 · 𝑤 | 𝑣 ∈ 𝐿

1
 ,  𝑤 ∈ 𝐿

2{ }
לשרשור.סגורהכלומר.אזיהיו:טענה 𝐿

1
,  𝐿

2
 ∈ 𝑅𝐿

1
· 𝐿

2
∈ 𝑅𝑅

בהתאמה.אתהמכריעותמ"טיהיו.שפותשתייהיו:הוכחה 𝐿
1
,  𝐿

2
 ∈ 𝑅𝑀

1
,  𝑀

2
𝐿

1
,  𝐿

2

.השפהאתשתכריעחדשהמכונהנבנה 𝑀'𝐿
1

· 𝐿
2

תבצע:הקלטעל 𝑀'𝑥 ∈ 𝐿
1

· 𝐿
2

.מהתווים:מורכבהקלט.1 𝑥𝑥 = 𝑎
1
𝑎

2
𝑎

3
.... 𝑎

𝑛

בצע:לכל.2 𝑖 = 1, 2,...., 𝑛
a.כאשר:למילה:פירוקנציג. 𝑥 = 𝑣 · 𝑤𝑣 = 𝑎

1
.... 𝑎

𝑖
  ,     𝑤 = 𝑎

𝑖+1
.... 𝑎

𝑛

b.עלאתנריץ. 𝑀
1

𝑣

c.עלאתנריץ. 𝑀
2

𝑤

d.נקבלכלומר,אזקיבלו)(שתיהןוגםאם. 𝑀
1
(𝑣) = 1𝑀

2
(𝑤) = 1𝑀'(𝑥) = 1

.נדחהכלומר,אזלכלקיבלנולאאם.3 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑀'(𝑥) = 0
נותר להוכיח את נכונות הבניה.

.כינוכיח.תהיה-ראשוןכיוון 𝑥 ∈ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

.ש:כךו-מיליםקיימותההנחה,לפי● 𝑤 ∈ 𝐿
2

𝑣 ∈ 𝐿
1

𝑥 = 𝑣 · 𝑤

:עבורהנכונההחלוקהאתתבחןבריצה,מסויםבשלב● 𝑀'𝑥
.אתמכריעההיאכיאתתקבל○ 𝑀

1
𝑣𝐿

1

.אתמכריעההיאכיאתתקבל○ 𝑀
2

𝑤𝐿
2

קיבלו.גםהמכונותשתיכיתקבלהיאשלהבנייהלפילכן,● 𝑀'
כנדרש.מכאן● 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

.כינוכיח-שניכיוון 𝑥 ∉ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

.ש:כךו-מיליםקיימותלאההנחה,לפי● 𝑤 ∈ 𝐿
2

𝑣 ∈ 𝐿
1

𝑥 = 𝑣 · 𝑤

בריצה:תבחןשחלוקהלכללכן,● 𝑀'
.אתמכריעההיאכיאתתדחה○ 𝑀

1
𝑣𝐿

1

.אתמכריעההיאכיאתתדחה○ 𝑀
2

𝑤𝐿
2

דחו.המכונותשתישגםהראנוחלוקהלכלכיתדחההיא-שלהבנייהלפילכן,● 𝑀'
כנדרש.מכאן● 𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

∎
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לשרשורסגורהREהמחלקה
לשרשור.סגורהכלומר.אזיהיו:טענה 𝐿

1
,  𝐿

2
 ∈ 𝑅𝐸𝐿

1
· 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸𝑅𝐸

בשפה.מילהלכליעצורלאשלנוהאלגוריתםאזעבורשעשינוכמונוכיחאם:להוכחהמבוא 𝐿
1

· 𝐿
2

∈ 𝑅

אחר,פירוקכלעבוראבליעצרו,ו-ש:לנומובטחהנכוןהפירוקאתנבחרכאשרכי-למה? 𝑥 = 𝑣 · 𝑤𝑀
1

𝑀
2

אינסופית.בלולאהנתקעכילעולםהנכוןלפירוקנגיעלאכאלה,במקריםלעצור.לאיכולותו-המכונות 𝑀
1

𝑀
2

.הרצה מבוקרתהפתרון הוא להשתמש בשיטת
בהתאמה.אתהמקבלותמ"טיהיו.שפותשתייהיו:הוכחה 𝐿

1
,  𝐿

2
∈ 𝑅𝐸𝑀

1
,  𝑀

2
𝐿

1
,  𝐿

2

.השפהאתשתקבלחדשהמכונהנבנה 𝑀'𝐿
1

· 𝐿
2

תבצע:הקלטעל 𝑀'𝑥
.מהתווים:מורכבהקלט.1 𝑥𝑥 = 𝑎

1
𝑎

2
𝑎

3
.... 𝑎

𝑛

תבצע:לכל.2 𝑖 = 1, 2, 3,.... → ∞
a.תבצע:מילים:2ל-המילהפירוקשלאפשרותלכל 𝑥𝑥 = 𝑣 · 𝑤

i.צעדים.למשךעלהרצת 𝑀
1

𝑣𝑖

ii.צעדים.למשךעלהרצת 𝑀
2

𝑤𝑖

iii.קבלאם שתיהן קיבלו - אז.
.דחהאם עברנו על כל האפשרויות ולא קיבלנו כלל -.3

נוכיח את נכונות הבניה.
.נוכיח,-ראשוןכיוון 𝑥 ∈ 𝐿

1
· 𝐿

2
𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

.ש:כךמהצורהפירוקקייםלמילהההנחה,לפי● 𝑥𝑥 = 𝑣 · 𝑤𝑣 ∈ 𝐿
1
,  𝑤 ∈ 𝐿

2

צעדים.לאחרוגםצעדיםלאחרש:נניח● 𝑀
1
(𝑣) = 1𝑘

1
𝑀

2
(𝑤) = 1𝑘

2

ש:נקבלהנכונההחלוקהאתנבחןכאשר,ה-באיטרציה● 𝑖 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘
1
, 𝑘

2
}

.אתמקבלתהיאכיאתתקבל○ 𝑀
1

𝑣𝐿
1

.אתמקבלתהיאכיאתתקבל○ 𝑀
2

𝑤𝐿
2

קיבלו.המכונותשתיכיתקבללכן,● 𝑀'
𝑥.מכאן● ∈ 𝐿(𝑀')

.כינוכיח,-שניכיוון 𝑥 ∉ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

.ש:כךמהצורהפירוקאףקייםלאההנחה,לפי● 𝑥 = 𝑣 · 𝑤𝑣 ∈ 𝐿
1
 ,  𝑤 ∈ 𝐿

2

הבאים):המקרים2בין("או"שנריץצעדיםמספרולכלתבחןש:חלוקהלכל● 𝑀'
.ב-לאהואכיעלתעצורלאאותדחה○ 𝑀

1
𝑣𝐿

1

.ב-לאהואכיעלתעצורלאאותדחה○ 𝑀
2

𝑤𝐿
2

ריצה.שלבבשוםלקבלבליהאופציותכלעלתרוץאיטרציה,בכל● 𝑀'
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נקבל).אםרקונעצרתלאינסוףרצההראשיתהלולאה(כילעולם.ריצתהאתתסייםלאהמכונה● 𝑀'
כנדרש.מכאן● 𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

∎

לאיטרציהסגורהcoREהמחלקה

לאיטרציה/סגור-קליין).(סגירותגםאזי,שפהתהי:טענה 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿⋆ ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸
אותה.שמקבלתמכונהלהקייםאזשפהתהי:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑀

.השפהאתשתקבלחדשהמכונהנבנה 𝑀⋆𝐿⋆

"חזקה":מבוקרתהרצהתבצעהקלטעל 𝑀⋆𝑥

:כאשרכך:מיליםל-שלפירוקונבחרש:כךנבחר.1 𝑘1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑥| |𝑥𝑘𝑥 = 𝑥
1
... 𝑥

𝑘
𝑥

𝑖
∈ Σ⋆

תבצע:לכל.2 𝑖 = 1, 2, 3,....
a.בצע:לכל 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖

i.צעדים.עלעלאתסמלץ 𝑀𝑥
𝑗

𝑖

ii.דוחהדחה,אם. 𝑀𝑀⋆

b.מקבל-ים,ה-כלאתקיבלאם. 𝑀𝑥
𝑗

𝑀⋆

:נכונות

.מתקייםשלכלכךלצורהשלפירוקקייםאזאם● 𝑥 ∈ 𝐿⋆𝑥𝑥 = 𝑥
1
... 𝑥

𝑘
𝑥

𝑗
𝑥

𝑗
∈ 𝐿

לכן, יכול להתקיים אחד מהשניים:

תקבל.ולכן-יםה-כלאתקיבלההמכונה.1 𝑀𝑥
𝑗

𝑀⋆

.המכונהגםוכךמסויםעבורעוצרתלאהמכונה.2 𝑀𝑥
𝑗

𝑀⋆

.ש:כךקייםלצורהשלפירוקלכלאזאם● 𝑥 ∉ 𝐿⋆𝑥𝑥 = 𝑥
1
... 𝑥

𝑘
𝑥

𝑗
𝑥

𝑗
∉ 𝐿

האופן.באותוידחהוגםמספיק)גדול(עבורידחהלכן, 𝑀(𝑥
𝑗
)𝑖𝑀⋆

∎
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רדוקציות

מבוא
רדוקציה היא שיטה אלגוריתמית המאפשרת להמיר בעיה נתונה לבעיה

אחרת שבעזרתה ניתן לפתור את הבעיה המקורית. לדוגמה, נניח שנתונה
סדרת מספרים כלשהי, ונניח שקל לפתור את הבעיה "מהו המספר הראשון
בסדרה". את הבעיה "מהו המספר הקטן ביותר בסדרה" נוכל לפתור באופן
הבא: ראשית נמיין את סדרת המספרים, ואז נפעיל את האלגוריתם שפותר

את בעיית "מהו המספר הראשון בסדרה" התוצאה תהיה המספר הקטן
ביותר בסדר. משפט רייס מוכיח שהבעיה של זיהוי תכונה לא טריוויאלית של

פונקציה היא לא כריעה על ידי רדוקציה מבעיית העצירה (שאינה כריעה) אליה.
.ב-שאינםלקלטיםממופיםב-שאינםקלטיםואילו,שללקלטיםממופיםב-הקלטיםכל:בציור 𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2

תזכורת מהרצאה קודמת
𝑥אם ∈ 𝐿אם𝑥 ∉ 𝐿

(הכרעה) 𝐿 ∈ 𝑅דוחהמקבל

(קבלה) 𝐿 ∈ 𝑅𝐸דוחה או לא עוצרמקבל

(דחייה) 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸דוחהמקבל או לא עוצר

𝐻𝑃.השפהעםהעצירהבעייתעללמדנובנוסף, = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥}
בשפה.והקלטמקבללמצבהגענוכלומר,אזעלעצרהאםכיוראינו 𝑀𝑥< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

עצרה.המכונהבוודאותאםיודעיםלאאנחנואבל,אזעלעצרהלאאם 𝑀𝑥< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃
.אבל-מכאןהשפה.אתלהכריעיכולהלאהמכונהלכן, 𝑀𝐻𝑃 ∈ 𝑅𝐸𝐻𝑃 ∉ 𝑅

רדוקציה (הגדרה)
)(נסמן-ללרדוקציהניתנתש:נאמר,שפותתהיינה 𝐿

1
, 𝐿

2
⊆ Σ *𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
≤ 𝐿

2

שהיא:פונקציהקיימתאםורקאם 𝑓: Σ *→ Σ *
: פונקציה המוגדרת לכל קלט.פונקציה מלאה.1
שיכולה לחשב את הפונקציה הזו.: כלומר, קיימת מכונת טיורינגפונקציה הניתנת לחישוב.2
𝑥∀.:תקפהפונקציה.3 ∈ Σ *  :  𝑥 ∈ 𝐿

1
 ⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

מוגדר.לאכאשרמהצורהלהיותיכולהמלאהלאפונקציה:הערות 𝑓(𝑥) = 1
𝑥𝑥 = 0

.ב-להתקבלצריכהשלוהפונקציה,ב-שמתקבלקלטכל-תקפהפונקציה● 𝑥𝐿
1

𝑓(𝑥)𝐿
2
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תקפות של פונקצית רדוקציה
𝑥∀.תקפה:פונקציה-הגדרה ∈ Σ *  :  𝑥 ∈ 𝐿

1
 ⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

התקבלהואזהלפניאזב-שמתקבלמשהוקיבלנוהפונקציה,הפעלתאחרישאםלהראותנצליחאם:באיור 𝐿
2

יעצור.לאגםאזעלעוצרלאאםלמשל,להפך.וגםב- 𝐿
1

𝐿
2

𝑓(𝑥)𝐿
1

משפט הרדוקציה
אז:)-ללרדוקציהניתנת(אםאם 𝐿

1
≤ 𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2

.גםאזאם● 𝐿
2

∈ 𝑅𝐿
1

∈ 𝑅

.גםאזאם● 𝐿
2

∈ 𝑅𝐸𝐿
1

∈ 𝑅𝐸

.גםאזאם● 𝐿
2

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
1

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸

:רעיון ההוכחה (בציור)
לסווג.נדעאנחנואתגםואזאתלסווגיודעיםאנחנואז,כמו"קשה"אם● 𝐿

1
𝐿

2
𝐿

2
𝐿

1

מקבלת.מ"טלבנותיהיהאפשרל-גםאזמקבלתמ"טיששל-יודעיםאנחנואם● 𝐿
2

∈ 𝑅𝐸𝐿
1

∈ 𝑅𝐸

אתתיצוררדוקציה)(פונקציתהמכונהעם)ל-(פונקציההמכונהשלההרכבהבציור:● 𝑀
2

𝐿
2

𝑀
𝑓

.עבורפתרוןשתתןהמכונה 𝑀
1

𝐿
1
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הוכחת משפט הרדוקציה
דומה.ההוכחה-הנוספותהמחלקותשתיועבור,עבורנוכיחאנחנו 𝑅

.גםאזוגםאם:טענה 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝐿
2

∈ 𝑅𝐿
1

∈ 𝑅

.ל-מ-הרדוקציהפונקצייתאתהמחשבתטיורינגמכונתקיימתאזי,ש:נניח:הוכחה 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝑀
𝑓

𝐿
1

𝐿
2

.השפהאתהמכריעהטיורינגמכונתקיימתאזי,שגםונניח 𝐿
2

∈ 𝑅𝑀
2

𝐿
2

:לשפהמכריעהמכונהנתאר 𝑀
1

𝐿
1

:קלטעלהמכונה 𝑀
1

𝑥

).הקלטעלריצתשלסימלוץידי(עלאתמחשבת.1 𝑓(𝑥)𝑀
𝑓

𝑥

כמוה.ועונהעלאתמריצה.2 𝑀
2

𝑓(𝑥)

נכונות המכונה נובעת ישירות מהתכונות של פונקציית הרדוקציה.
תמיד יעבור בהצלחה.הפונקציה)(חישובמכיוון שהפונקציה מלאה וניתנת לחישוב, השלב הראשון●
הפונקציה תקפה:●

○𝑥 ∈ 𝐿
1

→ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿
2

→ 𝑀
2
(𝑓(𝑥)) = 1 → 𝑀

1
(𝑥) = 1 → 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀

1
)

○𝑥 ∉ 𝐿
1

→ 𝑓(𝑥) ∉ 𝐿
2

→ 𝑀
2
(𝑓(𝑥)) = 0 → 𝑀

1
(𝑥) = 0 → 𝑥 ∉ 𝐿(𝑀

1
)

.המכונהעבורזהיםלא,ומתיעוצרתהמכונהלמתיבנוגעהתנאים● 𝑀
1

𝑀
2

משפט הרדוקציה - ניסוח שקול (ושימושי יותר)
אז:)-ללרדוקציהניתנת(אםאם 𝐿

1
≤ 𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2

.גםאזאם● 𝐿
1

∉ 𝑅𝐿
2

∉ 𝑅

.גםאזאם● 𝐿
1

∉ 𝑅𝐸𝐿
2

∉ 𝑅𝐸

.גםאזאם● 𝐿
1

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
2

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

:הערות
אזיש:מכיווןואז.רדוקציהשישהוכחנולמעשה,2מצגתשלבסוףבהוכחהנזכר● 𝐿

𝐷
≤ 𝐻𝑃𝐿

𝐷
∉ 𝑅

𝐻𝑃.שגםנובעהרדוקציהמשפטלפי ∉ 𝑅
בדרך כלל, כשנתעסק ברדוקציות, אנחנו נתעסק עם המשפט של הניסוח השקול.●

שנלמדו:הבאותמהשפותאחתלהיותיכולהשהשפהלהגידאפשראזאםכלומר, 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝐿
1

.בוודאותאזכמולפחות"קשה"אםכי.ש:מכךגוררואז 𝐻𝑃, 𝐿
𝐷

, 𝐿
𝑈

∉ 𝑅𝐿
2

∉ 𝑅𝐿
2

𝐿
1

𝐿
2

∉ 𝑅

.ב-לא"הימני"גםאזב-לא"השמאלי"שאםלהגידאפשראזעלנסתכלאםכלומר,● 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝑅𝑅

,𝑅𝐸.עבורגםנכוןוזה  𝑐𝑜𝑅𝐸
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רדוקציהידיעלהוכחת 𝐻𝑃 ∉ 𝑅
נוכיח כעת שנית את אותה הטענה אבל בעזרת רדוקציה.

𝐿
𝐷

= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ } ∈ 𝑅𝐸

𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥} ∈ 𝑅𝐸
רדוקציה.שלהוכחהבמבנהזאתנעשההפעםאךכינראה 𝐻𝑃 ∉ 𝑅

𝐻𝑃.:טענה ∉ 𝑅
.אתשתייצגומכונהאתשתייצגמכונהכאןנציג:להוכחההקדמה 𝑀'𝐻𝑃𝑀𝐿

𝐷

גםאזש:שמכיווןנקבלהרדוקציהמשפטלפיואז,רדוקציהבנייתע"ינוכיח:הוכחה 𝐿
𝐷

≤ 𝐻𝑃𝐿
𝐷

∉ 𝑅

)."המרה"כמופונקציה(זה.הרדוקציה:פונקציית. 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝑓(< 𝑀 >) =< 𝑀',  < 𝑀 >>𝐿
𝐷

→ 𝐻𝑃

:קלטעלכאשר 𝑀'𝑦
.עלריצתאתמסמלצת● 𝑀𝑦
).ועוצרמתקבלהואמילהכלוב-ש:אמרנו(כימקבלת.גםאזקיבלהאם● 𝑀𝑀'𝐿

𝐷
∈ 𝑅𝐸𝑅𝐸𝑥 ∈ 𝐿

𝐷

דחייה.לכל]halts[עוצרתלאשלההמכונה,הגדרתלפי(כיאינסופית.ללולאהנכנסתאזדחתהאם 𝑀𝑀'𝐻𝑃
עוצרת).לאשלהמכונההשפה,הגדרתולפיב-מתקבללאגםהואאזב-התקבללאהקלטאםאחרות,במילים 𝑥𝐿

𝐷
𝐻𝑃𝐻𝑃

(מספיק להראות זאת בנוגע לקלט תקין):מלאה, ניתנת לחישוב ותקפהכעת, צריך להוכיח שהפונקציה
.המכונהאתלבנותניתןלנו,שנתונהמכונהשמכלכיווןמלאההפונקציה● 𝑀𝑀'
הפונקציה ניתנת לחישוב כיוון שלמדנו שכל מכונת טיורינג ניתנת לקידוד כמחרוזת.●
𝑥∀.ש:להראותצריךתקפה:הפונקציה● ∈ Σ *  :  𝑥 ∈ 𝐿

1
 ⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

ומקבלתעלעוצרתגםאתמקבלתאם○ 𝑀 ∈ 𝐿
𝐷

(�)𝑀< 𝑀 >(�)𝑀'< 𝑀 >

. (�)𝑓(< 𝑀 >)  =  <  𝑀'  ,  < 𝑀 >  >  ∈  𝐻𝑃
עלאינסופיתללולאהעוברתעוצרתלאאואתדוחהאם○ 𝑀 ∉ 𝐿

𝐷
(�)𝑀< 𝑀 >(�)𝑀'

.אותהדוחהאו < 𝑀 >(�)𝑓(< 𝑀 >)  =  <  𝑀'  ,  < 𝑀 >  >  ∉  𝐻𝑃
∎

𝐿
𝐷

= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ } ∈ 𝑅𝐸

𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥} ∈ 𝑅𝐸

בשפה:השפהאתנחליףאםגםמתאימההזוהפונקציה:אבחנה 𝐻𝑃
𝐿

𝑢
= < 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥{ } ∈ 𝑅𝐸

.גםמכאן.כימתקייםלכן.כלומר, 𝑓(𝑥) =< 𝑀',  𝑥 >𝐿
𝐷

≤ 𝐿
𝑢

𝐿
𝑢

∉ 𝑅

.ואזל-גםתתאיםבדיוקרדוקציהאותהאזאםאחרות,במילים● 𝐿
𝐷

≤ 𝐻𝑃𝐿
𝐷

≤ 𝐿
𝑢

𝐿
𝑢

∉ 𝑅
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תכונות של יחס הרדוקציה
.גםאזאם:1תכונה 𝐿

1
≤ 𝐿

2
𝐿

1
≤ 𝐿

2

: זוהי תוצאה ישירה של התקפות של הרדוקציה.הוכחה
המשלים?עבוראבלהפונקציהבאותהלהשתמשאפשרהאם:שאלה 𝑓

𝑥 .הרדוקציה:פונקציתשלהתקפותלפיכיכן.:תשובה ∈ 𝐿
1
 ⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

.גםאזאםולהפך,גםאזאםלכן, 𝑥 ∈ 𝐿
1

𝑓(𝑥) ∈ 𝐿
2

𝑥 ∉ 𝐿
1

𝑓(𝑥) ∉ 𝐿
2

מלמטה):בציור(המחשה.גםאזאםכלומר, 𝑥 ∈ 𝐿
1

𝑓(𝑥) ∈ 𝐿
2

.רפלקסיביהואהיחס:2תכונה ≤
לעצמה.לרדוקציהניתנתפונקציהכלאחרות,במילים.מתקייםשפהלכלכלומר: 𝐿𝐿 ≤ 𝐿

𝑓(𝑥).הזהותפונקצייתבעזרתמתבצע:ההוכחהרעיון = 𝑥

.טרנזיטיביהואהיחס:3תכונה ≤
.גםאזוגםאםכלומר: 𝐿

1
≤ 𝐿

2
𝐿

2
≤ 𝐿

3
𝐿

1
≤ 𝐿

3

.אזוגםאםפונקציות:הרכבת:ההוכחהרעיון 𝑓(𝐿
1
) → 𝐿

2
𝑔(𝐿

2
) → 𝐿

3
𝑔(𝑓(𝐿

1
)) → 𝐿

3

.סימטרילאהואהיחס:4תכונה ≤
.ש:מתקייםבהכרחלאאזאםכלומר: 𝐿

1
≤ 𝐿

2
𝐿

2
≤ 𝐿

1

.ו-השפותאתניקח:דוגמה 𝐻𝑃Σ *
.למשל,רדוקציהעללחשובאפשר-אחדמצד● Σ *≤ 𝐻𝑃𝑓(𝑥) =< 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
, 𝑥 >

.למצבתקיןלאקידודמידמעבירההמכונה-תזכורת 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

.כלשמקבלתבמכונהנבחרלכן,מתקבלת.תמידמילהכל 𝑥 ∈ Σ *𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

𝑥

.גםכימקבליםהיינוהרדוקציהמשפטלפיאזכימתקיים,לא-שנימצד● 𝐻𝑃 ≤ Σ *𝐻𝑃 ∈ 𝑅
להכרעה).(ניתןכלזהכיבשפהמתקבלהכלוב-עוצרים,שלאקלטיםישב-אבל 𝐻𝑃Σ *𝑥

דור עזריה
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לדוגמהשאלה-1תרגיל
𝐿.השפה:נתונה = {< 𝑀 >    :    𝐿(𝑀)| | ≥ 4  }
תשובתכם.אתהוכיחו?האםקבעו:א'סעיף 𝐿 ∈ 𝑅𝐸
.לשפהמקבלתמ"טתיאורע"ינוכיח.השפהאכן:א'סעיףפתרון 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐿

Σ.נצטרך פה הרצה מבוקרת "חזקה", שיכולה (תיאורטית) לעבור על כל המילים ב- *

:קלטעלהמכונה 𝑈< 𝑀 >

.כך:של(אינסופי)לקסיקוגרפיבסידורנשתמש1 Σ *𝑤
1
, 𝑤

2
, 𝑤

3
,...

.וקבלעצוראזאםשלבבכל.מונהאתחל2 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 = 0𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 = 4

בצע:לכל3 𝑖 = 1, 2, 3,...

בצע:לכל4 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖

).נריץ(כלומרצעדים.למשךהמילהעלהמכונהאתהרץ5 𝑀𝑤
𝑗

𝑖𝑀(𝑤
𝑗
[1... 𝑖])

.למונה:הוסףאזהמילהאתקיבלהאם6 𝑀𝑤
𝑗

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 =  𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 + 1

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟.המונהאתאפס7 = 0

:השפהאתמקבלתשהמכונהנוכיח 𝑈𝐿
-ביותרהקטנההצעדיםבכמותהמתקבלותבמילים4קיימותאזאם● < 𝑀 >∈ 𝐿𝑤

𝑖
,  𝑤

𝑗
 ,  𝑤

𝑘
,  𝑤

𝑟

ש-עדצעדיםמילהלכלנספקהאלגוריתם,שלבאיטרציהאזי.ש:בה"כונניח 𝑡𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑟 < 𝑡𝑡𝑡𝑀
.ולכןאתנקבלזו,באיטרציה.המילהאתיריץ 𝑤

𝑡
𝑤

𝑖
,  𝑤

𝑗
 ,  𝑤

𝑘
,  𝑤

𝑟
< 𝑀 >∈ 𝐿(𝑈)

המיליםאתונחפשבלולאהלרוץנמשיךאנחנוכאלה,מילים4לפחותקיימותלאאזאם● < 𝑀 >∉ 𝐿
>.ולכןלאינסוף.ונרוץלעולםנעצורלאאנחנולכן-קיימותלאשהםלמרותהאלה 𝑀 >∉ 𝐿(𝑈)

כנדרש.השפהאתמקבלתהמכונהוכןש:הוכחנו 𝐿(𝑈) = 𝐿𝑈𝐿
∎

תשובתכם.אתהוכיחו?האםקבעו:ב'סעיף 𝐿 ∈ 𝑅
נעצורלאאזאםכימבוקרתבהרצהבאלגוריתםוהראנוש:הוכחנוהרגע:אינטואיציה 𝐿 ∈ 𝑅𝐸< 𝑀 >∉ 𝐿

לעולם. לכן, לא נוכל לבנות מכונה שתכריע את השפה הזאת.
.רדוקציהע"יזאתנוכיח.ב-איננההשפה:ב'סעיףפתרון 𝐿𝑅𝐻𝑃 ≤ 𝐿

>)𝑓.היא:הרדוקציהפונקצית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

אז:קלטעלכאשר 𝑀
𝑥

𝑦

).מהקלט(מתעלמתעלאתמריצה● 𝑀𝑥𝑦
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.אתמקבלת● 𝑀
𝑥

𝑦

נכונות הפונקציה:
𝑀.המכונהאתלבנותניתןנתונים,וקלטמכונהשלקידודלכל-מלאההפונקציה●

𝑥

הפונקציה ניתנת לחישוב -  כל מ"ט ניתנת לקידוד כמחרוזת.●
𝑥∀.ש:להראותצריך-תקפההפונקציה● ∈ Σ *  :  𝑥 ∈ 𝐿

1
 ⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

ומקבלתעלעוצרתגםעלעוצרתאם○ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃(�)𝑀𝑥(�)𝑀
𝑥

𝑦

. (�)𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>∈  𝐿

ולכןעלעוצרתלאלעולםגםעלעוצרתלאלעולםאם○ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃(�)𝑀𝑥(�)𝑀
𝑥

𝑦

. (�)𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>∉  𝐿

∎

.גםאםאזעבור(השקול),הרדוקציהמשפטלפי:הזאתהרדוקציהעלהסבר 𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅
מילהשהיאפלטומחזירה,מהשפהמילהשהיאקלטלוקחתהרדוקציהפונקציית < 𝑀, 𝑥 >𝐻𝑃< 𝑀

𝑥
>

תקבלתמידהמכונה,ב-קלטלכלמילים.4לפחותלקבלצריכהאז,עלעצרהאם.משפה 𝐿𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑦𝑀
𝑥

)ל-שייכתהיא(כיעוצרתמיד"עלאתש-"מפעילהובגלל"עלאת"מפעילהכילמה?אותה, 𝑀
𝑥

𝑀𝑥𝑀𝑥𝐻𝑃

תנאים.ללאתמידאתלקבלשזהבאלגוריתםהבאלשלבלהמשיךנוכלתמידאז 𝑦
.כלומר-דברכלמקבלש:אומרזהאזזה,איזהמשנהלאתתקבלתמידואם 𝑦𝑦𝑀

𝑥
𝐿(𝑀

𝑥
)| | = ∞

>.כךואםהמכונהבשפתמילים4לפחותבהכרחישלכן, 𝑀
𝑥

>∈ 𝐿

לדוגמהשאלה-2תרגיל
𝐿.השפה:נתונה

2
= {< 𝑀 >  |  𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑓𝑜𝑟 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑥 ∈ Σ *}

ש:בוודאיהיאאזכלעלעוצרתאםכיהזו,לשפהגםמתאימהשראינו,האחרונהשהרדוקציהלבנשים 𝑀𝑥
בהמשך.לזהנחזור,בנוסף,. 𝐿

2
∉ 𝑅𝐿

2
∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.רדוקציהע"יזאתנוכיח.ב-איננההשפה 𝑅𝐻𝑃 ≤ 𝐿
2

>)𝑓.היא:הרדוקציהפונקצית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

אז:קלטעלכאשר 𝑀
𝑥

𝑦

).מהקלט(מתעלמתעלאתמריצה● 𝑀𝑥𝑦
𝑦).(אתמקבלת●

נכונות הפונקציה דומה להוכחה ברדוקציה שעשינו בשאלה הקודמת.
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תמונת העולם עד כה
עד עכשיו, הוכחנו ולמדנו על כל מה שמופיע בציור

𝑐𝑜𝑅𝐸.ב-המשלימותהשפותכוללמשמאל,

ל-שייכותלאוגםל-שייכותשלאשפותלגבימה 𝑅𝐸
עכשיו.כאלהנראה? 𝑐𝑜𝑅𝐸

ל-ולאל-שייכותלאהשפותרוב-הקדמה 𝑅𝐸𝑐𝑜𝑅𝐸
𝑀.משביעייהמורכבתטיורינגמכונתכל● = 𝑄, 𝑞

0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )

כל איבר איבר בשביעייה מכיל קבוצה שגודלה הוא בן מניה.●
מניה.בנותקבוצות7שלקרטזיתממכפלהמורכבתמ"ט●
𝑅𝐸.ב-שפותשלמניהבןמספרישלכן●
אבל, יש מספר לא בן מניה של שפות (הוכחנו בקורס אוטומטים).●

3תרגיל
).ב-ולאב-שלאשפה(כלומר.ל-ששייכתלשפהדוגמהכאןנציג 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑅𝐸𝑐𝑜𝑅𝐸

𝐿.הבאה:השפהנתונה
∞

= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀)| | = ∞}

כל כמות שנצליח לבדוק היא בהכרח סופית.: גם אם נצליח לוודא שהמכונה מקבלת המון קלטים,אינטואיציה
לדוגמה, לא נוכל לבצע הרצה מבוקרת על אינסוף מילים, כי הרצה מבוקרת תמיד תעצור לפי הגדרתה.

בכל איטרציה, היא עוצרת על כמות סופית של מילים ותבדוק אותם.

𝐿.:טענה
∞

∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

: ההוכחה תהיה בשני שלבים:מבוא
.ש:נובעהרדוקציהממשפט-.1 𝐻𝑃 ≤ 𝐿

∞
𝐿

∞
∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.ש:נובעהרדוקציהממשפט-.2 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
∞

𝐿
∞

∉ 𝑅𝐸

𝐻𝑃.רדוקציהע"יזאתנוכיח:)1(חלק-הוכחה ≤ 𝐿
∞

>)𝑓.היא:הרדוקציהפונקצית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

אז:קלטעלכאשר 𝑀
𝑥

𝑦

).מהקלט(מתעלמתעלאתמריצה● 𝑀𝑥𝑦
𝑦).(אתמקבלת●

נכונות הפונקציה דומה כמו שעשינו בתרגילים קודמים.
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𝐻𝑃.רדוקציהע"יזאתנוכיח:)2(חלק-הוכחה ≤ 𝐿
∞

אינסופית).תהיהשהשפהנרצהאזעלעוצרתלאשאםלהוכיחנרצה(כלומר, 𝑀𝑥

>)𝑓.היא:הרדוקציהפונקצית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀'
𝑥

>

אז:קלטעלכאשר 𝑀'
𝑥

𝑦 ∈ Σ⋆

צעדים.למשךעלאתמריצה.1 𝑀𝑥𝑦| |
.קבל-1בשלבעלעצרהלאאם.2 𝑀𝑥
.דחה-עלעצרהאם.3 𝑀𝑥

נכונות הפונקציה דומה כמו שעשינו בתרגילים קודמים.
:תקפות הרדוקציה

כלעבורצעדיםבתוךגםעצרהלאעלעוצרתלאאם.1 < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃(�)𝑀𝑥(�)𝑀𝑦| |𝑦(�)
.כלתקבל 𝑀'

𝑥
𝑦(�)𝐿(𝑀'

𝑥
) = Σ *(�)𝐿(𝑀'

𝑥
)| | = ∞(�)< 𝑀'

𝑥
>∈ 𝐿

∞

כלעבורחישובצעדישלסופימספרלאחרעלעוצרתאם.2 < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃(�)𝑀𝑥𝑘(�)𝑦
ש:כךמיליםרקתקבלאתתדחהאזהמקיים 𝑦| | > 𝑘𝑀'

𝑥
𝑦(�)𝑀'𝑦𝑦| | < 𝑘(�)

. 𝐿(𝑀'
𝑥
)| | < ∞(�)< 𝑀'

𝑥
>∉ 𝐿

∞

∎

:)2(חלק-הערה

●.𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑠𝑡𝑜𝑝 𝑜𝑛 𝑥}
יש לנו אינסוף מילים, כל מילה בפני עצמה בכמות סופית של תווים (כל מילה היא באורך סופי).●
ארוכותלמיליםמגיעיםכשאנחנואבלאינסופית,לאעדייןהשפהאזקטנותבמיליםאנחנועודכל● 𝑦

צריכה.שהיאצעדיםכמהל-נותניםאנחנואזמאוד 𝑀
היאשעליהבזכותקיבלהשהיאהצעדיםממספריותרהרבהצריכההיאאזעצרה,לאאםלכן,● 𝑀𝑦| |

מסתמכת, כלומר זה אינסופי ולכן נעצור ונקבל.
אזהמקייםלכלולכןצעדיםלאחרמסוים"לחסם"הגענואזעצרהאם● 𝑀𝑡𝑦𝑦| | ≥ 𝑡𝑦 ∉< 𝑀'

𝑥
>

כלומר, זה לא אינסופי ונדחה.

2תרגילהמשך
.ש:ראינו.לשפהנחזור 𝐿

2
= {< 𝑀 >  |  𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑓𝑜𝑟 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑥 ∈ Σ *}𝐿

2
∉ 𝑅

.לשפהלהתאיםכדישראינוהרדוקציהאתמעטלשנותאפשר?:ל-שייכותלגבימה 𝑅𝐸𝐻𝑃 ≤ 𝐿
∞

𝐿
2

𝐿.:טענה
2

∉ 𝑅𝐸

.היא:הרדוקציהפונקצית.כינראה:הוכחה 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
2

𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀'
𝑥

>

אז:קלטעלכאשר 𝑀'
𝑥

𝑤

צעדים.למשךעלאתמריצה.1 𝑀𝑥𝑤| |
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.קבל-1בשלבעלעצרהלאאם.2 𝑀𝑥
.אינסופיתלולאה-עלעצרהאם.3 𝑀𝑥

נכונות הפונקציה של מלאה וניתנת לחישוב נעשה דומה כמו שעשינו בתרגילים קודמים.
:תקפות הרדוקציה

לכלעוצרתאתמקבלעלעוצרתלאאם.1 < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃(�)𝑀𝑥(�)𝑀'
𝑥

𝑤(�)𝑀'
𝑥

𝑤

. (�)𝑀'
𝑥

∈ 𝐿
2

תיכנסחישובצעדישלסופימספרלאחרעלעוצרתאם.2 < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃(�)𝑀𝑥𝑡(�)𝑀'
𝑥

.לכלעוצרתלאש:כךכלעבוראינסופיתללולאה 𝑤𝑤| | ≥ 𝑡(�)𝑀'
𝑥

𝑤(�)𝑀'
𝑥

∉ 𝐿
2

∎

𝐻𝑃.ש:לבנשים:2תרגיללהמשךהסבר = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑠𝑡𝑜𝑝 𝑜𝑛 𝑥}
:שלהשייכותלענייןבהתאםלהגיבצריךרקאלא,שלהתוכןאותנומענייןבאמתשלאנזכור 𝑤𝐻𝑃
כלומר,השפהדרישתעלעונהזהכימעולה,זהאז,עלעצרהלאאם.1 𝑀𝑥𝐻𝑃< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃

.אתתקבלולכן,שללמקרהבהתאםלהגיבחייבתשלהמכונהגםולכן 𝑀'
𝑥

𝐿
2

< 𝑀'
𝑥

>∈ 𝐿
2

𝑤

.כלומר,השפהדרישתעלעונהלאזהאז,עלעצרהאם.2 𝑀𝑥𝐻𝑃< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃
.כלעבורעוצרלאכאשר-?לשפהשייכתלאמילהמתי 𝐿

2
𝑀𝑥 ∈ Σ *

.כלעללעולםלעצורלאחייבתשלהמכונהלכן 𝑀'
𝑥

𝐿
2

𝑥

4תרגיל
𝐿.השפהנתונה

Σ*
= {< 𝑀 >  | 𝐿(𝑀) = Σ *}

𝐿.:טענה
Σ*

∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

כלאםהמכונה,שלהסרטכלעלנעבור-מיידיתאותהלהכריעניתןכיהשפה:בראשסדרקצת Σ *∈ 𝑅
אם לא אז נדחה ישר.  כאן המקרה הוא שונה ויכולאז נקבל את המילה בסוף הסרט,התווים מוכרים לנו ב- Σ

מ-"קשה"יותרהרבההיאשפהלכן,.השפהאתהמקבלותהמכונותכלשפתהיאהשפהלבלבל, 𝐿
Σ*

Σ *𝐿
Σ*

.היאכלומרעכשיו,עדבושהתעסקנוהמשחקים"ל"מגרשמחוץהיאולכן 𝑅𝐿
Σ*

∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.השפהעבורגםמתאימותעבורשראינוהרדוקציהפונקציותשתי:אבחנה 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
∞

  ,  𝐻𝑃 ≤ 𝐿
∞

𝐿
Σ*

.כינראהוכךברדוקציהנוכיח,כייודעיםאנו:1חלקהוכחה 𝐻𝑃 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐻𝑃 ≤ 𝐿
Σ⋆𝐿

Σ⋆ ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

>)𝑓.כך:מוגדרתהרדוקציהפונקציית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

אז:קלטעל 𝑀
𝑥

𝑤

.עלאתמריצה● 𝑀𝑥
𝑤.אתמקבל●
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נוכיח את נכונות הגדרת הפונקציה.
𝑀.המכונהאתלבנותניתןנתונים,וקלטמכונהשלקידודלכלמלאה:הפונקציה.1

𝑥

הפונקציה ניתנת לחישוב: כי קיים קידוד למחרוזת לכל מ"ט..2
הפונקציה פתירה:.3

a.אתמקבלהבנייה,לפי←עלעוצר←אם←. < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤𝑀
𝑥

∈ 𝐿
Σ⋆

b.לאינסוףרץהבנייה,לפי←עלעוצרלא←אם←. < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑀
𝑥

∉ 𝐿
Σ⋆

.נקבלוכךברדוקציהנוכיח.כייודעיםאנו:2חלקהוכחה 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐻𝑃 ≤ 𝐿
Σ⋆𝐿

Σ⋆ ∉ 𝑅𝐸

>)𝑓.כך:מוגדרתהרדוקציהפונקציית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

תבצע:קלטעל 𝑀
𝑥

𝑤

צעדים.למשךעלתפעל● 𝑀𝑥𝑤| |
.קבל-עלעצרהלאאם○ 𝑀𝑥
.לאינסוףרוץ-עלעצרהאם○ 𝑀𝑥

נוכיח את נכונות פונקצית הרדוקציה.
𝑀.המכונהאתלבנותניתןנתונים,וקלטמכונהשלקידודלכלמלאה:הפונקציה.1

𝑥

הפונקציה ניתנת לחישוב: קיים קידוד כמחרוזת לכל מ"ט..2
הפונקציה פתירה:.3

a.באורךקלטכלמקבל←עלעצרהלא←אם←. < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤| |𝑀
𝑥

∈ 𝐿
Σ⋆

b.ה-מהצעדהחללאינסוףרץ←צעדיםלאחרעלעצרה←אם < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑡𝑀
𝑥

𝑡

.←ב-להיותחייבתמילהכלהתקבלהלאמילה← Σ⋆𝑀
𝑥

∉ 𝐿
Σ⋆

5תרגיל
𝐿.השפהנתונה

𝑒𝑞
= {< 𝑀

1
 ,  𝑀

2
>   |   𝐿(𝑀

1
) = 𝐿(𝑀

2
)}

𝐿.:טענה
𝑒𝑞

∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

מקרהזיהינוכלומר,אזדוחהו-מקבלתש-כלשהימילהנמצאאם:אינטואיציה 𝑥𝑀
1

𝑀
2

𝐿(𝑀
1
) ≠ 𝐿(𝑀

2
)

שלנומובטחלא-בעייתי?להיותיכולמה.כיתחילהלחשובאפשראזבשפה,לאשהואקלטשל 𝐿
𝑒𝑞

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸

ישלכן,.מקרים:לזהותנוכלולאעללאינסוףשתרוץלהיותיכול-המילהאתתדחה 𝑀
2

𝑥𝐿(𝑀
1
) = 𝐿(𝑀

2
)

.ולכןב-משפותיותר"קשה"בעיהכאןלנו 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
𝑒𝑞

∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

אבל נעשה קיצור דרך:: אפשר להוכיח ע"י שתי רדוקציות, כמו קודם.מבוא להוכחה

𝑅𝐸.ב-שהיאעליהיודעיםכברשאנחנומשפהרדוקציהע"ילהוכיחאפשר ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
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קלט.כלהמקבלתמכונההיא-תזכורת 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

𝐿
Σ*

= {< 𝑀 >  | 𝐿(𝑀) = Σ *}

𝐿
𝑒𝑞

= {< 𝑀
1
 ,  𝑀

2
>  | 𝐿(𝑀

1
) = 𝐿(𝑀

2
)}

.שמתקייםהרדוקציהבעזרתנוכיח:הוכחה 𝐿
Σ*

≤ 𝐿
𝑒𝑞

𝐿
𝑒𝑞

∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

>)𝑓.הרדוקציה:פונקציית 𝑀 >) = (< 𝑀,  𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

>)
כלכלומרקלט,כלמקבלתשהיאבגללמתקייםבאמתכיכי?ב-להשתמשאפשרלמה:הערה 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
< 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
>∈ 𝐿

Σ*
𝐿(𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
) = Σ *

Σ.מילה שזה בדיוק ההגדרה ל- *

נוכיח את נכונות פונקציית הרדוקציה:
.נוספתמכונהלהצמידאפשרמכונהלכלמלאה:הפונקציה.1 𝑀𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀

הפונקציה ניתנת לחישוב: כי אפשר ליצור קידוד כמחרוזת לכל מ"ט..2
הפונקציה פתירה:.3

a.השפההגדרתלפי←אם←← < 𝑀 >∈ 𝐿
Σ*

𝐿(𝑀) = Σ⋆𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

)

.< 𝑀, 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

>∈ 𝐿
𝑒𝑞

b.השפההגדרתלפי←אם←← < 𝑀 >∉ 𝐿
Σ*

𝐿(𝑀) ≠ Σ⋆𝐿(𝑀) ≠ 𝐿(𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

)

.< 𝑀, 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

>∉ 𝐿
𝑒𝑞

1שאלה-3תרגול
.ב-איננההשפהכיהוכיחוהבאההשפהעבור 𝐿

ε
= {< 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 ε}𝑅

:פתרון
.ולכןקלטעללעולםתעצורלאמ"טשעבורייתכן:אינטואיציה● 𝑀ε𝐿 ∈ 𝑅𝐸
.הרדוקציה:פונקציית.רדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור● 𝐻𝑃 ≤ 𝐿

ε
𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀' >

:קלטכלעלש-כך 𝑀'𝑤
.עלריצתאתמסמלצת.1 𝑀𝑥
.תקבל-עצרהאם.2 𝑀𝑀'

:נכונות פונקציית הרדוקציה●
.ו-לכלמוגדרתכימלאה:הפונקציה○ 𝑀'𝑀𝑥
הפונקציה ניתנת לחישוב: לכל מכונה קיים קידוד למחרוזת.○
הפונקציה תקפה:○

←←אתמקבל←עלעצר←אם■ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀'𝑤𝐿(𝑀') = Σ⋆

←. ε ∈ 𝐿(𝑀')𝑀' ∈ 𝐿
ε
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←←לאינסוףרץ←עלעצרלא←אם■ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀'𝐿(𝑀') = ∅
←. ε ∉ 𝐿(𝑀')𝑀' ∉ 𝐿

ε

כנדרש.ולכןכילנוידועל-לרדוקציהניתנתכיהראינו:סיכום● 𝐻𝑃𝐿
ε

𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐿
ε

∉ 𝑅

2שאלה-3תרגול
𝐿.השפהנתונה = {< 𝑀 >  :  𝑀 𝑜𝑛 ε 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒 3 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠 𝑡𝑜 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡} 

ימינה.רצופיםצעדים3מבצעתעלבריצתהאםכלומר, < 𝑀 >∈ 𝐿𝑀ε
הוכיחו.-?ב-השפההאם:א'סעיף 𝑅𝐸
הוכיחו.-?ב-השפההאם:ב'סעיף 𝑅
לבנותאפשראכן.השפהאתהמקבלתמכונהקייםהגדרתלפי.ב-אכןהשפה:א'סעיףפתרון 𝑅𝐸𝑅𝐸𝑀𝐿
אזצעדים3ל-הגענואםימינה,רצוףהצעדיםמספראתשסופר)counter(מונהנבנהשכזאת,מכונה 𝑀

נקבל. אם זזנו שמאלה או נשאר במקום אז נאפס את המונה.  כדי לתת תשובה פורמלית לסעיף זה, צריך
להוכיח ע"י בניית מכונה. לא נוכיח כאן כי זה הרבה עבודה אבל ניתן רעיון כללי:

הריקה.במילהמדובראכןאזאת1מתאקראהראשהאלגוריתם,בתחילתאם.1 𝑏‾

עשינו.ימינהרצופיםצעדיםכמהבהתאםנעדכןובו)counter(המונהאתשיכילנוסףבסרטנשתמש.2

השני.בסרטנעשהאזריקה)המילהכיכזה(הואגםהבאהתאאם,ימינהנזוז.3 𝑅𝑏‾𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 ++
השני.בסרטהמונהאתנאפסאזבמקוםנשאראושמאלהנזוזאם.4 𝐿𝑆𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 = 0
.מקבללמצבנעבוראזאם.5 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 == 3𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

:פתרון סעיף ב'
3מבצעתשהיאלזהותנוכל,עלשלריצהנסמלץכאשר,ש:לראותקל:אינטואיציה.1 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝑀ε

ועבורלאינסוףרצהשעבורכלשהיכלשהימ"טלדוגמהישאםאבלימינה.רצופיםצעדים 𝑀'𝑥 = ε
המכונהכילאלהגידנוכללאאנחנוכלומרזה.במקרהלהכריענוכללאאזומקבלת,עוצרת 𝑥 ≠ ε

תקועה בלולאה אינסופית ולכן לא נוכל לזהות מה הפלט הנכון.
.כיעליהכברוהוכחנוהשפהבאמצעותל-שייכתשלאנוכיחלכן, 𝑅𝐿

ε
𝐿

ε
∉ 𝑅

.כיגםנקבלמהרדוקציהאזאםכינוכיחכלומר.שמתקיים:נוכיח 𝐿
ε

≤ 𝐿𝐿
ε

∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅

𝐿.רדוקציה:נראה:הרדוקציהתיאור.2
ε

≤ 𝐿

>)𝑓.תהיה:הרדוקציהפונקצית 𝑀 >) =< 𝑀' >
:קלטעלכאשר 𝑀'𝑥
:צעדבכלכאשר,עלאתמסמלצת● 𝑀ε

כלום.משנהשלאצעדמבצעתהמכונה,צעדעשתהאם○ 𝑀'𝑅𝑀𝑆
.ומקבלתימינהצעדיםשלושההולכתאזקיבלה,אם○ 𝑀𝑀'
.דוחהאזדחתה,אם○ 𝑀𝑀'

תזוזמכןולאחרבמקוםתישאראזימינה,נזוזאם,שלצעדבכל.אתתקבלכאשררקימינהצעדים3לזוזל-נאפשראנחנו:הערה 𝑀'𝑀ε𝑀𝑀'𝑆
כאשררקלעשותיכולהשלהגידהיאאחרתהסתכלותימינה").תזוזואזבמקוםצעד"תשארלישיגידמצבאיזשהוניצור(כלומרימינה 𝑅𝑀'𝑅𝑅𝑅
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רצףלנויהיהואזימינה,נזוזואזבמקוםנעמודימינה,צעדשלכלנגידאזצריך,באמתכשלאתעשהשמצבלמנועבשביל,אתתקבל 𝑀ε𝑀'𝑅𝑅𝑅
כנדרש.רצופיםימינה3לפחותלנויהיהשלאמתחייביםאנחנווככהשלצעדים 𝑆𝑅𝑆𝑅𝑆𝑅𝑆𝑅

:נכונות פונקציית הרדוקציה.3
a.לכלמוגדרתכימלאה:הפונקציה. 𝑀'𝑀
b..הפונקציה ניתנת לחישוב: כי קיים קידוד לכל מ"ט
c.:הפונקציה פתירה

i.←צעדיםשלושהתלךעלבריצתה←אתותקבלתעצור < 𝑀 >∈ 𝐿
ε

𝑀ε𝑀'ε

>.←ימינהרצופים 𝑀' >∈ 𝐿
ii.←תלךלאעלבריצתה←תעצורלאאוותדחהתעצור < 𝑀 >∉ 𝐿

ε
𝑀𝑀'ε

.←)עםשקטענו(משוםאינסוףואפילוימינהרצופיםצעדיםשלושה 𝑆< 𝑀' >∉ 𝐿
כנדרש.ולכןכילנוידועל-לרדוקציהניתנתכיהראינו:סיכום.4 𝐿

ε
𝐿𝐿

ε
∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅

3שאלה-3תרגול
𝐿.הבאה:השפהנתונה = {< 𝑀 >  :  𝑀(001) = 001}
𝑅𝐸?ב-הנתונההשפההאם:א'סעיף
𝑅?ב-הנתונההשפההאם:ב'סעיף
המילהאתקולטתלאוהמכונהבשפהלאהזאתהמילהבפרטאזעלעוצרתלאאם:א'סעיףפתרון 𝑀001
כןהנתונההשפהכלומרבסדר…וזהתעצורלאשהמכונהלנומותראזבשפהלאהיאאםלפיאבלהזאת. 𝑅𝐸

בבית).(הוכחההשפה.אתשמקבלתמ"טלבנותצריךלמחלקה,שייכתששפהלהוכיחכדי.ב- 𝑅𝐸
:פתרון סעיף ב'

כךכלשהימכונהשקייםייתכןאבלא'),בסעיף(הראינוש:לראותקל:אינטואיציה.1 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝑀
לאהיאכלומר-אינסופיתללולאהתיכנסולכןאיתהלעבודאיךתדעלאהיא,הקלטשבהינתן 001

נשתמשולכןשלהוכיחנרצה.השפהלכן,.השפהדרישתאתלהכריעתוכל 𝐿𝐿 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅
.ב-כןאבלב-לאשהיאכברעליהשהוכחנואחרתשפהעללחשובצריכיםאנחנוברדוקציה. 𝑅𝑅𝐸

𝐻𝑃.רדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור.2 ≤ 𝐿
>)𝑓.היאהרדוקציהפונקציית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀

𝑥
>

:קלטעלכאשר 𝑀
𝑥

𝑤

.עלאתתסמלץ● 𝑀𝑥
𝑤).את(מחזירהקבלאז●

עצרהלאאםלכן,וכו'...אואומחרוזות,מיניכללהיותיכולה-.אתנחזיראז,עלתעצוראם:הערה 𝑀𝑥𝑤𝑤𝑤 = 011𝑤 = 110𝑤 = 001𝑀
לשפה.אתנקבלאזעלעצרהכןואםבסדר.וזהבשפהתהיהלאואזאתנחזירלאאז,על 𝑥𝑤< 𝑀 >𝑀𝑥< 𝑀 >

:נכונות פונקציית הרדוקציה.3
a.ליצורניתן,ו-לכלמלאה:הפונקציה. 𝑀𝑥𝑀

𝑥

b..הפונקציה ניתנת לחישוב: לכל מכונה קיים קידוד
c.:הפונקציה פתירה
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i.לכלומחזירהעוצרתגם←עלעוצרת←אם← < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃 𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤

.←ש:כךאםבפרט 𝑤 = 001𝑀
𝑥
(001) = 001< 𝑀

𝑥
>∈ 𝐿

ii.עוצרתלאכלומרלאינסוף,רצה←עלעוצרתלא←אם < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃 𝑀𝑥𝑀
𝑥

.מוגדרת←לאבפרט←לכל 𝑤𝑀
𝑥
(001)< 𝑀

𝑥
>∉ 𝐿

כנדרש.ולכןכילנוידועל-לרדוקציהניתנתכיהראינו:סיכום.4 𝐻𝑃𝐿𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅

4שאלה-3תרגול
𝐿.השפהנתונה

=3
= {< 𝑀 >:  𝐿(𝑀)| | = 3}

𝑅?ב-השפההאם:א'סעיף
𝑅𝐸?ב-השפההאם:ב'סעיף

הוצג אחרי שנלמד הנושא הזה) אם תכונת השפה: אינטואיציה: לא, כי לפי משפט רייס (התרגילפתרון א'
𝑅.ב-לאהיאאזהמכונהלתנאיקשורה

:פתרון ב'

קלטעםמתחיליםאנוכרגיל,.כינסיקוממנהש:נראה:אינטואיציה.1 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
=3

𝐿
=3

∉ 𝑅𝐸

הרעיון.עלעוצרתלאאםרקש:כךמכונהממנולבנותורוצים < 𝑀, 𝑥 >𝑀
𝑥

< 𝑀
𝑥

>∈ 𝐿
=3

𝑀𝑥

(אנחנוהאפשריות.המיליםשארכלאתלקבלאזעלעוצרתואםכלשהן,מילים3מיידלקבלהוא 𝑀𝑥
רוצים "להיכשל").

𝐻𝑃.ברדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור.2 ≤ 𝐿
=3

>)𝑓.הרדוקציה:פונקציית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

כך:פועלתעלכאשר 𝑀
𝑥

𝑤 ∈ Σ⋆

מקבלת.אזאם.1 𝑤 ∈ {ε, 0, 1}𝑀
𝑥

.עלאתתסמלץ.2 𝑀
𝑥

𝑀𝑥

מקבלת.עצרה,אם.3 𝑀𝑀
𝑥

שגםחייביםאנחנוולכןהשניה,השפהאתלחקותצריכיםאנחנורדוקציה,שלההגדרהולפיאזעלעוצרתלאאם:הסבר 𝑀𝑥< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃‾

המיליםאתנבחרבה"כ,המכונהבשפתשיתקבלומילים3צריכיםאנחנואזהזה,ה-עלעוצרלאאםזה?אתנעשהאיך. < 𝑀
𝑥

>∈ 𝐿
=3

𝑀𝑥𝑀
𝑥

מ-חוץלכלנכוןוזה),3(לשלביעבורלאבחייםהואאזעלעוצרלאואם,כלעלותפעלתעבורבפועל?עובדזהאיך. {ε, 0, 1}𝑀
𝑥

𝑤 ∈ Σ⋆𝑀𝑥𝑤

כנדרש.בלבדמילים3רקמקבלאזעלעוצרלאשאםפתרנוככה).1(בשלבכברלהתקבליכולותשכן 𝑤 ∈ {ε, 0, 1}𝑀𝑥𝑀
𝑥

לכלאזעלעוצרתאם-זה?אתנעשהאיך.שגםחייביםשאנחנואומרזהאז,עלעוצרתאםשני,מצד 𝑀𝑥< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃‾< 𝑀
𝑥

>∉ 𝐿
=3

𝑀𝑥

כנדרש.3בגודללאהשפהובהכרחולכןתתקבל 𝑤 ∈ Σ⋆𝐿(𝑀
𝑥
) = Σ⋆

:נכונות פונקציית הרדוקציה.3
a.קייםו-לכלמלאה:הפונקציה. 𝑀𝑥𝑀

𝑥

b..הפונקציה ניתנת לחישוב: כל מ"ט ניתן לקידוד
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c.:הפונקציה פתירה

i.אתרקמקבל,לכל←עלעוצרתלא←אם < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑤 ∈ Σ⋆𝑀
𝑥

.←3בגודלואכן← 𝑤 ∈ {ε, 0, 1}𝐿(𝑀
𝑥
) = {ε, 0, 1}< 𝑀

𝑥
>∈ 𝐿

=3

ii.כלמקבל←עלעוצרת←אם← < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤 ∈ Σ⋆

.←3בגודללאובהכרח 𝐿(𝑀
𝑥
) = Σ⋆< 𝑀

𝑥
>∉ 𝐿

=3

כנדרש.ולכןכילנוידועל-לרדוקציהניתנתכיהראינו:סיכום.4 𝐻𝑃𝐿
=3

𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐿
=3

∉ 𝑅𝐸

מבחן)(שאלת5שאלה-3תרגול
הוכיחו.-האם?האם.השפה:נתונה 𝐿 = {< 𝑀

1
, 𝑀

2
>  :  𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | = ∞}𝐿 ∈ 𝑅𝐿 ∈ 𝑅𝐸

.וגםכינוכיח:הוכחה 𝐿 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅𝐸
𝐻𝑃.רדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור● ≤ 𝐿

>)𝑓.הרדוקציה:פונקצית○ 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥
, 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
>

בצע:קלטעלעבור○ 𝑀
𝑥

𝑤

צעדים.למשךעלאתסמלץ■ 𝑀𝑥𝑤| |
.דחה-עצרהאם■ 𝑀
.מקבלתצעדיםה-לאחראחרת■ 𝑤| |

קלט.כלמקבלתעבור○ 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

:נכונות פונקצית הרדוקציה●
פלט.קייםחוקי)קידוד(אםקלטלכלמלאה:הפונקציה○ < 𝑀, 𝑥 >
הפונקציה ניתנת לחישוב: מדובר בפעולת קומפילציה פשוטה.○
הפונקציה תקפה:○

←←כלמקבל←לכלעוצרתלא←■ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤𝐿(𝑀
𝑥
) = Σ⋆

←קלטכלמקבלתהמכונהגם 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

←. 𝐿(𝑀
𝑥
) ∩ 𝐿(𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
)| | = Σ⋆ ∩ Σ⋆| | = Σ⋆| | = ∞< 𝑀

𝑥
, 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
>∈ 𝐿

שפההיאולכןעלש:מתקייםלכל←■ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑤 ∈ Σ⋆𝑀𝑤| | < 𝑥𝐿(𝑀
𝑥
)

←קלטכלמקבלתובנוסף←סופית 𝐿(𝑀
𝑥
)| | < ∞𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀

←. 𝐿(𝑀
𝑥
) ∩ 𝐿(𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
)| | < ∞< 𝑀

𝑥
, 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
>∉ 𝐿

.גםאזו-מאחר.ולכןהרדוקציהממשפט:סיכום● 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅𝐸𝑅 ⊆ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅
כנדרש.כיהוכחנוכלומר 𝐿 ∉ 𝑅𝐸,  𝑅

∎
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שפות שלמות

הגדרות
מקיימת:היאאם"םב-שלמההיאשפה-1הגדרה 𝐿𝑅𝐸

1.𝐿 ∈ 𝑅𝐸
).עללרדוקציהניתנת(.2 ∀𝐿' ∈ 𝑅𝐸  :   𝐿' ≤ 𝐿𝐿'𝐿

מקיימת:היאאם"םב-שלמההיאשפה-2הגדרה 𝐿𝑅
1.𝐿 ∈ 𝑅
).עללרדוקציהניתנת(.2 ∀𝐿' ∈ 𝑅  :   𝐿' ≤ 𝐿𝐿'𝐿

מקיימת:היאאם"םב-שלמההיאשפה-3הגדרה 𝐿𝑐𝑜𝑅𝐸
1.𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸
).עללרדוקציהניתנת(כלומר,.2 ∀𝐿' ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸  :   𝐿' ≤ 𝐿𝐿'𝐿

סימונים
.ב-השלמותהשפותמחלקתהיאכאשרנסמן● 𝐿 ∈ 𝑅𝐸 − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝑅𝐸 − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝑅𝐸
.ב-השלמותהשפותמחלקתהיאכאשרנסמן● 𝐿 ∈ 𝑅 − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝑅 − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝑅
ב-השלמותהשפותמחלקתהיאכאשרנסמן● 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸 − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝑐𝑜𝑅𝐸 − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒

𝑐𝑜𝑅𝐸

6תרגיל
𝑅𝐸.ב-שלמהלשפהדוגמא
.ב-שלמהשפההיאהשפה:טענה 𝐿

𝑢
= {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥}𝑅𝐸

,אחרתשפהאיזהמשנהשלא)2(וגם)1(ש:להראותצריךההגדרה,לפי:להוכחהמבוא 𝐿
𝑢

∈ 𝑅𝐸𝐿' ∈ 𝑅𝐸

𝐿.ל-רדוקציהלהיש
𝑢

:הוכחה
שוב):זהעל(נחזורש:קודמיםבשיעוריםהוכחנו.1 𝐿

𝑢
∈ 𝑅𝐸

:השפהאתהמקבלתטיורינגמכונתנתאר 𝑀
𝑢

𝐿
𝑢

כמוה.ותענההקלטעלריצתאתתסמלץקלטעל 𝑀
𝑢

< 𝑀, 𝑥 >𝑀𝑥

(ראינו שניתן "לסמלץ" ריצה של מכונה שנתונה לנו כקידוד).●
נשאר להוכיח את נכונות הבניה:
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אזיהקלטאתמקבלתש-מכאן,הקלטאתמקבלתאזאם● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿
𝑢

𝑀𝑥𝑀
𝑢

< 𝑀, 𝑥 >

.< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑀
𝑢
)

הקלטאתמקבלתלאש-מכאן,הקלטאתמקבלתלאאזאם● < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿
𝑢

𝑀𝑥𝑀
𝑢

).שלכהגדרהעוצרתלאאודוחההיא(כלומר.אזי < 𝑀, 𝑥 >< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑀
𝑢
)𝑅𝐸

.ולכןהשפהאתהמקבלתמכונהשקיימתכלומרש:הראנו 𝐿
𝑢

= 𝐿(𝑀
𝑢
)𝑀

𝑢
𝐿

𝑢
𝐿

𝑢
∈ 𝑅𝐸

.אלב-שפהמכלרדוקציהנראה.2 𝑅𝐸𝐿
𝑢

= {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)}

.המכונהשלקידודיהי.אתהמקבלתמ"טעבורהקיימתאזי,שפהתהי 𝐿' ∈ 𝑅𝐸𝑀'𝐿'< 𝑀' >𝑀'
.היא:עבורהרדוקציהפונקצייתאזי 𝐿' ≤ 𝐿

𝑢
𝑓(𝑥) =< 𝑀', 𝑥 >

אז:קלטעלכאשר 𝑀
𝑢

𝑤

:עלאתנריץ.1 𝑀'𝑥
a.קבלאזאתמקבלאם. 𝑀'𝑥
b.דוחהאזאתדוחהאם. 𝑀'𝑥
c.עוצרלאגםאזעלעוצרלאאם. 𝑀'𝑥

נכונות הפונקציה:
הפונקציה מלאה וניתנת לחישוב (שרשור של מחרוזת קבועה למילה הנתונה).

:תקפות הרדוקציה
.אתומקבלעוצראתמקבלתאם.1 𝑥 ∈ 𝐿'(�)𝑀'𝑥(�)𝑀

𝑢
𝑤(�)𝑤 ∈ 𝐿

𝑢

.עוצרלאאואתדוחהעוצרתלאאואתדוחהאם.2 𝑥 ∉ 𝐿'(�)𝑀'𝑥(�)𝑀
𝑢

𝑤(�)𝑤 ∉ 𝐿
𝑢

∎

𝑅𝐸?ב-שלמותשפותעודישהאם
.נוספתשפהונתונהשלמהשפהנתונה 𝐿 ∈ 𝑅𝐸 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝐿 *∈ 𝑅𝐸

.שגםנסיקאזש:מתקייםאם 𝐿 ≤ 𝐿 *𝐿 *∈ 𝑅𝐸 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
- למה זה נכון?שאלה

רדוקציהעםלעשותאפשרלכלאםרדוקציות.עבורתקפההטרנזטיביותשתכונתהראנו-תשובה 𝐿' ∈ 𝑅𝐸𝐿
.טרנזיטיביותולפיאזש:מתקייםוגםכלומר 𝐿' ≤ 𝐿𝐿 ≤ 𝐿 *𝐿' ≤ 𝐿 ≤ 𝐿 *𝐿' ≤ 𝐿 *
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.ב-שלמהגםהיאהשפה-מסקנה 𝐻𝑃𝑅𝐸
.הרדוקציה:פונקציית.-הוכחה 𝐿

𝑢
≤ 𝐻𝑃𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀', 𝑥 >

אינסופית.ללולאהנכנסתאזדוחה,שאםרק,למכונהזההש:כך 𝑀'𝑀𝑀𝑀'
:הקלטעל 𝑀'𝑤
:עלאתמריצה● 𝑀𝑥

תקבל-אתקיבלאם○ 𝑀𝑥
.לאינסוףתרוץ-אתדחתהאם○ 𝑀𝑥

הוכחת נכונות פונקציית הרדוקציה:
הפונקציה מלאה וניתנת לחישוב (שרשור של מחרוזת קבועה למילה הנתונה).●
הפונקציה פתירה:●

.←אתמקבלת←אתמקבלת←אם○ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿
𝑢

𝑀𝑥𝑀'𝑤< 𝑀', 𝑥 >∈ 𝐻𝑃

.←עוצרתלא←אתדוחה←אם○ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿
𝑢

𝑀𝑥𝑀'< 𝑀', 𝑥 >∉ 𝐻𝑃

.ב-שלמהשפההיאהשפהגםלכן, 𝐻𝑃𝑅𝐸

שיטה להוכחת שלמות של שפה
.נוספתשפהונתונהשלמהשפהנתונה 𝐿 ∈ 𝑅𝐸 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝐿 *∈ 𝑅𝐸

.שגםנסיקאזש:מתקייםאם 𝐿 ≤ 𝐿 *𝐿 *∈ 𝑅𝐸 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
𝐻𝑃.רדוקציהראינו:תזכורת ≤ 𝐿

∞

?.ב-שלמההיאגםש:אומרזההאם:שאלה 𝐿
∞

𝑅𝐸

𝐿.כילא,:תשובה
∞

∉ 𝑅𝐸

7תרגיל
𝑅?ב-שלמותשפותישהאם:שאלה

).השפות(הםב-שלמותלהיותיכולותשלאשפות2בדיוקישכולן!כמעטכן,:תשובה 𝑅Σ *, ∅
לא שלמות?: למה השפותשאלה Σ *, ∅

אומרות "כולם בפנים או כולם בחוץ" אז אין לנושתיהן: כי אי אפשר לעשות עליהן רדוקציה, כיתשובה Σ *, ∅
אף שפה אחרת שאפשר לעשות עליהן רדוקציה (מלבד אחת על השניה).
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טענה
.השפותמלבדשלמההיאשפהכלכלומר. 𝑅 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 =  𝑅 \ {Σ *, ∅}𝐿 ∈ 𝑅{Σ *, ∅}

אחתאלטריוויאליתשאינהכלשהימשפהרדוקציהקיימתלהיותיכולהשלאלבנשיםראשית,:הוכחה 𝐿
Σ.מהשפות הטריוויאליות *, ∅

.ש:מתקייםכלשהן:שפותשתישבהינתןנוכיח 𝐿
1
,  𝐿

2
∈  𝑅 \ {Σ *, ∅}𝐿

1
≤ 𝐿

2

.השפהאתהמכריעהטיורינגמכונתתהי 𝑀
1

𝐿
1

).ב-לאאנחנוכיכן-לבחור?אפשר(האםמיליםשתינבחר 𝑥 ∈ 𝐿
2
,  𝑦 ∉ 𝐿

2
Σ *, ∅

𝐿:הרדוקציהפונקצייתלחישובמכונהנתאר
1

≤ 𝐿
2

:קלטעלהמכונה 𝑀
𝑓

𝑤

:הקלטעלריצתאתמסמלצת● 𝑀
1

𝑤

.אתמחזירה-אתקיבלהאם○ 𝑀
1

𝑤𝑥

.אתמחזירה-אתדחתהאם○ 𝑀
1

𝑤𝑦
אתתקבלהמכונהלכן,שללמכונהנשלחהפונקציהשפלטאמרנו.אתקיבלהאםהחזירההרדוקציהפונקצייתהזה,בשלב:הערה 𝑥𝑀

1
𝑤𝐿

2
𝑀

2
𝑥

(דחייה).הפוךרקדומההזההשלבעבורכנדרש.אתתקבלאזש:מראשכברשהגדרנוומכיוון 𝑥 ∈ 𝐿
2

𝑀
2

𝑥𝑦

נוכיח את נכונות פונקציית הרדוקציה:
הפונקציה מלאה וניתנת לחישוב - תיארנו את האלגוריתם של המכונה המחשבת את הפונקציה..1

תחזירהמכונה,מ-מילהלכללכן,עוצרת.מילהשלכלכך,אתמכריעהבנוסף, 𝑀
1

𝐿
1

𝑀
1

Σ *𝑀
𝑓

פלט.
הפונקציה תקפה:.2

a.אתמחזירה←אתקיבלת←אם←. 𝑥 ∈ 𝐿
2

𝑀
1

𝑤𝑀
𝑓

𝑥𝑥 ∈ 𝐿(𝑀
2
)

b.אתמחזירה←אתדחתה←אם←. 𝑦 ∉ 𝐿
2

𝑀
1

𝑤𝑀
𝑓

𝑦𝑦 ∉ 𝐿(𝑀
2
)
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משפט רייס

מבוא
משפט רייס הוא משפט שעוסק ביכולת של אלגוריתמים לחקור אלגוריתמים אחרים. באופן אינטואיטיבי המשפט

טוען שתוכנית מחשב אינה יכולה לדעת כמעט כלום על הפלטים של תוכניות מחשב הנתונות לה כקלט.
אנחנו רוציםשל קבוצת מספרים טבעיים,תכונההבעיה פשוטה: בהינתן

אלגוריתם כלשהו שמקבל כקלט מכונת טיורינג ואומר האם הקבוצה של
או לאו.הזוהתכונההמספרים שמזוהים על ידי המכונה היא בעלת

כפי שניתן לנחש, אלגוריתם שכזה לא קיים כמעט אף פעם, ולמשפט
שאומר זאת בצורה פורמלית קוראים משפט רייס. מה אומר משפט רייס?

-אחרים(ובניסוחיםטבעייםקבוצותשלטריוויאליתלאתכונהשלכל 𝑆
האםואומרטיורינגמכונתכקלטשמקבלאלגוריתםקייםלאשקול)הכלכיחשובלאזה-שפותפונקציות, 𝑀

.התכונהבעלתהיאמקבלתש-המספריםקבוצת 𝑀𝑆
להתאיםניסינומהצורה:שפהכשראינועכשיו,עד 𝐿 = {< 𝑀 >  | 𝐿(𝑀) ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦}

לה רדוקציה ספציפית כדי להוכיח עבורה לאיזה מחלקה היא איננה שייכת.
במקרים כאלה, משפט רייס נותן לנו קיצור דרך.

𝑅𝐸ב-שפותשלתכונה-הגדרה
של האובייקטים אשר מקיימים את התכונה.: כשמדברים על תכונה מסוימת, נוח לדבר על הקבוצהאבחנה

עיניים חומות.קבוצת האנשים בעלילדוגמה: התכונה "עיניים חומות" ≡
אנו נתמקד בתכונות של שפות למשל:

מילים.5לפחותבעלותשפות.1
שפות בעלות מספר אינסופי של מילים..2
שפות המכילות רק מילים בעלות אורך זוגי..3
ε.שפות המכילות את המילה.4

הגדרה - תכונות לא טריוויאליות
משפט רייס עוסק בתכונות של שפות שהמאפיין אותן הוא היותן תתי

𝑅𝐸.ל-ממשהחלקיותריקותלאקבוצות
ש:כךתכונותהןב-טריוויאליותלאתכונות:הגדרה 𝑅𝐸𝑆𝑆 ⊆ 𝑅𝐸

∅.וכן ≠ 𝑆 ≠ 𝑅𝐸
ב-אחתשפהלפחותקיימתטריוויאליתלאתכונהלכל:אבחנה 𝑆𝑆
𝑅𝐸\𝑆.ב-אחתשפהולפחות
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𝐿השפה-הגדרה
𝑆

.השפהאתנגדיר,תכונהבהינתן 𝑆 ⊂ 𝑅𝐸𝐿
𝑆

= {< 𝑀 >  | 𝐿(𝑀) ∈ 𝑆}

.לתכונהשייכתהמכונהששפתכךהמכונותקידודישפתהיאכלומר, 𝐿
𝑆

𝑆

:נסמן להמשך הפרק
- קבוצת ריקה של שפות.● ∅
- השפה הריקה.● φ

:דוגמאות
השפהמתאימהלתכונה.1 𝑠

1
= {𝐿 ∈ 𝑅𝐸 | 𝐿| | ≥ 2}𝐿

𝑠
1

= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀)| | ≥ 2}

השפהמתאימהלתכונה.2 𝑠
2

= {𝐿 ∈ 𝑅𝐸 |ε ∈ 𝐿}𝐿
𝑠

2

= {< 𝑀 >  :  ε ∈ 𝐿(𝑀)}

השפהמתאימהלתכונה.3 𝑠
3

= {φ, Σ⋆, {11, 0}}𝐿
𝑠

3

= {< 𝑀 >  : 𝐿(𝑀) ∈ 𝑠
3
}

השפהמתאימהלתכונה.4 𝑠
4

= {𝐿 ∈ 𝑅𝐸 :  𝐿| | 𝑖𝑠 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒}

𝐿
∞

= {< 𝑀 >  : 𝐿(𝑀)| | 𝑖𝑠 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒}

משפט רייס
.מתקייםטריוויאליתלאתכונהלכל ∅ ≠ 𝑆 ⊂ 𝑅𝐸𝐿

𝑆
∉ 𝑅

אתשמקיימותהמכונותכלששפתאומרכללאוהיאלאשהיאב-לכתובשאפשרתכונהכל:במילים 𝑅𝐸∅𝑅𝐸
.למחלקהשייכתלאהתכונה 𝑆𝑅

משפט רייס המורחב
בנוסף למשפט,

.גםאזהריקה)(השפהאם● φ ∉ 𝑆𝐿
𝑆

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.גםאזהריקה)(השפהאם● φ ∈ 𝑆𝐿
𝑆

∉ 𝑅𝐸

:רעיון ההוכחה
נחלק למקרים:

.כינובעומזהכינראהאזהריקה)(השפהאם.1 φ ∉ 𝑆𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.כינובעומזהכינראהאזהריקה)(השפהאם.2 φ ∈ 𝑆𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

∉ 𝑅𝐸

𝐿.כינקבלהמקריםבשני
𝑆

∉ 𝑅

𝐻𝑃.:תזכורת ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸  𝑎𝑛𝑑 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸
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.ש:נוכיחומזהכינראהאם:)1(מקרההוכחה φ ∉ 𝑆𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

אזכלומר,טריוויאלית)לא(תכונההתכונהאתמקיימתלאהריקההשפהאם 𝑆φ ∉ 𝑆
.אתהמקבלתמ"טותהי,שפהקיימתלכן,. φ ∈ 𝑅𝐸\𝑆𝐿

1
∈ 𝑆𝑀

𝐿
1

𝐿
1

אחתשפהולפחותב-אחתשפהלפחותקיימתטריוויאליתלאתכונהשלכלראינוכי-קיימת?(למה 𝐿
1

𝑆𝑆

).ל-מ-רדוקציה(נראהש:נוכיח).ב- 𝑅𝐸\𝑆𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐻𝑃𝐿
𝑆

>)𝑓.הרדוקציה:פונקציית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

:קלטעלש:כך 𝑀
𝑥

𝑦 ∈ Σ⋆

(מחסום)..עלאתמריצה.1 𝑀𝑥
כמוה.ועונהעלאתמריצה.2 𝑀

𝐿
1

𝑦

לאכיעלאותולהריץיהיהשאפשראףלנואיןכיריקהתהיההשפהלכןלרוץ,וממשיךלנצחתקועאזעלעצרהלאאם:הערה 𝑀𝑥𝑀
𝑥

φ𝑦𝑀
𝐿

1

𝑀

.בתכונהלאאנחנואזריקהשקיבלנוהשפהאםאבל,עוצרת. φ𝑆

נוכיח את נכונות פונקצית הרדוקציה:
הפונקציה מלאה (מהגדרה)..1
ניתנת לחישוב (פעולת קומפילציה פשוטה) כי ניתן לקודד כל מ"ט..2
תקפה:.3

● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃(�) 𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑥 (�) 𝑀
𝑥
 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑀

𝐿
1

 𝑜𝑛 𝑦 (�) 𝐿(𝑀
𝑥
) = 𝐿(𝑀

𝐿
1

)(�)

(�)𝑊𝑒 𝑘𝑛𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑀
𝐿

1

∈ 𝐿
𝑆
 (�) 𝑀

𝑥
∈ 𝐿

𝑆

● < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃(�)𝑀 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑛 𝑥 (�) 𝑀
𝑥
 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑛 𝑦 (�)

 (�)𝐿(𝑀
𝑥
) = φ (�) 𝑊𝑒 𝑘𝑛𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡 φ ∉ 𝐿

𝑆
 (�) 𝑀

𝑥
∉ 𝐿

𝑆

כנדרש.ש:גםקיבלנואזברדוקציהוהוכחנוומאחרכייודעיםאנו 𝐻𝑃 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

∎

.ש:נוכיחומזהכינראהאם:)2(מקרההוכחה φ ∈ 𝑆𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

∉ 𝑅𝐸

.כלומרטריוויאלית)לא(תכונההתכונהאתמקיימתהריקההשפה 𝑆φ ∈ 𝑆
.אתהמקבלתמ"טותהישפהתהי 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸\𝑆𝑀

𝐿
2

𝐿
2

𝐻𝑃.ש:נוכיח ≤ 𝐿
𝑆

>)𝑓.הרדוקציה:פונקציית 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>

:קלטעלש:כך 𝑀
𝑥

𝑦 ∈ Σ⋆

(מחסום)..עלאתמריצה.1 𝑀𝑥
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כמוה.ועונהעלאתמריצה.2 𝑀
𝐿

2

𝑦

.ב-היאולכןריקהתהיההשפהלכןלרוץ,וממשיךלנצחתקועכלומרעלעצרהלאאזאם:הערה < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝐿(𝑀
𝑥
) = φ𝑆

נוכיח את נכונות פונקצית הרדוקציה:
הפונקציה מלאה (מהגדרה)..1
ניתנת לחישוב (פעולת קומפילציה פשוטה) כי ניתן לקודד כל מ"ט..2
תקפה:.3

● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃(�)𝑀 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑛 𝑥 (�) 𝑀
𝑥
 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑛 𝑦 (�)

 (�)𝐿(𝑀
𝑥
) = φ (�) 𝑊𝑒 𝑘𝑛𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡 φ ∈ 𝑆 (�) 𝑀

𝑥
∈ 𝐿

𝑆

● < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃(�) 𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑥 (�) 𝑀
𝑥
 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑀

𝐿
2

 𝑜𝑛 𝑦 (�)

(�)𝐿(𝑀
𝑥
) = 𝐿(𝑀

𝐿
2

)(�)𝑊𝑒 𝑘𝑛𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑀
𝐿

2

∉ 𝐿
𝑆
 (�) 𝑀

𝑥
∉ 𝐿

𝑆

כנדרש.ש:גםקיבלנואזברדוקציהוהוכחנוומאחרכייודעיםאנו 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

∉ 𝑅𝐸

∎

טריוויאלית?היאהתכונהכאשרקורהמה 𝑆
אז:טריוויאליתשתכונהנתוןאם 𝑆

כלשהי,מ"טמתארתמחרוזתכלכישהנחנומכיווןמ"ט.שלקידודכללקבלאפשראז,אם.1 𝑆 = 𝑅𝐸

.ואכןכלומרהמחרוזות,כלאתמכילההשפהכינקבל 𝐿
𝑆

𝐿
𝑆

= Σ⋆Σ⋆ ∈ 𝑅

כלומרכלל,מיליםמכילהלאהשפהכלומר,מ"ט.שלקידודכללדחותאפשראז,אם.2 𝑆 = ∅𝐿
𝑆

.ואכן 𝐿
𝑆

= φφ ∈ 𝑅

עובד"."לארייסמשפט-טריוויאליתהיאהתכונהאם:1מסקנה 𝑆
טריוויאלית.כאשר:2מסקנה 𝐿

𝑆
∈ 𝑅𝑆

מתי מותר להשתמש במשפט רייס?
שלמסוימתתכונהשלאובייקטיםקבוצתאכןהיאלנוהנתונהכשהשפהרקרייסבמשפטלהשתמשמותר 𝐿

.ש-כךתכונהקיימתכלומר,שפות, 𝑆𝐿 = 𝐿
𝑆

= {< 𝑀 > | 𝐿(𝑀) ∈ 𝑆}

לפעמים התכונה נראית מסובכת, אבל היא טריוויאלית.
יעבוד.לארייסמשפט-מכונהשלכתכונהאתלהגדירנרצהאם● 𝑆
יעבוד.כןרייסמשפט-מכונהשלשפהשלכתכונהאתלהגדירנרצהאם● 𝑆

?לא טריוויאלית: איך מוכיחים שתכונה היאשאלה
שלא מקיימת את התכונה.: מראים דוגמה לשפה שמקיימת את התכונה ושפה אחרתתשובה
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𝐿:מכונהשללתכונהדוגמה = {< 𝑀 > | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡}

𝐿:מכונהשלשפהשללתכונהדוגמה = {𝑤 ∈ Σ⋆:  𝑤| | 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛}

.לא עובדשל המכונה אז משפט רייסשפהשלולא תכונהמכונה: אם התכונה המדוברת היא תכונה שלאבחנה
𝐿.השפהנתונה:לאבחנהדוגמה = {< 𝑀 > | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡}
:טריוויאליתלאתכונהבהינתןעוצרת),מתישואלים(כישפהשלולאמכונהשלתכונההיאעצירה 𝑀𝑆
𝑆.ב-שלהןשהשפהעוצרותשתמידמכונותיש●
שלא בשפה.על מיליםשלא עוצרותיש מכונות שמקבלות את אותה שפה●

.היאהנתונהלשפהלהתאיםשעשויהרייסמשפטשלהיחידההתכונה 𝐿𝑆 = 𝑅
בשפה.שלאמיליםעלעוצרתולאב-שפהשמקבלתמכונהעללחשובאפשראבל, 𝑅

𝑅?ב-שהשפהזהאתסותרלאזהלמה:שאלה
אחרתמכונהשישלהיותיכולאבלאחת,מכונהמספיקה,ב-היאמסוימתששפהלהוכיחכדיכי:תשובה 𝑅

שמקבלת את אותה השפה אבל היא לא מקיימת את התכונה שהיא תמיד עוצרת. למשל, מכונה שעל כל מילה
שלא בשפה - תיכנס ללולאה אינסופית.

במקרה כזה, צריך להוכיח בדרכים שונות (כלומר ע"י רדוקציה).

כמה דוגמאות
𝐿.השפה:נתונה-1דוגמה

1
= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀)| | = 3}

.ב-נמצאלא-ברייסשעובדמהכלכי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝑅
פה.עוזרלארייסמשפטכי-ברדוקציהלהוכיחצריך,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸
וזה לא טריוויאלי כי אפשר לחשוב על שפות, כי זה תנאי על השפה.כןהאם ניתן להשתמש ברייס? -●

.3מ-שונהגודללהםשישאחרותעללחשובואפשר3בדיוקהואשלהםשהגודל

𝐿השפה:נתונה-2דוגמה
2

= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀) ⊆ Σ⋆}

טריוויאלית.תכונהזהכי,כן-?ל-שייכתהאם● 𝑅
.ב-גםמוכלב-שמוכלמהכלכי,כן-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸𝑅𝑅𝐸

אז כל מכונה שנקבל- כל שפה מוכלת ב-, כי זו תכונה טריוויאליתלאהאם ניתן להשתמש ברייס? -● Σ⋆

⋆Σ.השפה של המכונה תיהיה מוכלת ב-

𝐿השפה:נתונה-3דוגמה
3

= {< 𝑀 >  :  𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑤𝑜𝑟𝑑 ε}

טריוויאלית.לאתכונהזוכי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅
יעצור.שלאאושיתקבללהיותיכולואזעלאתלהריץאפשר,כן-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸𝑀ε
וזה לא טריוויאלי כי אפשר לחשוב על שפות ש, כי זה תנאי על השפה.כןהאם ניתן להשתמש ברייס? -●

.שעבורםאחרותעללחשובואפשר ε ∈ 𝐿ε ∉ 𝐿
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𝐿השפה:נתונה-4דוגמה
4

= {< 𝑀 >  :  𝑀 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑤𝑜𝑟𝑑 ε}

לבדוק-?ל-שייכתהאם● 𝑅
לבדוק-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸
להשתמשאפשרכןבשפה-למה?המכונה.שלתכונהזהכי,לא-ברייס?להשתמשניתןהאם● 𝐿

3

ונכנסנעצורשלאייתכןאזנדחתה,המילהאםב-אבלנעצור.אזהתקבלההמילהאםכיברייס ε𝐿
4

ε

אינסופית.לריצהאותנוהכניסההיאכי-במכונהתלויזהולכן)הגדרת(לפיאינסופיתללולאה 𝑅𝐸

𝐿השפה:נתונה-5דוגמה
5

= {< 𝑀 >  :  ε ∈ 𝐿(𝑀)}

טריוויאלי.לאזהכי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅
יעצור.שלאאושיתקבללהיותיכולואזעלאתלהריץאפשר,כן-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸𝑀ε
לא טריוויאלי כי אפשר לחשוב על שפות, כי זה תכונה של שפה וזהכןהאם ניתן להשתמש ברייס? -●

.ש:כךאחרותשפותעלשניומצד ε ∈ 𝐿ε ∉ 𝐿

𝐿השפה:נתונה-6דוגמה
6

= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀) ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸}

.ב-לאבוודאותזהב-לאזהאםכי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝑅𝐸𝑅
כיידוע.זהשבמקרהלמדנואזאםמורחברייסלפיכי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸φ ∈ 𝑆𝑆 ∉ 𝑅𝐸

בתוכה.מוכלתהיאכיב-גםבהכרחהיאולכןב-נמצאתהריקההשפה 𝑅𝑐𝑜𝑅𝐸
𝐻𝑃כיטריוויאליתלאתכונהוהיאשפותשלתכונהזהכי,כן-ברייס?להשתמשניתןהאם● ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

טריוויאלית.לאהתכונהולכןאחרתשפהלנוויש φ ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸

𝐿השפה:נתונה-7דוגמה
7

= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀) ∉ 𝑅}

.ל-גםשייךלאזהכי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝑅𝐸
.שכברלמדנוכיעלברדוקציהלהוכיחאפשר.כי,לא-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸φ ∉ 𝐿

7
𝐻𝑃𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸

והיא תכונה לא טריוויאלית כי אפשר לבחור ב-, כי זה תכונה של שפותכןהאם ניתן להשתמש ברייס? -●
.אחרתובשפה 𝐻𝑃 ∉ 𝑅φ ∈ 𝑅

𝐿השפה:נתונה-8דוגמה
8

= {< 𝑀 >  : 𝐿(𝑀)| | 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑 𝑎𝑛𝑑 < 𝑀 >| | ≤ 1000}

.ב-מוכלותהרגולריותוכלרגולריתהיאסופיתשפהכלכי,כן-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝑅
.ל-גםשייךזהכי,כן-?ל-שייכתהאם● 𝑅𝐸𝑅
𝑅.ל-שייכתסופיתהשפה-טריוויאליזהכי,לא-ברייס?להשתמשניתןהאם●
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5שאלה-3תרגול
מילים.3לפחותמקבלתהמכונהכלומר,.השפהנתונה 𝐿

3
= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀)| | ≥ 3}

לאיזה מחלקה השפה הזו שייכת.  ייתכן שהמכונה: נרצה להבין מה התכונה של השפה ולפיה להביןאינטואיציה
לאינסוף.ותרוץמהםאחתאףתקבללאהמילים,שאראתלבדוקתמשיךהיאאבלמילים3מ-פחותתקבל

שאכןלהוכיחצריכיםאנחנו.ב-אכןאךכינניחולכןהשפהתנאיאתלהכריעניתןלאכלומר, 𝐿
3

∉ 𝑅𝑅𝐸

.ש:וגם 𝐿
3

∉ 𝑅𝐿
3

∈ 𝑅𝐸

בבית).(להשלים.השפהאתהמקבלתמ"טבנייתבעזרתכינוכיח:1הוכחה 𝐿
3

∈ 𝑅𝐸𝐿
3

מרדוקציה).קליותרהרבה(זהרייסמשפטבאמצעותכינוכיח:2הוכחה 𝐿
3

∉ 𝑅

.ואכןהיאהתכונה:Sתכונההגדרת.1 𝑆 = {𝐿 ∈ 𝑅𝐸:  𝐿| | ≥ 3}𝐿
𝑆

= 𝐿
3

אתהמקיימתאחתשפהללפחותדוגמהלהראותישכלומר,:טריוויאליתלאSש-נוכיח.2 𝐿
1

∈ 𝑆

.כאשראותה.מקיימתשלאאחרתושפההתכונה, 𝐿
2

∉ 𝑆𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸

.כיוגםיצליח)זה(לרובאיתםלעבודלנוקלהכיכיוגםעםלהדגיםלרובננסה:הערה ∅Σ⋆Σ⋆, ∅ ∈ 𝑅𝐸

.וגםהתכונה)אתמקייםלאולכן0הואהריקההשפהשלהגודל(כיש:לבנשים ∅ ∉ 𝑆Σ⋆ ∈ 𝑆
טריוויאלית.לאלכן 𝑆

.ובפרטגםאזאםשנובעהמורחברייסמשפטלפי:מסקנה.3 ∅ ∉ 𝑆𝐿
𝑆

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
𝑆

∉ 𝑅

כנדרש.גםולכןש:שמתקייםהראנובנוסף, 𝐿
3

= 𝐿
𝑆

𝐿
3

∉ 𝑅

6שאלה-3תרגול
בלבד.מילים3מקבלתהמכונהכלומר,.השפהנתונה 𝐿 = {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀)| | = 3}

:אינטואיציה
בשפתמילים3רקנקבלמתילהכריעאפשרשאימכיווןהשפהאתלהכריעניתןלאראשון,דבר● 𝐿

המכונה, כי המכונה עלולה לא לעצור.
עודתקבלשהיאייתכןעדיין,ה-בקלטשלהשלישיתהמילהאתתקבלהמכונהאםגםשני,דבר● 𝑀𝑖

בשבילמיליםאינסוףשזהכלעללעבורצריכההמכונהאחרות,במילים.ה-בקלטמילה 𝑖 + 1Σ⋆

אותה.שתקבלמכונהלהקייםשלאשפהזולכןמילים,3רקקיבלהשהמכונהבוודאותלקבוע
.וגםהיאהאינטואיציהלכן,● 𝐿 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅𝐸

מרדוקציה).קליותרהרבה(זהרייסמשפטבאמצעותכינוכיח:1הוכחה 𝐿 ∉ 𝑅
.ואכןהיאהתכונה:Sתכונההגדרת.1 𝑆 = {𝐿':  𝐿'| | = 3}𝐿

𝑆
= 𝐿

וגםהתכונה)אתמקייםלאולכן0הואהריקההשפהשלהגודל(כיש:לבנשים:טריוויאליתלאSש-נוכיח.2 ∅ ∉ 𝑆
טריוויאלית.לאלכן. 𝐿' = {0, 1, 01} ∈ 𝑆𝑆

משל..:מסקנה.3 𝐿 ∉ 𝑅
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𝐿.כינוכיח:2הוכחה ∉ 𝑅𝐸
רייסמשפטולפיש:לבנשיםאך.1להוכחהזההוהאי-טריוויאליותהתכונה:אינטואיציה.1 ∅ ∉ 𝑆

שאכןלהוכיחכדימספיקלארייסמשפטלכן,.ש:אומרלאזהאך,המורחב 𝐿 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑅𝐸
רדוקציה.באמצעותהיאאי-שייכותהוכחתעבורהשניההשיטה. 𝐿 ∉ 𝑅𝐸

𝑅𝐸.ל-שייכתשלאהקורסבמהלךכברשהוכחנושפהעללחשובצריךרדוקציה,עםלעבודכדי
𝐻𝑃.השפההיאהזוהשפה = {< 𝑀, 𝑥 >  :  𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑠𝑡𝑜𝑝 𝑜𝑛 𝑥}

הרעיון הוא כזה:
.וכךבלבדמילים3לקבלצריכהאזעלעוצרלאאם● 𝑀𝑥𝑀

𝑥
< 𝑀

𝑥
>∈ 𝐿

.וכךמיליםאינסוףלקבלצריכהאזעלעוצראם● 𝑀𝑥𝑀
𝑥

< 𝑀
𝑥

>∉ 𝐿

𝐻𝑃.רדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור.2 ≤ 𝐿
a.כך:מוגדרתהרדוקציהפונקציית.𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀

𝑥
>

b.כך:פועלתעל 𝑀
𝑥

𝑤

i.כלמקבלת. 𝑀
𝑥

𝑤 ∈ {0, 1, ε}

ii.עלאתתסמלץ. 𝑀𝑥
iii.אתתקבלאזעצרהאם. 𝑀𝑀

𝑥
𝑤

:הוכחת פונקציית הרדוקציה.3
a.מכונהקייםלכלמלאה:פונקציה. 𝑀, 𝑥𝑀

𝑥

b..פונקציה ניתנת לחישוב: לכל מ"ט קיים קידוד בצורת מחרוזת
c.:פונקציה פתירה

i.רקמקבלת←עלעוצרתלא←אם← < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤 ∈ {0, 1, ε}

כנדרש.←← 𝐿(𝑀
𝑥
) = {0, 1, ε}𝐿(𝑀

𝑥
)| | = 3< 𝑀

𝑥
>∈ 𝐿

ii.כלמקבלת←עלעוצרת←אם← < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑥

𝑤 ∈ Σ⋆

.←אינסופיבגודלהמכונהששפתקיבלנו← 𝐿(𝑀
𝑥
) = Σ⋆< 𝑀

𝑥
>∉ 𝐿

.גםאזעלרדוקציהבהפעלת,ש:הוכחנו:סיכום.4 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐻𝑃𝐿𝐿 ∉ 𝑅𝐸
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סכמת עבודה כללית

7שאלה-3תרגול
𝐿.השפה:נתונה = {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀) ∈ 𝑅𝐸}

?האם,האם,האם 𝐿 ∈ 𝑅𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑅𝐸

.שלמההגדרהלמעשה,רייס!בגלללאאבל,:פתרון 𝐿 ∈ 𝑅𝐿 = Σ⋆𝑅𝐸

8שאלה-3תרגול
𝐿השפה:נתונה =  < 𝑀

1
>,  < 𝑀

2
>,  𝑥( )  |   𝑀

1
 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑀

2
 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑥{ }

לאיזו מחלקה השפה שייכת?
:פתרון

:אינטואיציה
אי אפשר להשתמש במשפט רייס מכיוון שהשפה תלויה במכונה ולא בשפה שלה.●
שפותשלשילובפהישכילראותאפשרבנוסףכזה.לכללעצורמתילדעתאפשראיכיב-לאזה● 𝑅𝑥

.ל-שייכותשלאעליהםהוכחנווכברל-שדומותשהםהוכחנושכבר 𝐻𝑃,  𝐻𝑃𝐿𝑅
שיכולאםשגםאותנולהוביליכולכזהוחיבורשפהעםשפהשלחיבורלנויש● 𝐻𝑃 ∈ 𝑅𝐸𝐻𝑃 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸

נעצור.שלאייתכןהמקרים2ב-כלומרנעצור,ולאנדחהוגםנעצורולאשנקבללהיות

𝑅𝐸.למחלקהבשייכותשמדוברשייתכןלנואומרתהאינטואיציה● ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
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.וגםרדוקציותשתיידיעלנוכיח● 𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝐻𝑃 ≤ 𝐿

𝐻𝑃.:ראשונהרדוקציההוכחת ≤ 𝐿
עלשתעצורהמכונה.עלתעצורשלאמכונהועודעלשתעצורמכונהצריכיםאנחנו:אינטואיציה● 𝑥𝑥𝑥

.ב-נסמןלכלעוצרותשלאשהמכונותבעודהשפהאתשמקבלותמכונותעלמבוססת 𝐻𝑃𝑥𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

אותה.לתארצורךלנואין,עלתעצוראכןהיאמעולהאזאתמקבלתהמכונהאם 𝑀𝐻𝑃𝑥
.קלטלכלאינסופיתללולאהלהיכנסשתפקידההמכונהאתלתארנדאגכן 𝑀

𝑙𝑜𝑜𝑝
𝑤

:תיאור הרדוקציה●
>)𝑓הרדוקציה:פונקציית○ 𝑀, 𝑥 >) = < 𝑀 >,  < 𝑀

𝑙𝑜𝑜𝑝
>,  𝑥( )

כך:תפעלקלטעלהפעלה:○ 𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

𝑤

נכנסת ללולאה אינסופית■
:הוכחת נכונות הפונקציה●

,𝑀אתלהעתיקרקצריךכימלאה:הפונקציה○  𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

, 𝑥

הפונקציה ניתנת לחישוב: לכל מ"ט יש קידוד.○
הפונקציה פתירה:○

←עוצרתלאו-עלעוצרת←■ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

. < 𝑀 >,  < 𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

>,  𝑥( ) ∈ 𝐿

←עוצרתלאו-עלעוצרתלא←■ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

. < 𝑀 >,  < 𝑀
𝑙𝑜𝑜𝑝

>,  𝑥( ) ∉ 𝐿

כנדרש.גםאזש:וכיווןעלרדוקציההראינו:סיכום● 𝐻𝑃𝐿𝐻𝑃 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

𝐻𝑃.:שניהרדוקציההוכחת ≤ 𝐿
.גםאזיאםכיונוכיחעלרדוקציהנראה:אינטואיציה● 𝐻𝑃𝐿𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅𝐸

.עלתעצורשלאמכונהועודעלשתעצורמכונהצריכיםאנחנו 𝑥𝑥
דבר.כלהמקבלתתהיהעוצרתשתמידמכונה 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
 

:תיאור הרדוקציה●
>)𝑓הרדוקציה:פונקצית○ 𝑀, 𝑥 >) = < 𝑀

𝑆𝑇𝐴𝑀
>, < 𝑀 >, 𝑥( )

הפעלה: מדובר במכונות מוכרות שהוכחנו כבר בעבר.○
:הוכחת נכונות הרדוקציה●

קבועה.מחרוזתהיאלהעתיקרקצריךמלאה:הפונקציה○ < 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

>, < 𝑀 >, 𝑥

הפונקציה ניתנת לחישוב: אפשר לקודד כל מכונה.○
הפונקציה פתירה:○

דור עזריה



חישוביות||73

←תמידעוצרתו-עלעוצרתלא←■ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

. < 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

>, < 𝑀 >, 𝑥( ) ∈ 𝐿

←תמידעוצרתו-עלעוצרת←■ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

. < 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

>, < 𝑀 >, 𝑥( ) ∉ 𝐿

כנדרש.גםאזש:וכיווןעלרדוקציההראינו:סיכום● 𝐻𝑃𝐿𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅𝐸

כנדרש.ש:נקבלהרדוקציהמשפטלפילכן, 𝐿 ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
∎
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BHP-החסומההעצירהבעיית

מבוא
בפרק זה נתעסק בשפות עצירה כאשר העצירה יכולה להתבצע מסיבות שונות, כמו למשל:

המכונה/האלגוריתם).(צעדיבפרק.שנציגהשפהלמשלכמו-צעדיםמספרהגבלתתחתעצירה.1 𝐿
𝑐

לסרט).קשורההמקום(הגבלתבפרק.שנציגהשפהלמשלכמו-מקוםהגבלתתחתעצירה.2 𝐵𝐻𝑃

𝐿השפה
𝑐

𝐿.השפהנתונה
𝑐

= {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑥 𝑤𝑖𝑡ℎ𝑖𝑛 𝑐 ∈ ℕ 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}

צעדים.בתוךעלעוצרתש-כךהקידודיםכל:במילים < 𝑀, 𝑥 >𝑀𝑥𝑐

.עלעוצרתהמכונה1000ה-שבצעדכךהקידודיםכלזהלמשל:אינטואיציה 𝐿
1000

< 𝑀, 𝑥 >𝑀𝑥

ב-"נאחזים"אנחנוכיאותהלהכריעאפשרולכן"חסם",מעיןלנוישאזה-לנונתוןשאםבגללהשפה 𝐿
𝑐

∈ 𝑅𝑐

אמורההמכונהאםגםכימסתיים,תמידבהוכחה1שלבעבורו.שנקבלטבעימספרלכלוסופימוגדרשתמיד 𝑐
לרוץ לאינסוף צעדים, בגלל שקבענו חסם עבור מספר הצעדים שלנו, אז המכונה תמיד תעצור.

.למחלקהשייכתהשפה 𝐿
𝑐

𝑅𝐸

𝐿.:טענה
𝑐

∈ 𝑅

𝐿.כינוכיח:הוכחה
𝑐

∈ 𝑅

נתאר מכונה מכריעה:
תבצע:קלטעל 𝑈< 𝑀, 𝑥 >
צעדים.למשךהקלטעלאתהרץ.1 𝑀𝑥𝑐
.קבל-עלעצרהאם.2 𝑀𝑥
.דחה-עלעצרהלאאם.3 𝑀𝑥

נכונות הבניה:
.←קיבל←ה-בצעדעלעוצרת←אם● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿

𝑐
𝑀𝑥𝑐𝑈< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑈)

עצירהתזההלא←צעדיםמ-יותראחריעוצרתאועלעוצרתלא←אם● < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿
𝑐

𝑀𝑥𝑀𝑐𝑈

>.←ותדחה 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑈)
כנדרש.ומכאןהשפהאתמכריעהוכןכיהוכחנו 𝐿

𝑐
= 𝐿(𝑈)𝑈𝐿

𝑐
𝐿

𝑐
∈ 𝑅

∎
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𝐵𝐻𝑃השפה
נתונה השפה:

𝐵𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 > | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑥,  𝑎𝑛𝑑 𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑡ℎ𝑒 ( 𝑥| |2 + 1)'𝑡ℎ 𝑐𝑒𝑙𝑙 𝑜𝑓 𝑖𝑡𝑠 𝑡𝑎𝑝𝑒}

שלה.בסרטה-התאאתתעבורלאובנוסף,ועוצרת.עלמסמלצתש-תוודא:במילים 𝑀𝑥𝑀 ( 𝑥| |2 + 1)

𝐵𝐻𝑃.:טענה ∈ 𝑅

זיכרון.תאיהיותרבלכללהשתמשלמכונהשמותרלבנשים,להוכיחכדי:להוכחהמבוא 𝐵𝐻𝑃 ∈ 𝑅𝑥| |2

המכונה יכולה לא לעצור. מהם כל האפשרויות עבור המכונה (עוצרת או לא) וכיצד ניתן לזהות אותם?:●
לא).אועוצרתאם(ביןהאסורלתאנכנסתכאשר.1 𝑀
האסור.לתאלהיכנסמבליעוצרתכאשר.2 𝑀
המותרים.התאיםבתוךאינסופיתללולאהנכנסתכאשר.3 𝑀

𝑐.הספציפיתבנקודההמכונהשלהכלליהמצבתיאורהיאקונפיגורציה:תזכורת● = (α,  𝑞,  𝑖)
הסרט.שלהראששל(האינדקס)המיקוםהואו-הנוכחיהמצבהואהסרט,תוכןהואכאשר α𝑞𝑖

למספרעליוןחסםלחשבניתן,ע"ימוגבלתלשימושהמותריםהתאיםשכמותמכיווןשלנו,במקרה 𝑥| |2

הקונפיגורציות השונות האפשריות.
לזהות את כל האפשרויות שהמכונה תבצע: אנחנו רוציםלמה הקונפיגורציות האלה מעניינות אותנו?●

ללולאהנכנסתכאשרהיאהאלהמהאפשרויותשאחדאמרנוהשפה,אתלהכריעשנוכלבשביל 𝑀
אינסופית בתוך התאים המותרים. לכן כדי לזהות את המקרים שנכנס ללולאה אז אפשר להשתמש

הקונפיגורציותכלעלעברנושאםהיוניםשובךעקרוןעםהוכחנו,1בהרצאהבקונפיגורציות.
האפשריות, אז הקונפיגורציה הבאה תסגור לנו מעגל כי נפגשנו בקונפיגורציה הזאת בעבר. לכן,

לעצור.נוכלואזללולאהנכנסתהמכונהכאשרלזהותכדיהזאתבשיטהנשתמש 𝑀

כלמספראתלחשבנרצה:תאיםבתוךהאפשריותהשונותהקונפיגורציותלכמותחסם● 𝑥| |2

הקונפיגורציות האפשריות שלנו:

(α)#.הואהאפשרייםהקלטיםכלמספר○ ≤ Γ| | 𝑥| |2

(𝑞)#.הואהאפשריותהקבוצותכלמספר○ ≤ 𝑄| |

(𝑖)#.הואהסרטעלהאפשרייםהתאיםכלמספר○ ≤ 𝑥| |2

.השונות:הקונפיגורציותלכמותהכלליהחסםלכן 𝑇𝑇 = Γ| | 𝑥| |2

× 𝑄| | × 𝑥| |2

ביקרהשהמכונהקונפיגורציהקיימתבהכרחאזצעדיםל-המכונהאתנריץאם:אבחנה● 𝑇 + 1
פעמיים.

אם המכונה הייתה באותה קונפיגורציה פעמיים, אפשר להסיק שהמסלול של המכונה מכיל מעגל. נניח●
דטרמיניסטית.היאהמעבריםשפונקצייתמכךנובעהמעגלקיוםלכן,.ש:כךשקיימים 𝑖, 𝑗𝑐

𝑖
= 𝑐

𝑗
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: הצגנו במבוא להוכחה כי ניתן לזהות כל מקרה אפשרי של המכונה ולכן עבור כל זיהוי שכזה נוכלאינטואיציה
𝐵𝐻𝑃.כלומרהשפה.אתתכריעהמכונהוכךיעצורתמידשהאלגוריתםלהבטיח ∈ 𝑅

מענה:עבורםנותנתבהוכחההאלגוריתםאיךנראהוכעתאפשרויות3במבואהצגנואנחנו
באלגוריתם.)a(בשלבנדחהאז-לא)אועוצרתאם(ביןהאסורלתאנכנסתכאשר● 𝑀
באלגוריתם.)b(בשלבנקבלאז-האסורלתאלהיכנסמבליעלעוצרתכאשר● 𝑀𝑥
באלגוריתם.)3(בשלבנדחהאז-המותריםהתאיםבתוךאינסופיתללולאהנכנסתכאשר● 𝑀

מכריעה:מכונהנתאר.כינוכיח:הוכחה 𝐵𝐻𝑃 ∈ 𝑅
תפעל:קלטעל 𝑈< 𝑀, 𝑥 >
ללולאה).נכנס(בטוחצעדים.למשךהקלטעלאתתסמלץ.1 𝑀𝑥𝑇 + 1
בכל צעד:.2

a.דחה-האסור)(התאה-לתאנכנסהאם. 𝑀𝑥| |2 + 1
b.קבל-עלעצרהאם. 𝑀𝑥

.דחה-עצירהללאצעדיםהסתיימואם.3 𝑇 + 1
𝐵𝐻𝑃):כילהוכיח(צריךהבניהנכונותאתנוכיח = 𝐿(𝑈)

ה-התאאתעוברתלאוגםצעדיםהיותרלכלתוךעלעוצרת←אם● < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐵𝐻𝑃𝑀𝑥𝑇𝑥| |2

.←תקבלהמכונה← 𝑈< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑈)
>←אם● 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐵𝐻𝑃

.ה-הצעדלפניה-לתאחורגת:א'מקרה↲ 𝑀𝑥| |2 + 1𝑇 + 1

מ-יותרלבצעיכולהולכןהחוקייםהתאיםה-בתוךללולאהנכנסת:ב'מקרה↲ 𝑀𝑥| |2𝑀
עצירה.לזהותבליצעדיםה-כלריצתאתתסייםהמכונהצעדים. 𝑇 + 1𝑈𝑇 + 1

.←תתדחההמקריםבשני← 𝑈< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑈)
ולכןעוצרתתמידהיאכימכריעהמכונההיאשהמכונההראנוובנוסףש:הוכחנו 𝐵𝐻𝑃 = 𝐿(𝑈)𝑈𝐵𝐻𝑃 ∈ 𝑅

∎

שאלה לתרגול
𝐿.השפהנתונה = {< 𝑀 > | 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 ε,  𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑡ℎ𝑒 10'𝑡ℎ 𝑐𝑒𝑙𝑙}
𝐿.כיהוכיחו ∈ 𝑅

.השונות:הקונפיגורציותלכמותהכלליהחסם.כינוכיח:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑅𝑇𝑇 = Γ| | 𝑥| |2

× 𝑄| | × 𝑥| |2

נתאר מכונה מכריעה:
תבצע:קלטעל 𝑈< 𝑀 >
צעדים.למשךעלאתתסמלץ.1 𝑀ε𝑇 + 1
בכל צעד:.2

a.דחה-10לתאנכנסהאם. 𝑀

דור עזריה
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b.קבל-עצרהאם. 𝑀
.קבל-צעדיםאחריעצרהלאאם.3 𝑀𝑇 + 1
𝐿):כילהוכיח(צריךהבניהנכונותאתנוכיח = 𝐿(𝑈)
●←< 𝑀 >∈ 𝐿

.9ה-התאאתעברהולאצעדיםהיותרלכלבתוךעצרה:א'מקרה○ 𝑀𝑇
.9ה-התאאתעברהולאצעדיםלאחרגםבתוךעצרהלא:ב'מקרה○ 𝑀𝑇 + 1
.←מקבלתהמקרים2ב-← 𝑈< 𝑀 >∈ 𝐿(𝑈)

.←תדחההמכונה←10ה-לתאנכנסה←● < 𝑀 >∉ 𝐿𝑀𝑈< 𝑀 >∉ 𝐿(𝑈)
.ולכןעוצרתתמידהיאכימכריעהמכונההיאשהמכונההראנוובנוסףש:הוכחנו 𝐿 = 𝐿(𝑈)𝑈𝐿 ∈ 𝑅

∎

לעצירה,בכללהתייחסותאיןהנתונהשלשפהלבנשיםשלנו.הערנותאתבוחןהזההתרגיל:לפתרוןהערה 𝐿
ביןעצרהאםביןנקבלאנחנולכן,הסרט.שלהתאיםשלהשימושבהגבלתכלומרבנפח,הואהיחידיהחסם 𝑀

להוכיחרוציםאנחנוכי?ה-לענייןלהתייחסלנוחשובהיהעדייןלמהעצרה.לאאםביןאו1-9התאים 𝑇 + 1
חייבת לזהות כל תרחיש אפשרי עבורה למשלאת השפה, כדי שהמכונה תכריעה היאשמכריעהשקיים מכונה

מתי היא עוצרת או לא וכו'...

דור עזריה



חישוביות||78

מכונות טיורינג אי-דטרמיניסטיות

מבוא
כל אלגוריתם ניתן לתיאור על ידי מודל מתמטי מופשט●

.מכונת טיורינגהמכונה
היאמכונת טיורינג הסטנדרטית (דטרמיניסטית)●

מכונת מצבים מוגדרת היטב, כלומר לכל מצב של
המכונה ברור באופן מוחלט מה יהיה הצעד הבא של

המכונה.
היא הרחבה שלמכונת טיורינג לא-דטרמיניסטית●

המודל הסטנדרטי, בה הצעד הבא של המכונה הוא מצב
מסוים מתוך קבוצה של מצבים אפשריים, הנבחר בצורה "שרירותית".

מכונה אי-דטרמיניסטית היא בעיקר כלי חשיבתי, שאינו ניתן למימוש בפועל.●
לא ברור האם למכונות אי-דטרמיניסטיות יש "יעילות חישוב" יותר טובה מאשר מכונות דטרמיניסטיות.●
השאלה האם מכונות אי-דטרמיניסטיות מחשבות בעיות "יותר מהר" היא שאלה פתוחה חשובה במדעי●

.P=NPבעייתומכונההמחשב

על מכונה א"ד למציאת מעגל בגרף.: נביט לדוגמהדוגמה פרקטית לשימוש במ"ט אי-דטרמיניסטית
בהינתן גרף מכוון, מעגל הוא מסלול לא-ריק אשר מתחיל ומסתיים באותו צומת.●
צעדובכל,מוצאצומת"ינחש",הגרףאתכקלטיקבללדוגמה,לא-דטרמיניסטיאלגוריתם● 𝑁𝐺𝑞

𝑠

"ינחש" את הצומת הבא במעגל. אם המכונה חזרה לצומת ממנו התחילה, היא מסיימת במצב מקבל.
אם קיים מעגל, הרי שמכונה שתנחש צומת שנמצא על המעגל, ובכל צעד תנחש את הצומת הבא●

מקבל.במצבותסיים,המוצאצומתאלדברשלבסופותגיעהמעגלי,במסלול 𝑞
𝑠

ששארלב,לשים(ישמעגלבוישכלומר,המכונה,ידיעלשהתקבלכקלטמוגדרכנ"לקלטלכן● 𝐺
הניחושים חסרי משמעות, מכיוון שנדרש שיהיה קיים חישוב אחד שיסיים במצב מקבל).

כלכלומר.המוצאצומתאלאותנולהחזיריכוללאניחושאףמעגל,הקלטבגרףאיןאםשני,מצד● 𝐺𝑞
𝑠

החישובים לא יסתיימו במצב מקבל, והגרף מוגדר כקלט שנדחה על ידי המכונה, כלומר שאין בו מעגל.

מכונות לא דטרמיניסטיות
למדנו בקורס "אוטומטים" על מודלים לא דטרמיניסטים:

.דטרמיניסטיסופילאוטומטבכוחושקולדטרמיניסטילאסופיאוטומט● (𝑁𝐹𝐴)(𝐷𝐹𝐴)
דטרמיניסטי.מאוטומט מחסניתחזק יותראוטומט מחסנית לא דטרמיניסטי●
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פונקצית המעברים של מכונת טיורינג אי-דטרמיניסטית
אחדלבצעיכולההיאאז,הסמלאתקוראשלההקורא-כותבוהראשבמצבנמצאתמכונהבונתוןבמצב 𝑞𝑎

. הפונקציה מוגדרת בצורה הבאה:מכמה צעדים אפשריים

δ: 𝑄' × Γ → 𝑃(𝑄 × Γ × {𝐿, 𝑆, 𝑅})

:הערות
סופיים.לאמצביםקבוצתהיאכלומרהקבוצה● 𝑄' = 𝑄\𝐹
ואותסופילאמצב:קלט● 𝑞 ∈ 𝑄'σ ∈ Γ
אבל.כלומרותזוזהאות,מצבשלשלשהלנוומחזירה:פלט● 𝑝 ∈ 𝑄β ∈ Γ𝑑 ∈ {𝐿, 𝑆, 𝑅}(𝑝, β, 𝑑)

עבור אותו הקלט היא יכולה להחזיר כמה שלשות שונות (לפי ניחוש בבחירה שרירותית).
שתמיד ישאפשריים, אבל אנחנו נניחשל צעדיםקבוצה ריקהלפי ההגדרה הפורמלית, אפשרית גם●

.לפחות צעד אפשרי אחד

שפה של מכונת טיורינג אי-דטרמיניסטית
חוקיתצעדיםסדרתקיימתעלשלבריצהאםמילהמקבלתאי-דטרמיניסטיתטיורינגשמכונתנאמר 𝑁𝑥𝑁𝑥

𝑞.במצבהמסתיימת
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

דטרמיניסטית:מ"טשללשפהבדומהמוגדרתדטרמיניסטיתלאמ"טשלהשפה 𝑁

𝐿(𝑁) = 𝑥 ∈ Σ⋆ | 𝑁 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥{ }

במכונה דטרמיניסטית, אמרנו שכל הרצה של המכונה על קלט מסוים היא בעצם סדרה של●
.מסלול חישובקונפיגורציות עוקבות, כלומר -

. כאשרעץ חישובבדומה, במכונה אי-דטרמיניסטית, כל הרצה של מכונה על קלט מסוים נותנת●
החישוב.בעץיחידשל מסלולבחירה שרירותיתההרצה הספציפית היא

העץ המתקבל במ"ט א"ד הוא עץ בינארי (לא בהכרח מלא).●

מן ההגדרה שמילה מתקבלת אם יש לה מסלול- הכוח של מודלים לא דטרמיניסטים נובעתזכורת חשובה
חישוב מקבל אחד לפחות (מסלול חישוב שמסתיים במצב המקבל). זה תקף גם אם מסלולי חישוב רבים לא

מסתיימים במצב מקבל. (ייתכן אינסוף מסלולי חישוב כאלה).

: מתי מילה לא מתקבלת ע"י מכונה לא דטרמיניסטית?שאלה לדיון
: אם לא קיים אף מסלול בעץ החישוב שיקבל את המילה.תשובה
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מסלול חישוב לעומת עץ חישוב
מסלול חישובעץ חישוב

: אפשר להסתכלחישוב של מ"ט לא דטרמיניסטית
במרחב הקונפיגורציות:עץעל החישוב כעל

מתחילים בקונפיגורציה ההתחלתית..1
כמהלכל קונפיגורציה יכולות להיות.2

קונפיגורציה עוקבות.

: אפשר להסתכל עלחישוב של מ"ט דטרמיניסטית
במרחב הקונפיגורציות:מסלולהחישוב כעל

מתחילים בקונפיגורציה ההתחלתית..1
אחתלכל קונפיגורציה יש קונפיגורציה עוקבת.2

לכל היותר.

אי-סימטריה של מכונות לא דטרמיניסטיות
אפשרויות:כמהיש,קלטעלאי-דטרמיניסטיתמכונההרצנואם:חשובהאבחנה 𝑥

המכונה.לשפתשייךש-להסיקואפשר)ב-(עצרה-קיבלההמכונה.1 𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑥

לקבל.כדיבהתחלהב-ונפגשנומספיקאזבוליאניבביטויאינטואיציה: 𝐵 = (𝑇) ∨ (?) ∨ (?)𝑇
שהמכונהאחרמסלולשקייםלהיותיכולכילאאולשפהשייךאםלדעתאפשרואי-דחתההמכונה.2 𝑥

כאלה).למקריםמבוקרתהרצהשצריךנראה(בהמשךולקבל.ב-בולעצוריכולהכן 𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

.הכלצריךראשון,ב-להיפגשמספיקלאבוליאניבביטויאינטואיציה: 𝐵 = (𝐹) ∨ (?) ∨ (?)𝐹𝐹
- אי אפשר לדעת כלום…המכונה נכנסה ללולאה.3

1דוגמה
פעם אחת פרט לצומת שממנו יצא.: מעגל המילטוני הוא מסלול בגרף העובר בכל צומתהגדרה
והוכיחו נכונות.: בנו מ"ט א"ד המקבלת כל גרף המכיל מעגל המילטוןתרגיל

יהיה בגרף הזה מעגל המילטוני אז נדע לזהות: אנחנו רוצים מ"ט שמקבלת קידוד של גרף. אםאינטואיציה
ולקבל ואם אין אז נדחה בכל המסלולים.

המילטוני,מעגלשיהווהכלשהוסידורישאםמתוךפרמוטציהלכלאזהמילטון,מסלולישבגרףאם● 𝑛!
אז נכנס למסלול הזה, נראה שכל הצלעות קיימות לפי ההגדרה של המעגל ונעבור למצב מקבל.

מצד שני, אם אין מסלול המילטוני אז כל פרמוטציה לא תהווה לנו מעגל המילטוני בגרף ולכן נדחה לכל●
מסלול.

|𝑉ה-כלמתוךהגרףשלכלשהוסידורננחשאזבגרף,תכונהשלקיימותכשנרצהכאלה,בתרגילים● |!
פרמוטציות ואז נבדוק אם הסידור הזה עונה על הדרישות של התכונה.
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:על:פתרון 𝑀(< 𝐺 >)
.מהצורהקודקודישלסידורנחש.1 𝐺(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
)

.שהצלעוגםשהצלעלכלבדוק.2 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1](𝑣
𝑖
, 𝑣

𝑖+1
) ∈ 𝐸(𝐺)(𝑣

1
, 𝑣

𝑛
) ∈ 𝐸(𝐺)

.דחהאם חסרה צלע -.3
.קבלאחרת -.4

:נכונות הבניה

אתננחשהמכונהמהרצותבאחת←מהסידור:המילטונימעגלישב-←אם● < 𝐺 >∈ 𝐿𝐺𝑢
𝑖{ }

𝑖=1

𝑛

.←←קיימותהצלעותכל←הנכונההפרמוטציה 𝑀(𝐺) = 1< 𝐺 >∈ 𝐿(𝑀)
צלעלפחותיהיהניחושלכל←המילטונימסלולשיקייםסידוראףקייםלאב-←אם● < 𝐺 >∉ 𝐿𝐺

.←יעצור)(לאכלוםתחזירלאאוריצהלכלידחה←חסרהאחת 𝑀< 𝐺 >∉ 𝐿(𝑀)

עד שנתפוס אחד שתקבל בשפה אלא אנחנו: הרעיון באי-דטרמיניזם זה לא לעבור על כל הפרמוטציותהערה
ננחש שרירותית רק פרמוטציה אחת בלבד (לא רצים במקביל על כמה פרמוטציות), והפרמוטציה הזאת תקבע

בלבד!אחדניחושמנחשיםאנחנושהצגנובאלגוריתם)1(בשלבכלומר,לא.אומעגלקייםאםהניחושלפילנו

2דוגמה

𝐿.השפה:עלנסתכלפשוטה,כדוגמה = {𝑤 ∈ {0, 1}⋆| 𝑤 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡𝑠 𝑎𝑛𝑑 𝑒𝑛𝑑𝑠 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑒 𝑏𝑖𝑡}
האי-דטרמיניסטי.במודלכנ"ל.וגםהמיליםהדטרמיניסטי,במודל 1001 ∈ 𝐿1000 ∉ 𝐿

כשכולםורקהמכונה,שלהאפשרייםהחישובמסלוליכלאתלנסותנצטרך,כילגלותכדיאבל, 1000 ∉ 𝐿
1000.כילדעתנוכלאזדוחים ∉ 𝐿

:הערות

:δ.:מוגבלאי-דטרמיניזםהואא"דלמ"טשקולמודל.1 𝑄' × Γ → (𝑄 × Γ × {𝐿, 𝑆, 𝑅})2

.עץ בינארינוח לחשוב על עץ ההרצות הזה בתור.2
המוגדר לפימסלול חישוב יחידשימו לב, שכאשר מריצים מכונה בהרצה בודדת, המכונה רצה על.3

.היא לא רצה במקביל בכל העץ!הבחירות שלה בכל הצמתים.
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קבלת שפות ע"י מכונה לא דטרמיניסטית
אם:שפהמקבלתאי-דטרמיניסטיתטיורינגמכונת:הגדרה 𝑁𝐿

.עלשלהחישובבעץמקבלמסלולקייםלכל.1 𝑥 ∈ 𝐿𝑁𝑥
אינסופיים).מסלוליםלהיות(יכולים.עלשלהחישובבעץמקבלמסלולקייםלאלכל.2 𝑥 ∉ 𝐿𝑁𝑥

:מבנה הוכחה
.הקלטעלהמכונהשלהחישובבעץמקבלמסלולקיים-אם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑁𝑥
.אינסופייםאודוחיםהקלטעלהמכונהשלהחישובבעץהחישובמסלוליכל-אם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑁𝑥

בעץמקבלמסלולקייםאזאם 𝑥 ∈ 𝐿(𝑁)מקבללאמסלולכלאזאם 𝑥 ∉ 𝐿(𝑁)

הכרעת שפות ע"י מכונה לא דטרמיניסטית
אם:שפהמכריעהאי-דטרמיניסטיתטיורינגמכונת:הגדרה 𝑁𝐿

.עלשלהחישובבעץמקבלמסלולקייםלכל.1 𝑥 ∈ 𝐿𝑁𝑥
דוחים).המסלולים(כלעלשלהחישובבעץמקבלמסלולקייםלאלכל.2 𝑥 ∉ 𝐿𝑁𝑥

.קלטלכלנכוןוזה,שלהחישובבעץסופייםהמסלוליםכל.3 𝑁𝑥 ∈ Σ⋆

:מבנה הוכחה
.מקבלאחדמסלוללפחותוקייםסופייםהמסלוליםכל-אם● 𝑥 ∈ 𝐿
.דוחיםהמסלוליםוכלסופייםהמסלוליםכל-אם● 𝑥 ∉ 𝐿

בעץמקבלמסלולקייםאזאם 𝑥 ∈ 𝐿(𝑁)דוחהמסלולכלאזאם 𝑥 ∉ 𝐿(𝑁)
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דוגמה לקבלת שפה
נגדיר:ומילהא"דמ"טעבור 𝑀𝑥

𝐿
4

= {(𝑀, 𝑥) | 𝑀 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 4 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑥}

.אתשתקבלמ"טבנו 𝑈𝐿
4

:פתרון
תבצע:קלטעל 𝑈(< 𝑀 >, 𝑥)
אקראיות.מחרוזות4נחש.1
וודא שהן שונות זו מזו..2
האקראיות.המחרוזותלפימבוקרתבהרצהעלאתסמלץ.3 𝑀𝑥
.קבל-התקבלההמילההדרכים4ב-אם.4

מזו.זוושונותאקראיותמחרוזות4נבחר:הסבר
כל מחרוזת כזו תתאר לנו מסלול בעץ.

נשים לב שכל מחרוזת היא סופית ולכן אין לנו בכלל
התייחסות למסלולים אינסופיים, לכן מספיק לנו רק

להתייחס למקרים סופיים - מקבל או דוחה.
4שנמצאעדמחרוזותשלרביעיותעלנעבוראנחנו

𝑥.עםמקבללמצבמגיעהמהןאחתשכלכךמחרוזות
בעץ!מסלוללנומתארלאהקלט:הערה 𝑥

משפט שקילות
למכונה דטרמיניסטית.שלהשקולה בכוח החישוב: מכונת טיורינג לא דטרמיניסטיתמשפט
:הוכחה
שלפרטימקרההיאדטרמיניסטיתמכונה-פשוט:א'כיוון● 𝐷

-הנוספותהאפשרויות(כל.דטרמיניסטיתלאמכונה 𝑁
זהות לאפשרות המקורית).

: נסביר כיצד אפשר לבנות, לכל מכונה לאכיוון ב'●
ל-שקולהשתהיהדטרמיניסטיתמכונה,דטרמיניסטית 𝑁𝐷

.המכונהשלהחישובמסלוליכלאחריותעקובסימולציהתבצעכלומר. 𝑁𝐷𝑁
:הרעיון של כיוון ב'

.הקלטמילתעלשלהחישובענפיכלאתתנסה○ 𝐷𝑁𝑤
שלה).מקבל(מצבתקבלאז)(שלהמקבלבמצבשמסתייםחישובמסלולנמצאאם○ 𝑁𝐷
שלה).דוחה(מצבתדחהאז)(שלהדוחהבמצבמסתיימיםשלהחישובמסלוליכלאם○ 𝑁𝑁𝐷
.תעצורלא-מקבלחישובמסלוללהואין(אינסופיים)עוצריםלאחישובמסלוליל-ישאם○ 𝑁𝐷

בהמשך הפרק נציג את השלבים כיצד להוכיח את כיוון ב'.●
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חיפוש לרוחב ולא לעומק
הקונפיגורציות.במרחבעץהואעלשלחישוב 𝑁𝑤
בעץ הזה הוא קונפיגורציה.צומתכל●
.עלשלההתחלתיתהקונפיגורציההואהעץשורש● 𝑐

0
𝑁𝑤

.עלשלאפשריחלקיחישובהואהזהבעץענףכל● 𝑁𝑤
אינסופי.אנחנו עלולים לסרוק לעומק למסלוללעומק- בחיפושהערה

הקונפיגורציות?בעץלעומקחיפושלבצעתנסהלאהדטרמיניסטיתהמכונהלמההסבירו:תרגיל 𝐷
בעץלרוחבחיפוששנראהמיד:פתרון 𝐵𝐹𝑆

הזה כן יהיה טוב. באופן אינטואיטיבי, אם
אפשר,עבורמשמאלהציורעלנסתכל 𝐵𝐹𝑆

לשער שצריך לעבור על כל קונפיגורציה
אפשרית בכל רמה ולהחליט מי מביניהם יכול

להתאים.

המכונה הדטרמיניסטית
.סרטיםשלושהיהיולמכונה 𝐷

(לא משנים בו דבר).לקריאה בלבד- שעליו רשומה מילת הקלט. זהו סרטסרט הקלט.1
הקונפיגורציות.אתבונעדכן.שלחלקיחישובמסלוללחיקוי-הסימולציהסרט.2 𝑁
של החישוב החלקי הנוכחי.- שיציין את מסלול הבחירות הלא דטרמיניסטיותסרט הכתובות.3

סרט הכתובות
לכלישהחישובבעץקונפיגורציה)(לכלפנימיתצומתלכל 𝑐

𝑖

מסלוללצייןיכולהמילהלכןבנים,2היותר 𝑤 ∈ {0, 1}⋆

היאהמילהלכן,בעץ.הצומתעדמהשורשחלקיחישוב 𝑐
𝑖

𝑤

הכתובת של הצומת בעץ.  לדוגמה בציור משמאל המחרוזת
פנימית.צומתאלמהשורשאותנותביא 𝑤 = 011
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ישהעץלשורש(כיעוקבותקונפיגורציותשתירקישההתחלתיתולקונפיגורציהמאחר:חוקיותלאכתובות 𝑐
0

מ-מורכבותשהמחרוזותאמרנואםכלומרחוקית.איננהומעלה2ב-שמתחילהכתובתכלאזבנים),שני

.מהצורהלמשלמחרוזתלנולהיותיכוללאאז 𝑤 ∈ {0, 1}⋆𝑤 = 0112230110
.בדחייהשהסתייםחישובענףכאלחוקיתלאלכתובתתתייחסהמכונה:פתרון 𝐷

Dשלהסימולציה
דטרמיניסטיתמכונהנבנהדטרמיניסטיתלאמכונהלכל-ב'כיווןאתלהוכיחצריכיםאנחנו:תזכורת 𝑁𝐷
𝑁.ל-ששקולה

𝐷.שלהריצהבתחילת:אתחול
הקלט.סרטשהוא1סרטעלרשומההקלטמילת.1

האלה).בסרטיםהתאיםבכל(ישריקים)3(סרטהכתובותוסרט)2(סרטהסימולציהסרט.2 𝑏‾

:שלב בסימולציה
.2לסרט(הקלט)1סרטתוכןאתמעתיקים.1
(לפי3בסרטהרשומותדטרמיניסטיותהלאהבחירותלפי2סרטעלשלהצעדיםאתמבצעים.2 𝑁

.)2סרטעללרוחבהקונפיגורציותאתמעדכנים(כלומרהכתובות).
מסתיים.והחישובשלה,המקבללמצבנכנסתכלומר.מקבליםשלה,המקבללמצבהגיעהאם.3 𝑁𝐷
אחרת, עוברים לבצע סימולציה של ענף החישוב הבא..4

:הסברים
:מה פירוש "אחרת"? מה יכול לקרות?●

עצירה.למצבהגיעהולאבכתובותרשומיםשהיוהצעדיםאתלבצעסיימהש-לקרותיכול○ 𝐷
הנוכחי.החישובבענףצעדבאיזשהושלההדוחהלמצבנכנסהכיייתכן○ 𝑁
בינארית).להיותצריכההמחרוזתאבל'3'מכילה(למשלחוקיתלאהשלישיבסרטשהכתובתייתכן○

:איך עוברים לענף החישוב הבא?●
מוחקים את תוכן סרט הסימולציה.○
עוברים לכתובת הבאה בסרט הכתובות.○
מתחילים את הסימולציה של ענף החישוב הבא.○

סיכום הוכחת כיוון ב' של השקילות שעשינו
בזמן��עלשלהחישובבעץמקבלאחדמסלוללפחותקיים�אם● 𝑥 ∈ 𝐿(𝑁)𝑁𝑥𝑁(𝑥) = 1

מקבלתלקונפיגורציההגיעהסופי,בזמן�המקבלתהקונפיגורציהלרמתעדהעץאתתסרוקסופי, 𝐷
.כלומר�ותקבל 𝐷(𝑥) = 1𝑥 ∈ 𝐿(𝐷)

בשלבאזדוחיםהמסלוליםכלאם:א'מקרה�אינסופייםאודוחיםהמסלוליםכל�אם● 𝑥 ∉ 𝐿(𝑁)
: אם יש מסלול אחד אינסופימקרה ב'מסויים נסיים לסרוק את העץ, לא נגיע למצב מקבל ולכן נדחה.

𝑥.המקריםבשני�דבר.נקבלולאהאינסופיהמסלולעללרוץנמשיךאזדוחיםוהיתר ∉ 𝐿(𝐷)
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מסקנה מן השקילות
.אתשמקבלתדטרמיניסטיתלאמכונהלתאראפשרש:להוכיחכדי.1 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐿

𝐿.אתשתקבלדטרמיניסטיתמכונהלבנותאפשרכזומכונהשלכלמשום
.אתשמכריעהדטרמיניסטיתלאמכונהלתאראפשרש:להוכיחכדי.2 𝐿 ∈ 𝑅𝐿

.סופי לכל קלטעץ החישוב במקרה זה יהיה

:הערה על זמן הריצה
חישובים.שלחלקיםעלחזרותבהישכיהריצהזמןמבחינתיעילהלאשתיארנוהמכונה 𝐷

ע"ידטרמיניסטיתלאמכונהשלמוכרתסימולציהכלשלהריצהזמןעדייןאך,שלפעולתהאתלייעלאפשר 𝐷
בזמן הריצה של המכונה הלא דטרמיניסטית.(אקספוננציאלי)לפחות מעריכימכונה דטרמיניסטית הוא

אקספוננציאלי.בזמןלפחותהואכלומרהריצה,בזמןיקרהואעלשלהסימלוץתהליךכלומר, 𝐷𝑁
בסדרה עד לקונפיגורציה הסופית.- זמן הריצה הוא מספר הקונפיגורציותמכונה דטרמיניסטית מכריעה

החישובבמסלולהצעדיםכמספרמוגדרמילהעלשלהריצהזמן-מכריעהדטרמיניסטיתלאמכונה 𝑁𝑥
.עלעבורבעץביותרהארוך 𝑁𝑥

שימושי המודל הלא דטרמיניסטי
למה בכלל שנרצה להשתמש במודל לא דטרמיניסטי? הרי הוא לא מציאותי ולא שימושי וגם מספר המסלולים

א"ד הוא היכולת לנחש מחרוזות וככה לחסוך בהרצהלשימוש במודלאחד היתרונותהדוחים יכול להיות גדול.
מבוקרת. אפשר לנחש בנוסף מסלול ריצה.

𝐿.השפהנתונה:לדוגמה = {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀) ≠ ∅}
במודל הדטרמיניסטי היינו צריכים לעשות הרצה מבוקרת חזקה, כלומר לעבור על כל המילים ולהבטיח●

שקיימת מילה שמתקבלת בשפה.
תקבלאזהתקבלההיאאם,עלאותהלסמלץ,מילהלנחשאפשרדטרמיניסטיהלאבמודל● 𝑥𝑀

ריקה.לאהמכונהשפתאזהמילהאתשיקבלהחישובבעץמסלולקייםאםלכןתדחה.ואחרת 𝑥

דטרמיניסטיתלאבמכונהלשימוש-1דוגמה

.השפה:נתונה.היאמ"טשלפונקציה:הקדמה 𝑀𝑓
𝑀

𝐿 = {< 𝑀 >  :  ∃𝑥 ∈ Σ⋆ ,  𝑓
𝑀

(𝑥) = 𝑥}

כלומר שקיימת לפונקציה של המכונה נקודת שבת. אנחנו רוצים ליצור מכונה א"ד לשפה הזאת.
המיליםכלשלחזקהמבוקרתהרצהלבצעצריכיםהיינוהדטרמיניסטיבמודללהוכיחכדי● 𝐿 ∈ 𝑅𝐸

בסיגמא כוכבית.
לעומת זאת, בעזרת ניחוש, אפשר לחסוך את ההרצה המבוקרת החזקה הזאת.●

.שללפלטבהתאםונקבלאתנפעילשעבורולנחשנרצהאנחנוכלומר, 𝑥 ∈ Σ⋆𝑀𝑀
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:אתהמקבלתדטרמיניסטיתלאטיורינגמכונתנבנהולכןכילהוכיחנרצה:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝑁𝐿
תבצע:הקלטעלהמכונה 𝑁< 𝑀 >

𝑥מילהנחש.1 ∈ {0, 1}⋆

:עלאתסמלץ.2 𝑀𝑥
a.קבלאזאם. 𝑓

𝑀
(𝑥) = 𝑥

b.דחהאזאם. 𝑓
𝑀

(𝑥) ≠ 𝑥

:כינוכיחכלומר,המכונהנכונותאתנוכיח 𝑁𝐿(𝑁) = 𝐿

בעץ←.ש:כךמילהשרירותי)ניחוש(לפיקייםאז←אם● < 𝑀 >∈ 𝐿𝑥 ∈ {0, 1}⋆𝑓
𝑀

(𝑥) = 𝑥

←בדיוקהואשלהניחוששבומסלולקייםהקלטעלהמכונהבהפעלתהחישוב 𝑁< 𝑀 >𝑁𝑥
>.←מקבלמסלולהואהמדוברהמסלול 𝑀 >∈ 𝐿(𝑁)

המכונהבהפעלתהחישובבעץ←מתקייםלכלאז←אם● < 𝑀 >∉ 𝐿𝑥 ∈ {0, 1}⋆𝑓
𝑀

(𝑥) ≠ 𝑥𝑁

כל←בדיוקהואשלהניחוששבומסלולקייםלאלכלהקלטעל < 𝑀 >𝑥 ∈ {0, 1}⋆𝑁𝑥
.←אינסופייםאודוחיםהםשלהמסלולים 𝑁< 𝑀 >∉ 𝐿(𝑁)

∎

הערה חשובה
דטרמיניסטית!תמידפונקציית הרדוקציה היא●
יכול להיות שבפונקצית הרדוקציה תהיה מכונה א"ד אבל הפונקציה עצמה היא דטרמיניסטית.●
תוצאת פונקצית הרדוקציה יכולה להיות קידוד של מ"ט א"ד.●

דטרמיניסטיתלאבמכונהלשימוש-2דוגמה
מודל נוסף למ"ט א"ד:

𝐿
4

= {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 4 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑥}

𝐿
𝑢

= < 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥{ }

הוכיחו שקילות בין מודלים.
.הפוךגםנעשהכךואחררדוקציהלעשותנרצה:פתרון 𝐿

𝑢
≤ 𝐿

4
𝐿

4
≤ 𝐿

𝑢

:הוכחה כיוון א'
תקבלמכונהשאםרוציםאנחנו:אינטואיציה● 𝑀

אתשתקבלאחרתמכונהלנויהיהאזאת 𝑥𝑀'𝑥
נרצהאנחנוהרדוקציה,בתיאורשונים.פעמים4

לשכפל את המסלולים, כלומר נשכפל פעמיים
כאשר כל שכפול פותח לנו רמה חדשה בעץ

22נקבלשכפולים2עבורלכןהחישוב, = 4
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.עלאתהמקבלמסלולימשיךאלוהארבעהשמכלונרצהסופייםצמתיםכלומר-צמתים 𝑥𝑀
𝐿.ברדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור●

𝑢
≤ 𝐿

4

>)𝑓היא:הרדוקציהפונקצית○ 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀', 𝑦 >,
:הקלטעלהמכונה○ 𝑀'𝑦

אותנחש■ 01
אותנחש■ 01
כמותו.וענהעלאתסמלץ■ 𝑀𝑥

:הוכחת נכונות פונקציית הרדוקציה●
.ליצורניתןלכלמלאה:הפונקציה○ 𝑀, 𝑥𝑀', 𝑦
הפונקציה ניתנת לחישוב: לכל מ"ט קיים קידוד במיוצג כמחרוזת.○
הפונקציה פתירה:○

עלבחישובמקבלאחדמסלוללפחותקיים←←■ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿
𝑢

𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)𝑀 𝑥

>.←מקבליםמסלולים4קיימים← 𝑀', 𝑥 >∈ 𝐿
4

אינסופיאודוחהאועלבחישובמסלולכל←←■ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿
𝑢

𝑥 ∉ 𝐿(𝑀)𝑀 𝑥

>.←אינסופייםאודוחיםמסלולים4קיימים← 𝑀', 𝑥 >∉ 𝐿
4

.ש:והוכחנומעלרדוקציההראנו:לסיכום● 𝐿
𝑢

𝐿
4

𝐿
4

= 𝐿(𝑀')

.להשלים.ברדוקציהנראה:ב'כיווןהוכחה 𝐿
4

≤ 𝐿
𝑢

הוכחת שקילות בין המודלים
זה גרסה שלא נלמדה הסמסטר אבל למדו אותה בשנים קודמות והיא יותר מפשטת - (לא מתקבל במבחן).

: מודל מ"ט א"ד שקול מבחינה חישובית למ"ט דטרמיניסטית.טענה
.שמתקיים:כךדטרמיניסטיתמ"טקיימתאזי,א"דמ"טתהיכלומר, 𝑁𝐷𝐿(𝐷) = 𝐿(𝑁)
:הוכחה
אינסופי)הואשהעץ(יתכןהמכונהשלהקונפיגורציותביןהעוברכעץעלריצתאתלייצגניתן● 𝑁𝑤
:קלטעלאתנתאר● 𝐷𝑤

.בעזרתעלשלהחישובעץאתלרוחבסרוק○ 𝑁𝑤𝐵𝐹𝑆
.קבלאם זיהית קונפיגורציה מקבלת -○
.דחהאם סרקת את כל העץ ולא מצאת קונפיגורציה מקבלת -○

מקבלתלקונפיגורציהדברשלבסופומגיעאזי,עלבריצתמקבלמסלולקייםאם-נכונות● 𝑁𝑤𝐷
תדחה.אחרת.אתותקבל 𝑤

∎
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)2019קיץ-א'מועדמבחן(שאלת4תרגול-1שאלה
בפעולתההזההמכונההינה,שלההופכיתהמכונהנגדיר:,אי-דטרמיניסטיתטיורינגמכונתבהינתן 𝑀𝑀

.ב-ההופכיתהמכונהאתנסמןבשני.אחדהדוחהוהמצבהמקבלהמצבהחלפתלמעט,לפעולת 𝑀𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

ההופכית).המכונהלשפתשווה,המכונהשפתשלההופכית(השפההפריכו:אוהוכיחו:א'סעיף 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)𝑀

הוכיחו.לא,אםדוגמא,תנוכן,אם?שמתקיים:כך,מכונהקיימתהאם:ב'סעיף 𝑀𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)

:פתרון סעיף א'
מקבלמסלולנקבלמהשפהמסויםשעבורלהיותיכולולכןדטרמיניסטיתאיהמכונה:אינטואיציה● 𝑥

ומצד שני יהיה עבורו מסלול אחר שהוא דוחה. לכן זה הפרכה - צריך לתת דוגמה נגדית.
:הפרכה●

כלומרש:מכאןדוחה.ומסלולמקבלמסלולישנועלשב-כךשקייםנניח○ 𝑥𝑀𝑥𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)
.𝑥 ∉ 𝐿(𝑀)

:עלהמכונהבריצתנתבונן○ 𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

𝑥

.אתיקבל-עלשלהדוחההמסלולעבור■ 𝑀𝑥𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

𝑥

.אתידחה-עלשלהמקבלהמסלולעבור■ 𝑀𝑥𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

𝑥

מקבל).מסלוללוקיים(כיאופן,בכל 𝑥 ∈ 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)

.ש:וגםש:הראנוכיש:מכאן○ 𝐿(𝑀) ≠ 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)𝑥 ∈ 𝐿(𝑀)𝑥 ∈ 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)

(כולם מקבלים או כולם דוחים).: מתי זה נכון? - כאשר כל המצבים סופיים וזהיםשאלת צד●

:פתרון סעיף ב'
קיים מכונה כזאת.●
.דוחיםוגםמקבליםגםמסלוליםקיימיםכלעלשלנושבמכונהנדאג:א'אופציה● 𝑥

𝐿(𝑀).אחד:מצד○ = Σ⋆

כלומרקודם)שדחו(המצביםלכלמקבליםמצביםקיימיםעבורשנימצד○ 𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

𝑥

.𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

) = Σ⋆

שנהפוךאזדוחיםוגםמקבליםמסלוליםקיימיםאם(כי.מקרה,בכל 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

) = Σ⋆

מקבל מסלולים דוחים וגם מקבלים, ככה או ככה קיים לנו לפחות מסלול מקבל אחד).
ללולאה.נכנסתהמסלוליםבכלכלשעלמכונה:ב'אופציה● 𝑥

𝐿(𝑀).אחד:מצד○ = ∅
𝐿(𝑀.שני:מצד○

𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒
) = ∅

מוגדר")."לאהואמוגדר""לאשלההפך(כי.מקרה,בכל 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

) = ∅
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4תרגול-2שאלה
𝐿.השפהנתונה = {(𝑤

1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
) | ∃𝑖 𝑠. 𝑡.  𝑤

𝑖
= 𝑖}

𝐿.כיהוכיחו ∈ 𝑅
𝑛עד1מ-לינאריתבלולאהעוברתהייתההמכונהאזדטרמיניסטיתמכונהעםעובדיםהיינואם:אינטואיציה

זהולכןלנחשאפשראזאי-דטרמיניסטיתמכונהעםנעבודאםשני,מצד.האםצעדכלעבורובודקת 𝑤
𝑖

= 𝑖

יותר קל למימוש כי לא צריך לולאות. אנחנו בונים על זה  שהניחוש יהיה נכון.
:הוכחה

.השפהאתהמכריעהא"דמכונהנתאר:אלגוריתם 𝑀𝐿
:קלטעל 𝑀(𝑤

1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
)

1:אינדקסנחש.1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
a.קבל-אם. 𝑤

𝑖
= 𝑖

b.,דחהאחרת.
:הוכחת נכונות

שעבורומקבל)חישוב(מסלולניחושקיים←שעבורוקיים←● (𝑤
1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
) ∈ 𝐿𝑖𝑤

𝑖
= 𝑖𝑀

𝑤).←מקבל
1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
) ∈ 𝐿(𝑀)

שעבורומקבל)חישוב(מסלולניחושלכל←שעבורואףקייםלא←● (𝑤
1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
) ∉ 𝐿𝑖𝑤

𝑖
= 𝑖

.←דוחה 𝑀(𝑤
1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
) ∉ 𝐿(𝑀)

∎

4תרגול-3שאלה
נתונה מכונה א"ד:

:קלטעל:אלגוריתם 𝑁(< 𝑀 >,  𝑥)
𝑛.מספרמנחשת.1
צעדים.למשךעלאתמריצה.2 𝑀𝑥𝑛

a.תקבלאז-עצרהאם. 𝑀𝑁
b.תדחהאז-עצרהלאאם. 𝑀𝑁

𝑁?.שלהשפהמהי:השאלה
𝐿(𝑁).:תשובה = 𝐻𝑃

צעדיםמספיקשיהיהכדיגדולמספיקקייםאזמקבלתהיאאםכיבצעדים,קשורהלאפהההגבלה:הסבר 𝑛
לעולם.תעצורלאהיא-גדולמספיקכמהמשנהלאאזדוחההיאואםלרוץ 𝑛
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:הוכחת נכונות
שלניחושלכל←צעדיםלאחרעלעוצרתש:נניח←עלעוצרת←● (< 𝑀 >, 𝑥) ∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀𝑥𝑡

←תקבלשבוחישובמסלולקיים←ותקבל.תעצורהמכונה,ש:כך 𝑛𝑛 ≥ 𝑡𝑁𝑁
.(< 𝑀 >, 𝑥) ∈ 𝐿(𝑁)

אףקייםלא←ניחושלכלעלעוצרתלא←עלעוצרתלא←● (< 𝑀 >, 𝑥) ∉ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑀𝑥𝑛
.←תקבלשבוחישובמסלול 𝑁(< 𝑀 >, 𝑥) ∉ 𝐿(𝑁)

∎

4תרגול-4שאלה
𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸.השפה:נתונה = {𝑛 | 𝑛 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒}

𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸.הוכיחו: ∈ 𝑅
רִיקמספר:תזכורת מספרים.1מ-גדוליםשלמיםשנישלכמכפלהאותולכתובשאפשרחיובישלםמספרהואפָּ

פריק.אוראשוניאוהוא1מ-גדולשלםמספרכלהנתון.המספרשל'גורמים'נקראיםאלה
.14שלהגורמיםהם7ו-2ולכן,7ו-2שלכמכפלהאותולפרקשאפשרמכיווןפריקהוא14המספרלדוגמה,

.השפהאתהמכריעהא"דמ"טנתאר:הוכחה 𝑀𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸
תבצע:)לסמןשניתן(אוקלטעל:אלגוריתם 𝑀𝑛𝑀(𝑛)

.ש:כךמספרתנחש.1 𝑘1 < 𝑘 < 𝑛
.תקבלאזאם.2 𝑘%𝑛 == 0𝑀
.תדחה-אחרת.3 𝑀

:נכונות הבניה
.←יקבלעבורושלניחושקיים←אתשמחלקקיים←● 𝑛 ∈ 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑘𝑛𝑀𝑛 ∈ 𝐿(𝑀)
←תדחהכזה,שלניחושלכל←אתשמחלקאףקייםלא←● 𝑛 ∉ 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑘𝑛𝑘𝑀

.𝑛 ∉ 𝐿(𝑀)
∎

4תרגול-5שאלה
.טבעיקבועונתוןמכונהנתונה 𝑀

0
𝑐 ∈ ℕ

𝐿.השפה:נתונה
𝑀

0
,𝑐

= {< 𝑀 > |𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
0
) 𝑎𝑛𝑑 < 𝑀 >| | = 𝑐}

: באיזו מחלקה חישובית השפה נמצאת?שאלה
𝐿.:תשובה

𝑀
0
,𝑐

∈ 𝑅

אתעקףהקלטאםלהכריעאפשראזחסםלהםיששאםשפותהראנושלבפרק?.ב-זהלמה:הסבר 𝑅𝐵𝐻𝑃

האלה,מחרוזותכלומר,באורךבינאריותמחרוזותשלסופימספרוישמאחרלהכריע.וככהלאאוהחסם 𝑐2𝑐

𝑅.ל-שייכת←רגולרית←סופיתשפהזואז
𝑅.ב-לאובכללסופיתהייתהלאהיאזהאזandבמקוםorבשפההיהאםחשובה:נקודה-
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מבחן)(שאלת4תרגול-6שאלה
נתונה שפה:

𝐿 = {< 𝑀, 𝑥 > | ∃ 𝑎 𝑇𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 𝑀𝑎𝑐ℎ𝑖𝑛𝑒 𝑀',  𝑠. 𝑡.  𝑀' 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥 𝑜𝑟 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀' >}
: באיזו מחלקה השפה?.שאלה

.אתשתקבללבחורתמידניתןכיזולמעשה.:תשובה 𝐿 ∈ 𝑅Σ⋆𝑀' = 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

𝑥

השניהתנאיאםגם.המכונהזוהימקבלת,שהיאקלטכללקבלשיכולהמכונהקיימתאכן:הסבר 𝑀'𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

מכונהזוקלטכלשמקבלתמכונה.אתתקבלתמידכיבסדרזהמקבל,לא)orה-שלימין(צד 𝑀
𝑆𝑇𝐴𝑀

𝑥

⋆Σ.שמכריעה את השפה

מבחן)(שאלת4תרגול-7שאלה
):orבמקוםandעםאבל6שאלהכמושפה(אותושפהנתונה

𝐿 = {< 𝑀, 𝑥 > | ∃ 𝑎 𝑇𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 𝑀𝑎𝑐ℎ𝑖𝑛𝑒 𝑀',  𝑠. 𝑡.  𝑀' 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀' >}
: באיזה מחלקה השפה?.שאלה

𝐿.:תשובה ∈ 𝑅𝐸
.אתשמקבלתא"דמ"טנתאר:אלגוריתם● 𝑁𝐿

:קלטעל 𝑁< 𝑀, 𝑥 >
'𝑀.מכונהתנחש.1
.דוחה-אתדחתהאם,עלמכונהתסמלץ.2 𝑀'𝑥𝑀'𝑥𝑁
.דוחה-אתדחתהאם,עלמכונהתסמלץ.3 𝑀< 𝑀' >𝑀< 𝑀' >𝑁
.מקבלתאחרת,.4 𝑁

:נכונות הבניה●
קייםעבורואתתנחש←השפהדרישותעלשעונהמכונהקיים←○ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿𝑀'𝑁𝑀'

.←תקבל←מקבלחישובמסלול 𝑁< 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑁)
(מסלולניחושלכל←השפהדרישותעלשעונהמכונהקייםלא←○ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿𝑀'

.←תעצורלאאותדחהחישוב), 𝑁< 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑁)

אחר).מקוראוHPמ-אפשר-(ברדוקציות.Rב-לאשהשפההוכיחו:ביתשיעורי
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4תרגול-8שאלה
א"ד):מכונההיא(כאשרהשפהנתונה 𝑁

𝐿 = {< 𝑁, 𝑥 >  | 𝑁 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑥 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑎𝑛𝑑 𝑎 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ}
𝐿.שהשפההוכיחו ∉ 𝑅

:פתרון
הרדוקציהבתיאור.בשפהונשתמשש:באינדוקציהנוכיח.ב-השפה:אינטואיציה● 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅𝐻𝑃 ∉ 𝑅

לקבועצריךשבהלצומתשלנוהחישובבמסלולהגענואז)(לפיעצרהואאם,עלאתנפעיל 𝑀𝑥𝐻𝑃
הענףאתנגריל/ננחשאזא"דש-מאחרלכן,נדחה?.אונקבלהאם-האלגוריתםשלהבאהצעדמה 𝑁

מקבל).==1||דוחה==0(נדחהאונקבלאםשיקבעהחישובבמסלולהבא
𝐻𝑃.רדוקציהנראה:הרדוקציהתיאור● ≤ 𝐿

>)𝑓.הרדוקציה:פונקציית○ 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑁, 𝑦 >
תפעל:קלטעל○ 𝑁𝑦

.עלאתתסמלץ■ 𝑀𝑥
𝑏.ביטמגרילה■
.דוחהאזאם■ 𝑏 = 0𝑁
.מקבלתאזאם■ 𝑏 = 1𝑁

:הוכחת נכונות הפונקציה●
.ליצורניתןלכלמלאה:הפונקציה○ 𝑀, 𝑥𝑁, 𝑦
הפונקציה ניתנת לחישוב: לכל מ"ט קיים קידוד.○
הפונקציה פתירה:○

מסלולל-יש←לדחותאולקבליכולה←עלעוצרת←■ < 𝑀, 𝑥 >∈ 𝐻𝑃𝑀𝑥𝑁𝑁
חישוב מקבל ומסלול חישוב דוחה ← במ"ט א"ד מספיק מסלול מקבל אחד בשביל

>.←המילהאתלקבל 𝑁, 𝑥 >∈ 𝐿(𝑁)
←מקבלחישובמסלולל-אין←עוצרתלא←■ < 𝑀, 𝑥 >∉ 𝐻𝑃𝑀𝑁

.< 𝑁, 𝑥 >∉ 𝐿(𝑁)
.גםאזיברדוקציהוהראנוו-מאחר:סיכום● 𝐻𝑃 ∉ 𝑅𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝐿 ∉ 𝑅

∎
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תרגילים - חישוביות

𝑓(𝑥).הפונקציהאתהמחשבתטיורינגמכונתכתבו:1תרגיל = 2𝑥

שמאלה.צעדיםהזזתדורשב-בינאריתהכפלהתזכורת:חיובי.מספרשלבינאריתמחרוזתהואהערה: 𝑥2𝑖𝑖

פרטפונקציותלחישובמ"טשלהרגיללמודלזההמודלהואהעמידהבגילטיורינגמכונתמודל:2תרגיל
לשינויים הבאים:

למכונה אין מצבים סופיים, ולכן המכונה לעולם לא עוצרת..1
תזוזהורקאךמבצעתהמכונהוהלאהזהחישובמצעדאםה-החישובבצעדנעמדתשמכונהנגיד.2 𝑡

).אותזוזותיותרתבצעלא(ולעולם 𝑆𝑡𝑎𝑦𝐿𝑒𝑓𝑡𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡
נעמדת.המכונהכאשרלראשמשמאלשנמצאתהמילההואהמכונהשלהפלטקלטעבור.3 𝑥𝑦

הוכיחו/הפריכו: מודל גיל העמידה שקול למודל הרגיל.

𝑓(𝑤).הפונקציה:אתשמחשבתטיורינגמכונתכתבו:3תרגיל = 𝑤𝑅

לחיתוך.סגורהכיהוכיחו:4תרגיל 𝑅𝐸

ש:ייתכןהאםיהיו:5תרגיל 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑅𝐸\𝑅

1..𝐿
1

∩ 𝐿
2

∈ 𝑅

2..𝐿
1

∪ 𝐿
2

∈ 𝑅

).5,2006aמטלהאביבתלאונ'(שאלהכאלה.שפותהראווכןבמידהתשובתכם,אתקבעו

הוכיחו..ל-שייכותהאםהבאותהשפותעבורקבעו:6תרגיל (𝑅,  𝑐𝑜𝑅𝐸,  𝑅𝐸)
𝐿

1
= {𝑀 | ∃𝑥 𝑠. 𝑡.  𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑥}

𝐿
2

= {𝑀 | 𝐿(𝑀)| | ≤ 3}

).3,2008aמטלהאביבתלאונ'(שאלה

2020קיץב',מועד-מבחןשאלת:7תרגיל
לכל אחד מהסעיפים הבאים, קבעו האם נכון או לא נכון.

אם הטענה נכונה - הסבירו. אם טענה אינה נכונה - תנו דוגמה נגדית:

.וגםמתקייםשפהלכלא. 𝐿 ∈ 𝑅𝐿 ≤ 𝐻𝑃𝐿 ≤ 𝐿
𝑢

.מתקייםאזוגםאםב. 𝐿
1

∈ 𝑅𝐸\𝑅𝐿
2

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸\𝑅𝐿
1

∪ 𝐿
2

∉ 𝑅
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.מתקייםאזוגםאםג. 𝐿
1

∈ 𝑅𝐸𝐿
2

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
1

∩ 𝐿
2

∈ 𝑅

2020קיץא',מועד-מבחןשאלת:8תרגיל
תשובתכם.אתהוכיחו?ב-היאוהאם?ב-היאהאםקבעוהבאות,מהשפותאחתלכל 𝑅𝑅𝐸

𝐿.א.
1

= {< 𝑀, 𝑥
1
, 𝑥

2
>  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥

1
 𝑎𝑛𝑑 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑠 𝑥

2
} 

𝐿.ב.
3

= {< 𝑀
1

>< 𝑀
2

>  :  𝐿(𝑀
1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | = ∞}

2020קיץא',מועד-מבחןשאלת:9תרגיל
הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות:

.אזוגםאםא. 𝐿 ∈ 𝑅𝐿 ≠ φ, Σ⋆𝐿 ≤ 𝐿‾

.אזוגםאםב. 𝐿 ∉ 𝑅𝐿 ≤ 𝐿‾𝐿 ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

הוכיחו..ל-שייכותהאםהבאותהשפותעבורקבעו:10תרגיל (𝑅,  𝑐𝑜𝑅𝐸,  𝑅𝐸)
𝐿

1
= {< 𝑀 > | 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑀 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 ε,  𝑡ℎ𝑒 ℎ𝑒𝑎𝑑 𝑚𝑜𝑣𝑒𝑠 𝑙𝑒𝑓𝑡 𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑠𝑡 2022 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠}

𝐿
2

= {< 𝑀 > | 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑀 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 ε,  𝑡ℎ𝑒 ℎ𝑒𝑎𝑑 𝑛𝑒𝑣𝑒𝑟 𝑚𝑜𝑣𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠 𝑖𝑛 𝑎 𝑟𝑜𝑤 𝑙𝑒𝑓𝑡}

).5,2014bמטלהאביבתלאונ'(שאלה

𝑐𝑜𝑅𝐸.ב-שלמהשפהקיימתהפריכו:אוהוכיחו:11תרגיל

.ב-היאוהאםב-היאהאםענוהבאההשפהעבור:12תרגיל 𝑅𝑅𝐸
𝐿 = {< 𝑀 > |𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑙 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡𝑠}

תש"ף).אריאל-2(מטלה

שייכות:הבאותהשפותמחלקותלאיזהקבעו:13תרגיל (𝑅,  𝑐𝑜𝑅𝐸,  𝑅𝐸)
𝐿

1
= {< 𝑀 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 𝑜𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡}

𝐿
2

= {< 𝑀 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑠𝑡 𝑜𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡}

(שאלת מבחן אריאל מועד ב' תשע"ז).

.כינתוןבנוסףוגםש:כךשפותתהיינה:14תרגיל 𝐿
1
, 𝐿

2
𝐿

1
∈ 𝑅𝐸𝐿

2
∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿

1
≤ 𝐿

2

עבור כל אחת מהטענות הבאות הוכיחו האם היא תמיד נכונה, תמיד לא נכונה או שקיימות שפות המקיימות את
התנאים עבורן הטענה נכונה, וקיימות שפות המקיימות את התנאים עבורן הטענה לא נכונה.

משלימה.היא.1 𝐿
1

𝑅𝐸

כריעה.כלומר..2 𝐿
2

∈ 𝑅𝐿
2

דור עזריה



חישוביות||96

כריעה.לאכלומר,.3 𝐿
1

∉ 𝑅𝐿
1

).4שאלהאמועדקיץתשע"זאריאל(מבחן

>}.ש:הראו:15תרגיל 𝑀 > | 𝐿(𝑀)| | ≥ 3}   ≤    {< 𝑀 > | 𝐿(𝑀)| | ≥ 6}
ג').2שאלהא'מועדקיץתשע"חאריאל(מבחן
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מבוא לסיבוכיות

מבוא
לחשב בעזרת מכונות?".: בחלק הקודם, התעסקנו בשאלה "מה בכלל אפשרחישוביות

איזה פונקציות ניתנות לחישוב ואיזה לא?●
איזה שפות ניתנות להכרעה (לזיהוי) ואיזה לא?●

: בחלק זה, נעסוק:סיבוכיות
בפונקציות הניתנות לחישוב ובשפות הכריעות.●
בשאלה של כמויות המשאבים הדרושות לחישובים (משאבי זמן וזיכרון הדרושים).●

סיבוכיות זמן
בסיבוכיות זמן נשאל מהו הזמן הדרוש למימוש כל אלגוריתם.

המודל החישובי שאיתו נמדוד את סיבוכיות הזמן הוא מכונת טיורינג והסיבות לכך הן:
סיבוכיות הזמן נמדדת כפונקציה של גודל הקלט ובמכונת טיורינג גודל הקלט מוגדר היטב (מספר.1

התאים בסרט).
(צעד החישוב במ"ט מוגדר היטב).שמבצעת המכונה במהלך ריצתהכמספר הצעדיםיוגדרזמן הריצה.2

ריצהזמןלחישוב-1דוגמה

בלבד)?אחד(סרטחד-סרטיתבמ"טלשפהשייכותלהכריענדרשזמןכמה 𝐿
1

= {𝑎𝑚𝑏𝑚|𝑚 ≥ 0}

:הקלטמילתעלאתנתאר:האלגוריתם 𝑀
1

𝑤

.ל-מימיןישאםודחהסופו,עדהקלטעלעבור.1 𝑎𝑏
כזה.מעברבכלאחדו-אחדומחקהסרט,תוכןעלעבור-ים,ו--יםישעודעל.2 𝑎𝑏𝑎𝑏
.דחהאחרת,.קבל-ים,ה-וכל-יםה-כלנמחקואם.3 𝑎𝑏

הקלט.גודלהואכאשרהואשלהריצהזמן:הריצהזמן 𝑀
1

𝑂 𝑛2( )𝑛

הגדרה - זמן הריצה במקרה הגרוע ביותר
.פונקציהותהידטרמיניסטית,מ"טתהי:ביותרהגרועבמקרההריצהזמןהגדרת 𝑀𝑡: ℕ → ℕ

הואעלשלהריצהצעדימספר,באורךקלטלכלאםהואהמכונהשלהריצהזמןשנאמר 𝑀𝑡(𝑛)𝑤𝑛𝑀𝑤
𝑡(𝑛).היותרלכל

היותרלכלהואעלשלהריצהצעדישמספרלהגידאפשרהקודמתבדוגמה:לדוגמה 𝑀𝑤

ריצה.צעדיהיותרלכלמהמכונהנדרשאבלהואהקלטגודלאמנםכי. 𝑂( 𝑡(𝑛) ) = 𝑂(𝑛2)𝑛𝑀
1

𝑛2
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הגדרה - מחלקה של שפות
:𝑡.פונקציהתהי:שפותשלמחלקה-הגדרה ℕ → ℕ

שלההריצהשזמןמכריעהדטרמיניסטיתטיורינגמכונתלהןשישהשפותמחלקתאתב-נסמן 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛))
𝑂(𝑡(𝑛)).הוא

𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛)).פורמלית: = {𝐿 | 𝐿 𝑖𝑠 𝑎 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑢𝑎𝑔𝑒,  𝑑𝑒𝑐𝑖𝑑𝑒𝑑 𝑏𝑦 𝑎𝑛 𝑂(𝑡(𝑛)) − 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐷𝑇𝑀}

.כלומר,למחלקהשייכתהשפה:דוגמה 𝐿
1

= {𝑎𝑚𝑏𝑚|𝑚 ≥ 0}𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛2)𝐿
1

∈ 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛2)

ריצהזמןלחישוב-2דוגמה

יותר?מהרבאופן:1מדוגמההשפהאתלהכריעאפשרהאם 𝐿
1

= {𝑎𝑚𝑏𝑚|𝑚 ≥ 0}

כן.-?מ-פחותבזמןהבעיהאתשפותראלגוריתםקייםהאםכלומר, 𝑂(𝑛2)

תבצע:קלטמילתעל:אלגוריתם 𝑀
2

𝑤

.דחהאזל-מימיןישאם,הקלטעלעבור.1 𝑤𝑎𝑏
-ים:ו--יםישעודכלהבאותהפעולותעלחזור.2 𝑎𝑏

a.דחהאזזוגי,איהוא-יםוה--יםה-כלמספראםהסרט:תוכןעלעבור. 𝑎𝑏
b.ים.ל-ביחסגםוכךהלאה,וכךהחמישיהשלישי,הראשון,ה-אתמחקהסרט:תוכןעלעבור- 𝑎𝑏

.קבלאז-ים,וה--יםה-כלנמחקואם.3 𝑎𝑏
.דחהאז-ים,וה--יםה-כלנמחקולאאם.4 𝑎𝑏

היא:המכונהשלהריצהזמן:הריצהזמן 𝑀
2

צעדים.לנועולההקלטכלעלמעבר:1שלב● 𝑂(𝑛)
צעדים.היותרלכלשתבצעללולאהנכנסים:2שלב● 𝑂(log(𝑛))

צעדים.שעולההסרטתוכןעלעוברים:aשלב○ 𝑂(𝑛)
צעדים.שעולההסרטתוכןעלעוברים:bשלב○ 𝑂(𝑛)

צעדים.לנועולה-נמחקשהכללוודאכדיהסרטתוכןעלעוברים:3-4שלב● 𝑂(𝑛)
.ביותרהגרועבמקרההואהמכונהשלהריצהזמןהכל,סך 𝑀

2
𝑂(2𝑛 log(𝑛) + 2𝑛) ≈ 𝑂(𝑛 log(𝑛))

.וגם:מסקנה 𝐿
1

∈ 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛 · log(𝑛))𝐿
1

∈ 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛2)

?.ל-גםשייכתל-ששייכתשפהכלהאם:תרגיל 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛 · log(𝑛))𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛2)

.ל-אותולהפוךכדיב-מיותריםצעדיםלייצראפשרכן,:תשובה 𝑛 · log(𝑛)𝑛2
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משפטים
.אזאם:1משפט 𝑡

1
(𝑛) = 𝑂(𝑡

2
(𝑛))𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡

1
(𝑛)) ⊆ 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡

2
(𝑛))

:חסמים אסימפטוטיים
".ב-חסום"ש:נאמראזלמשלמלמעלה.חסום-● 𝑂𝑛 = 𝑂(𝑛 log 𝑛)𝑛𝑛 log 𝑛
- חסום מלמטה.● Ω

מלמטה.וגםמלמעלהגםלחסוםאפשרכלומר,למשלהדוק.חסום-● Θ𝑛
𝑘( ) = Θ(𝑛𝑘)

.ונסמן"מ-ממשקטן"ש:נאמראזלמשלממש.קטן-● 𝑜𝑡
1
(𝑛) = 𝑜(𝑛2)𝑡

1
𝑛2𝑡

1
≪ 𝑛2

ונסמן"מ-ממשגדול"ש:נאמראזלמשלממש.גדול-● ω𝑡
1
(𝑛) = ω(𝑛2)𝑡

1
𝑛2𝑡

1
≫ 𝑛2

?בזמןמהר?יותרעודאתלהכריעאפשרהאם:שאלה 𝐿
1

= {𝑎𝑚𝑏𝑚|𝑚 ≥ 0}𝑜(𝑛 log 𝑛)

: לא במכונה עם סרט אחד! .תשובה
.רגולריתבהכרחהיאאחדסרטעםבמכונהבזמןלהכרעהשניתנתשפה:2משפט 𝑂(𝑛 · log(𝑛))

סרטיםשניעםמכונה-3דוגמה

𝐿?השפהלהכרעתסרטיםשניעםמכונהנבנהשלאלמה
1

= {𝑎𝑚𝑏𝑚|𝑚 ≥ 0}

.הואשלההריצהשזמןוהראולהכרעתסרטיםשניעםמכונהתארו 𝐿
1

= {𝑎𝑚𝑏𝑚|𝑚 ≥ 0}𝑂(𝑛)

תבצע:הקלטעלהמכונה:אלגוריתם 𝑀
3

𝑤

):1(סרטהקלטסרטעלעבור.1
a.השני.לסרט-יםה-כלאתהעתקוממנוהראשוןה-עדסרוק 𝑏𝑏
b.דחהאז--יםה-לאחרב-נפגשתההעתקהבמהלךאם. 𝑎𝑏

:2וסרט1סרטעלבמקבילעבור.2

a.שלהראשוןה-שלהתאמספרגםהואהראשוןהסרטשלהראשוןה-שלהתאמספראם 𝑏‾𝑏‾

.קבלהסרט השני - אז
b.- דחהאחרת.

.הואשלהריצהזמןולכןהסרטיםעלליניארייםמעבריםמבצעים:ריצהזמן 𝑀
3

𝑂(𝑛)

𝑂(𝑛.הואביותרהטובהזמןחד-סרטיתבמכונה · log(𝑛))

הבדל בין חישוביות וסיבוכיות
גם בכללביצוע באחד המודלים אפשרי לביצוע: כל המודלים הסבירים שקולים ולכן כל מה שאפשריבחישוביות

המודלים האחרים.
.מבחירתהריצהזמןעלמשפיעהבחירת(בה"כ)שקולים,המודליםאםגם:בסיבוכיות 𝑀

1
, 𝑀

2
𝑀

1
𝑀

2

כלומר, בסיבוכיות לבחירת המודל יש השפעה על זמן הריצה.
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בעיה: תלות במודל
של המכונות המכריעות אותן?: באיזה מודל נבחר לצורך סיווג שפות לפי זמן הריצהבעיה

שונים.דטרמיניסטיים: למזלנו, הזמן הדרוש אינו שונה באופן מהותי במודליםתשובה
נזכר כיצד הוכחנו שמכונה עם כמה סרטים שקולים בכוח החישוב שלה למכונה עם סרט אחד.

תזכורת: הערה על זמן הריצה
כדי לחקות צעד אחד של פעולת המכונה

(החד-סרטית)המכונהסרטית),(רב 𝑀𝑆
עוברת על הסרט שלה מספר פעמים

שחסום על ידי קבוע.
אז,הואשלהצעדיםמספראם 𝑀𝑡(𝑛)

.הואהסרטעלאחדבמעברעוברשלהראששעליהםהמקסימליהתאיםמספר 𝑆𝑂(𝑡(𝑛))
שהמכונה החד-סרטית תעתיק לימין כל סרט מהרב- כי הוכחנו בתחילת הקורס עבור שקילות רב-סרטי,למה?

סרטי לסרט היחיד שלה, ועבור כל העתקה חדשה היא תכתוב בסימן מיוחד ש: "כאן מתחיל סרט כלשהו"..
מספריהיההואשלהצעדיםמספרלכן,סרטי.מהרבסרטיםשל"שרשור"תכילהחד-סרטיתהמכונהכלומר 𝑀

𝑆.שלהסרטשלהמקסימליהתאים

𝑂(𝑡(𝑛)2).:היותרלכלריבועיהואחד-סרטיתמכונהע"יסרטיתמרובתמכונהשלהסימולציהזמן:מסקנה
אליו.לגשתכדיסרטיםה-כלעלב-לעבורצריך,ב-סרטלכלכי:למה? 𝑖𝑀𝑆1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖

הפער הריבועי הוא הדוק
.לכל היותר ריבועיכמו שראינו, הפער בין מכונה מרובת סרטים למכונה עם סרט אחד הוא

שזהו הפער.שהוכח עליהןלמעשה, יש שפות
,𝑎}:מעלהפלינדרומיםשפתלמשל, 𝑏}

𝑂(𝑛).שהואבזמןדו-סרטיתבמכונהלהכרעהניתנת.1

𝑂(𝑛2).שהואבזמןחד-סרטיתבמכונהלהכרעהניתנת.2

"או-קטן".כלומר-שהואבזמןחד-סרטיתבמכונהלהכרעהניתנתלא.3 𝑜(𝑛2)

מודלים לא דטרמיניסטיים
הראינו שזמן הריצה לא שונה באופן מהותי במודלים דטרמיניסטיים שונים.

מצד שני, בחירת מודלים אי-דטרמיניסטיים היא בחירה קריטית שיכולה להשפיע רבות על זמן הריצה.
:מכונות מכריעותתחילה עלינו להגדיר מהו זמן הריצה במקרה זה. - נדבר רק על

כל ענפי החישוב מסתיימים בעצירה (במצב המקבל או הדוחה)..1
.הארוך ביותרנסתכל על זמן החישוב.2
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הגדרה: זמן ריצה לא דטרמיניסטי
המכונה.שלהצעדיםמספראתהמתארתפונקציהותהיא"דמ"טתהי 𝑁𝑡: ℕ → ℕ

היותרלכלהואעלשלהריצהצעדימספר,באורךקלטלכלאם,הואשלהריצהזמןשנאמר 𝑁𝑡(𝑛)𝑤𝑛𝑁𝑤
.עלשלהחישובממסלוליאחדבכל, 𝑡(𝑛)𝑁𝑤
.בדחייהשל אלה שמסתיימים, גםכל מסלולי החישוב: מסתכלים על זמן הריצה שלהערה

דטרמיניסטי ולא דטרמיניסטי
לא, המכונה הלא מקבליםנשים לב שבמסלולי חישוב

הזמן.מגבלתבתוךל-להגיעחייבתדטרמיניסטית 𝑞
𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡

תזכורת לסימולציה
הלאהמכונהאתשמסמלצתהדטרמיניסטיתהמכונה 𝐷

לאבחישוביותשתיארנוהמכונה.דטרמיניסטית 𝑁𝐷
יעילה מבחינת זמן הריצה כי יש בה חזרות על חלקים של

זמןעדייןאך,שלפעולתהאתלייעלאפשרחישובים. 𝐷
הריצה של כל סימולציה אפשרית של מכונה לא
לפחותדטרמיניסטית על ידי מכונה דטרמיניסטית הוא

בזמן הריצה של המכונה הלא(אקספוננציאלי)מעריכי
דטרמיניסטית.  כי אם אנחנו סורקים בצורה

דטרמיניסטית את המכונה האי דטרמיניסטית אז אנחנו
בעץ ולכן זו סריקה בזמן אקספוננציאלי.

הארוךהחישובבמסלולהצעדיםכמספרמוגדרמילהעלמכריעהא"דמכונהשלהריצהזמן- 𝑁𝑤
דוחה).או(מקבלעלשלביותר 𝑁𝑤

אבחנה חשובה
בין מכונהפולימוניאלייש לכל היותר פער●

מרובת סרטים למכונה עם סרט אחד.
בין מכונהאקספוננציאלייש לכל היותר פער●

א"ד למכונה דטרמיניסטית.
יש הבדל עצום בין הגידול של זמני ריצה●

הגידוללביןכמוטיפוסייםפולינומיאליים 𝑛3

טיפוסייםאקספוננציאלייםשל זמני ריצה

2𝑛.כמו
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אקספוננציאלי לעומת פולינומיאלי
הפתרונות (למשל חיפוש שלם).מצביע, על סריקה ממצה של כל מרחבאקספוננציאליזמן ריצה●
הבעיה.מצביע על הבנה מעמיקה יותר שלפולינומיאליזמן ריצה●
.פולינומיאליתשקוליםכל המודלים החישוביים הדטרמיניסטיים "הסבירים"●

כל אחד מהם יכול לסמלץ כל אחד אחר בהפסק זמן פולינומי. הפסק הזמן הוא לא יותר מאשר ריבועי.

השגת אי-תלות במודל
כדי שלא נצטרך לבדוק מה המכונה יכולה ומה לא, אז אנחנו נבחין בין פולינומי לאקספוננציאלי.

.תלויה במודלהתשובה לשאלה "האם זמן הריצה הוא ליניארי, ריבועי וכדומה?"
.במודללא תלויההתשובה לשאלה "האם זמן הריצה פולינומיאלי?"
(מבחינת זמן הריצה) ולא בהתמקדות במודל כזה אוחישוביםבסופו של דבר אנחנו מעוניינים במדד לקושי של
(אקספוננציאלי). במילים אחרות, לא יעניין אותנועל-פולינומיאחר. לכן נבחין בין זמן ריצה פולינומי לזמן ריצה

מה כתוב במכונה ומה היא עושה, השאלה שנשאל זה האם היא פולינומית או על פולינומית.

הגדרה: מכונת טיורינג פולינומית

מילהשלכלכךעבורפולינוםקייםאם,פולינומיתתקראדטרמיניסטיתמ"ט● 𝑀𝑝(𝑛) = 𝑛𝑐𝑐 ∈ ℝ

צעדים.היותרלכלבתוךעלעוצרתהמכונה, 𝑥 ∈ Σ⋆𝑀𝑥𝑝( 𝑥| |)
שלהריצהזמןאתשחוסםפולינוםאיזשהוישאם,פולינומיתתקראדטרמיניסטיתמ"ט:במילים● 𝑀𝑝(𝑛)

.קלטלכל 𝑀𝑥 ∈ Σ⋆

,מילהשלכלכךעבורפולינוםקייםאם,פולינומיתתקראא"דמ"ט● 𝑀𝑝(𝑛) = 𝑛𝑐𝑐 ∈ ℝ𝑥 ∈ Σ⋆

.שלההחישובמסלוליבכלצעדים,היותרלכלבתוךעלעוצרתהמכונה 𝑀𝑥𝑝( 𝑥| |)

.שלהריצהזמןחסםיקראהפולינום● 𝑝(𝑛) = 𝑛𝑐𝑀
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מבנה הוכחת נכונות של מכונה פולינומית
:מכונה דטרמיניסטית פולינומית מכריעה

:הוכחת נכונות.1
a.← 𝑥 ∈ 𝐿𝑀(𝑥) = 1
b.← 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0

.כלשהופולינוםע"יחסוםעלהמכונהשלהריצהזמן,קלטשלכללהוכיח:סיבוכיותהוכחת.2 𝑥𝑥𝑝( 𝑥| |)

:מכונה א"ד פולינומית מכריעה
:הוכחת נכונות.1

a.←עלהמכונהשלהחישובבעץמקבלמסלולקייםאז. 𝑥 ∈ 𝐿𝑥
b.←דוחיםעלהמכונהשלהחישובבעץהמסלוליםכלאז. 𝑥 ∉ 𝐿𝑥

חסוםעלהמכונהשלהריצהזמן,החישובבעץמסלולולכל,קלטשלכללהוכיח:סיבוכיותהוכחת.2 𝑥𝑥
)𝑝.כלשהופולינוםע"י 𝑥| |)

דור עזריה



חישוביות||104

NPו-Pהמחלקות

Pהמחלקההגדרה:
שפה:שלכלכךהשפותמחלקתהיאהמחלקה:הגדרה 𝑃

יש מכונת טיורינג דטרמיניסטית מכריעה..1
זמן הריצה של המכונה הוא פולינומיאלי (בגודל הקלט)..2

𝑃 = ∪
𝑘≥0

 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛𝑘)

.ל-השייכותלהכרעתפולינומיאליריצהזמןבעלאלגוריתםישאם:הסבר 𝐿 ∈ 𝑃𝐿

כלשהו.טבעיקבועל-ריצתושזמןאלגוריתםקייםכלומר, 𝑂(𝑛𝑘)𝑘

Pהמחלקהחשיבות
שפות.שלחשובהמחלקההיאהמחלקה 𝑃

לשפה).שייכותשמכריעההמכונהשלהסרטים(במספרבמודלתלויהלאלמחלקהשפהשלשייכות.1 𝑃
למ"ט.פולינומיאלישקולהואעודכלהחישובי,במודלתלויהלאלמחלקהשפהשלשייכות.2 𝑃
יודעיםשאנחנומה(כלבמחשבמעשיבאופןהפתירותהבעיותלמחלקתמתאימההמחלקה.3 𝑃

מעשי).באופןפתירותהםכיב-נמצאותלמשללפתור, 𝐵𝐹𝑆,  𝐷𝐹𝑆, 𝐷𝑖𝑗𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎𝑃

המחלקה מתאימה למציאות

?ב-גםהאם:שאלה 𝑂(𝑛100)𝑃
זמן הריצה של אלגוריתמים הוא או פולינומיאלי: כן. זה ייחשב בזמן ריצה פולינומיאלי. אבל במציאותתשובה

או על-פולינומיאלי (אקספוננציאלי).פולינום צנועעם
מזמן ריצה אקספוננציאלי לפולינומיאלי.: הניסיון מראה שהסף שאותו צריך לעבור הוא המעברהערה

ברגע שהמעבר הזה קורה, נמצאים אלגוריתמים יותר ויותר יעילים.

Pב-לבעיותדוגמאות
: חיבור, חיסור, כפל, חילוק עם שארית וכו'...אריתמטיקה.1
𝐺𝐶𝐷).(מקסימלימשותףמחלקמציאת:מספרים.2
: זרימה ברשתות, תכנון ליניארי.חקר ביצועים.3
: כפל מטריצות, דטרמיננטות וכו'...אלגברה.4
ועוד…אוילרמעגל(קרוסקל),מינימליפורשעץמציאת,:גרפים.5 𝐷𝐹𝑆,  𝐵𝐹𝑆
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ניתוח טיפוסי של זמן ריצה
מחלקים את האלגוריתם לשלבים..1
מראים שזמן הריצה של כל שלב פולינומיאלי..2
מראים שמספר הפעמים שכל שלב מתבצע הוא פולינומיאלי..3
מסיקים שזמן הריצה של האלגוריתם כולו פולינומיאלי:.4

a.של פולינומים הוא פולינום.סכום
b.של פולינומים הוא פולינום.כפל
c.פולינומים הוא פולינום.הרכבת

קידוד הקלט
ולא קידודצריך לבחור קידוד סביר לקלטזמן הריצה מוגדר כפונקציה של גודל הקלט (מספר הביטים). לכן,

שיגדיל באופן מלאכותי את גודל הקלט. (למרות שמלאכותי זמן הריצה ייראה טוב יותר - זה נקרא "ריפוד").

או מטריצת שכנויות.: רשימה של צמתים ורשימה של קשתות,דוגמה - קידוד של גרף
אפשר לעבור מקידוד מסוים לקידוד אחר בזמן פולינומיאלי, והגודל של כל קידוד פולינומיאלי בגודל.1

של הקידוד האחר.
זה לא גודל הקלט, אבל גודל.מספר הצמתיםאנחנו רגילים לחשב את זמן הריצה כפונקציה של.2

)𝑂.הקלט:גודלשכנויות:כמטריצתהנתוןגרףלמשלהזה.במספרפולינומיאליהקלט 𝑉| |2)

.אבל לא באונרייכולים להיות מיוצגים בבינארי או בעשרוני,מספרים:דוגמה
למה לא אונרי? - כי הגודל של הקידוד האונרי אקספוננציאלי בגודל של הקידוד הבינארי (או העשרוני).

בכמות הספרותזמן הריצה שלו פולינומיאלי: אלגוריתם על מספרים ייחשב פולינומיאלי אםהערה חשובה
המייצגות את המספרים (ולא אם הזמן פולינומיאלי במספרים עצמם המיוצגים ע"י הספרות).

פולינומיאליות בגודל הקלט..1
.7ב-פולינומיאלילהיותצריךהריצהזמןאזבינארי),(בייצוגאם:לדוגמה.2 𝑛 = 1000000

תמונת עולם של המחלקות
כל ההכלות בין המחלקות הן הכלות ממש.

כךשפותשלמחלקהזהש-אמרנוכי-?בתוךלמה 𝑃𝑅𝑃
המכריעהשלכל שפה קיימת מ"ט דטרמיניסטית פולינומית

כלומרש:לבנשים.ב-נמצאכללכן,אותה. 𝑃𝑅𝑃 ⊂ 𝑅
.𝑃 ≠ 𝑅
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דוגמה עם הסבר (לא מההרצאה)
.ל-הצמתיםביןבגרףמכווןמסלולקייםהאםלהכריעכדינועדהה-בעיית 𝑃𝐴𝑇𝐻𝑠𝑡

נתונה השפה:
𝑃𝐴𝑇𝐻 = {< 𝐺, 𝑠, 𝑡, >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑠 𝑡𝑜 𝑡}

𝑃𝐴𝑇𝐻.:טענה ∈ 𝑃

פולינומי.ריצהבזמןלשפהמכריע(מכונה)אלגוריתםהצגתע"יהטענהאתנוכיח:ההוכחהרעיון 𝑃𝐴𝑇𝐻
הזאת.הבעיהעבורמספיקמהירלאאלגוריתםלמהנראההאלגוריתם,אתשנתארלפני 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒

ישמהםאחדהאםוקובעב-הפוטנציאליםהמסלוליםכלאתבוחןעבוראלגוריתם 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒𝑃𝐴𝑇𝐻𝐺
.היותרלכלשלבאורךב-צמתיםשלסדרההואפוטנציאלימסלול.ל-ביןמכווןמסלול 𝑠𝑡𝐺𝑉(𝐺)| | = 𝑚

.ב-הצמתיםבמספראקספוננציאלישזה,היותרלכלהםהאלההפוטנציאליםהמסלוליםמספראבל 𝑚𝑚𝐺
שלנו.לפתרוןרלוונטילא-אקספוננציאליריצהבזמןמשתמשאלגוריתםלכן, 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒
להיותממנולמנועחייביםאנחנופולינומי,ריצהבזמןעבורמכריע(מכונה)אלגוריתםליצורכדי 𝑃𝐴𝑇𝐻

נסמןאנחנוכאן,.בשםבגרףלחיפוששיטהבאמצעותהואכזהדברלמנועהדרכיםאחת. 𝐵𝑟𝑢𝑡𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒𝐵𝐹𝑆
לפולינומיות.הריצהזמןאתלחסוםיהיהאפשרככה.מ-החלהמכווןהמסלוללאורךהצמתיםכלאת 𝑠

הבא:התיאורלפיפולינומיבזמןעובדעלהאלגוריתם:הוכחה 𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻
מבצעת:הקלטעלהמכונה 𝑀< 𝐺, 𝑠, 𝑡 >

𝑠.ההתחלתיתהצומתאתסמן.1
חזור על השלבים הבאים עד שלא נותרו צמתים נוספים לסימון:.2
לצומתהמסומנתמהצומתשעוברתנמצאהצומתאם.שלהצלעותכלעלעבור.3 𝐺(𝑎, 𝑏)𝑎

.אתגםסמןאז,הלא-מסומנת 𝑏𝑏
.דחהאחרת,.קבלסומנה,אם.4 𝑡

רץ3שלבאחת.פעםרקפועלים4ו-1שלביםפולינומי.בזמןרץשהואלהראותכדיהאלגוריתםאתננתחכעת
היותרלכלהואהצעדיםמספרלכן,נוספת.צומתנסמןמהאחרון,חוץצעדבכלכיפעמיםהיותרלכל 𝑉(𝐺)| |

צמתיםהאםובוחןלקלטבהתאםחיפושמבצע3שלב.שלבגודלפולינומיאלישזה, 𝑉(𝐺)| | + 1 + 1𝐺
מסוימים סומנו, לכן זה ניתן למימוש בזמן פולינומי.

.כלומר,השפהאתהמכריעפולינומיבזמןאלגוריתםהואומכאן 𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑃
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Pשלסגירותתכונות
ל:סגורהשהמחלקההוכיחו:תרגיל 𝑃
איחוד.1
חיתוך.2
משלים.3
לבעיהפולינומיםאלגוריתםלנוישאזאותם,משרשריםואנחנולפתורשצריךבעיות2ישאם-שרשור.4

הראשונה, נריץ אותה: אם תקין, אז נעבור לאלגוריתם הפולינומי של המכונה השניה ונריץ גם אותו: אם
𝑃.ב-נשארנוולכןפולינומינשארנוגםאזתקין

להוכיח את זה בקורס).- בעזרת אלגוריתם מסוג תכנות דינאמי (לא צריךאיטרציה.5

.כי,:הערה 𝑃 ≠ 𝑅𝑃 ⊂ 𝑅

NPהמחלקה
מחלקתאתב-נסמן.פונקציהתהי:לדטרמיניסטיהשפותמחלקת-תזכורת 𝑡: ℕ → ℕ𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛))
𝑂(𝑡(𝑛)).הואשלההריצהשזמןמכריעהדטרמיניסטיתטיורינגמכונתלהןשישהשפות

𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛)).פורמלית: = {𝐿 | 𝐿 𝑖𝑠 𝑎 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑢𝑎𝑔𝑒,  𝑑𝑒𝑐𝑖𝑑𝑒𝑑 𝑏𝑦 𝑎𝑛 𝑂(𝑡(𝑛)) − 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝐷𝑇𝑀}

שישהשפותמחלקתאתב-נסמן.פונקציהתהי:לא"דהשפותמחלקת-הגדרה 𝑡: ℕ → ℕ𝑁𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛))
𝑂(𝑡(𝑛)).הואשלההריצהשזמןמכריעהדטרמיניסטיתלאטיורינגמכונתלהן

𝑁𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛)).פורמלית: = {𝐿 | 𝐿 𝑖𝑠 𝑎 𝑙𝑎𝑛𝑔𝑢𝑎𝑔𝑒,  𝑑𝑒𝑐𝑖𝑑𝑒𝑑 𝑏𝑦 𝑎𝑛 𝑂(𝑡(𝑛)) − 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑁𝑇𝑀}

על המילה.הארוך ביותר: זמן הריצה של מכונה א"ד מוגדר לפי מסלול החישובתזכורת

שפה:שלכלכךהשפותמחלקתהיאהמחלקה:הגדרה 𝑁𝑃
.מכריעהלא-דטרמיניסטיתיש מכונת טיורינג.1
(בגודל הקלט).פולינומיאליזמן הריצה של המכונה הוא.2

𝑁𝑃 = ∪
𝑘≥0

 𝑁𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛𝑘)

Validator-ומוודא"עד"-NPשלפורמלילאהסבר
הזאת.לשפהשייכתש-במהירותלוודאדרךישמילהלכלאםהשפה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑤 ∈ 𝐿𝑤
"במהירות" == בזמן פולינומיאלי בגודל הקלט..1
לשפה." שמשכנעת שהמילה שייכתתעודת שייכותלכל מילה בשפה יש ".2
אין תעודת שייכות כזאת.שלא שייכת לשפהלכל מילה.3
.witnessבאנגלית:או"עד"זולתעודהנקראלפעמים.4
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תעודת שייכות
שייכת לשפה." שמשכנעת שהמילהתעודת שייכותאמרנו שלכל מילה בשפה יש "

|𝑉ה-כלמתוךהנכונההסידורפרמוטצייתאתלנחשנרצהבגרף,המילטוןמעגללמציאתבאלגוריתםלמשל, |!
פרמוטציות, שתגיד לנו "קיים מעגל המילטון בגרף".

>.ש:שמשכנעתשלנוהשייכות""תעודתהואשניחשנוהסידוראז,בשפההמילהאם● 𝐺 >∈ 𝐿
אף "תעודת שייכות" שתשתכנע אותנוניתן, לא קיימת"עד", אז לא משנה איזהאם המילה לא בשפה●

לאלעולםננחש,סידוראיזהמשנהלאכלומר.ומכאןבגרףהמילטוןמעגלקייםשאכן < 𝐺 >∉ 𝐿
קיים מעגל המילטון בגרף.

P,NPהמחלקותשלתכונות
.וגם:1תכונה 𝑃 ⊆ 𝑅𝑁𝑃 ⊆ 𝑅
.ב-מוכלותהםאזשפות,המכריעותלמ"טמתייחסותו-שלההגדרותששתימכיוון:1הסבר 𝑃𝑁𝑃𝑅

𝑃.:2תכונה ⊆ 𝑁𝑃
שקלראינוובפרט,דטרמיניסטי.הלאלמודלשקולהדטרמיניסטישהמודלהוכחנו:2תכונההוכחתרעיון

לזמןלחסם הפולינומילהפוך כל מכונה דטרמיניסטית למכונה לא דטרמיניסטית. אבל, כעת צריך לשים לב
הריצה של המכונה.

.אתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טותהיתהי:2תכונההוכחת 𝐿 ∈ 𝑃𝑀
𝐿

𝐿

.שלהפולינומיהריצהבזמןחסםיהי 𝑝(𝑛)𝑀
𝐿

.אתהמכריעהפולינומיתא"דמכונהנתאר.1 𝑀
𝐿
'𝐿

(כדיהמכונהשלהמעבריםפונקצייתבהגדרתפורמלישינוילמעטל-זההתהיההמכונה.2 𝑀
𝐿
'𝑀

𝐿
𝑀

𝐿

שתתאים למודל הא"ד).

.המקורית,המכונהשלהחסםע"יחסוםהעץעומקקלטשלכללבנשים.3 𝑥 ∈ Σ⋆𝑝( 𝑥| |)
נכונות הבניה:

.ש:כךבעץמסלולקיים←←● 𝑥 ∈ 𝐿𝑀
𝐿
(𝑥) = 1δ

~
𝑀

𝐿
'(𝑥) = 1

.ש:כךבעץמסלוללכל←←● 𝑥 ∉ 𝐿𝑀
𝐿
(𝑥) = 0δ

~
𝑀

𝐿
'(𝑥) = 0

𝑁𝑃?האם ⊆ 𝑃
דטרמיניסטית פולינומית?.- האם אפשר להמיר מ"ט א"ד פולינומית למ"טבמילים אחרות

ראינו שניתן לסמלץ מ"ט א"ד ע"י מ"ט: לא ידוע. כשהוכחנו בשיעור הקודם (של מ"ט א"ד)תשובה
דטרמיניסטית, התעלמנו מכמות המשאבים הדרושים לכך. לכן, אם נרצה לסרוק את כל עץ החישוב של

וזה-כלומרהעץ,לגודלפרופורציונליריצהזמןנקבלהפולינומית,דטרמיניסטיתהלאהמכונה Ω(2𝑝(𝑛))
להוכיח/להפריך.הצליחושלאבמדמ"חפתוחהשאלהזו?P=NPשאלתנקראתהזוהשאלהאקספוננציאלי!.
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)IS(השפהNPב-לשפהדוגמא
IS(תלויהבלתיקבוצההגרפים,בתורת:הגדרה - Independent set(היא

קבוצת קודקודים בגרף, אשר אין זוג מביניהם המחוברים ישירות דרך קשת אחת.
צומתכלביןכיבקבוצהנמצאיםהכחוליםהצמתיםכלמשמאל:בציורלמשל 𝐼𝑆

כחול אין שכן שהוא גם כחול.

נתונה השפה:
.𝐼𝑆 = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

𝐼𝑆.:1טענה ∈ 𝑅
-שלםחיפושאלגוריתם-1ההוכחהרעיון
מהגרף.קודקודיםלבחירתאפשרויותה-כלעללעבוריכולמלאחיפוששלאלגוריתם.1 𝑛

𝑘( )𝑘

לכל אפשרות כזו, לבדוק האם היא קבוצה ב"ת (לבדוק שכל זוג צמתים בקבוצה לא מחוברים בצלע)..2
.קבלאם מצאנו אפשרות שכזו -.3
.דחהאם עברנו על כל האפשרויות ולא מצאנו -.4

ולכןכולםעללעבורצריכיםאנחנו-צריכים?אנחנומהםאחדאיזה,בגודלקבוצותתתילנויש:1הערה 𝑛
𝑘( )𝑘

שלם.בחיפושעללעבורצריך 2
𝑛
𝑘( )

𝐼𝑆.:2טענה ∈ 𝑁𝑃
אותה.רקולבדוקבגרףב"תקבוצהלהיותהמועמדתקבוצהלנחשניתןמלא,חיפושבמקום:2ההוכחהרעיון

"קבוצההתעודה?:מהישלנובמקרה",ב-"אנישיגידשייכות""תעודתלנוישאזב-שפהאם:2הערה 𝑁𝑃𝑁𝑃
שאיןלוודאצומתלכל.2מהקבוצה.צמתיםה-עללעבור.1פשוט:מסלולתריץמ"טקודקודים".של 𝑘𝑘

.וגםכך,אם.יהיהזהבמקרההריצהזמןלכןבקבוצה.שכנים 𝑂(𝑘2)𝑘 ≤ 𝑉(𝐺)| |𝐺| | = 𝑂( 𝑉(𝐺)2| |)

.ש:נוכיח.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טנתאר:2טענהשלפורמליתהוכחה 𝐼𝑆𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃
תבצע:קלטעל:אלגוריתם 𝑁< 𝐺, 𝑘 >

).הינוהקבוצהשגודל(בדוק.צמתישלקבוצהתתנחש.1 𝑆𝐺𝑘
.שאכןבדוק,מהקבוצהצמתיםזוגלכל.2 𝑣

1
, 𝑣

2
∈ 𝑆{𝑣

1
, 𝑣

2
} ∉ 𝐸(𝐺)

a.דחהאז-ש:גילינוהצלעותלאחתאם. {𝑣
1
, 𝑣

2
} ∈ 𝐸(𝐺)

.קבלאם עברנו על כל הזוגות ולא דחינו - אז.3
:נכונות האלגוריתם

שבוחישובמסלולקיים←ב"ת.שהיאבגודלתת-קבוצהקיימתאזיאם● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐼𝑆𝑆 ⊆ 𝑉𝑘
תקינהיוצאתהקבוצהעלשלהבדיקהזה,במסלול←הקבוצהאתבדיוקמנחשתהמכונה 𝑁𝑆𝑁𝑆

כנדרש.←מקבל.מסלולקיים←מקבלת.ולכן 𝑁< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐿(𝑁)
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,קבוצהשלניחושלכל←.תלויהשהיאבגודלתת-קבוצהלכלאזיאם● < 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐼𝑆𝑆 ⊆ 𝑉𝑘𝑆
כנדרש.←דוחיםהמסלוליםכל←ותדחהב-צלעשקיימתתזהההמכונה 𝑁𝑆< 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐿(𝑁)

.השפהאתמכריעהאכןהמכונהולכןכיהוכחנו 𝐼𝑆 = 𝐿(𝑁)𝑁𝐼𝑆
𝑂(𝑘)).זה(במקרההניחושכגודלהואניחוששלהסיבוכיות:האלגוריתםסיבוכיות

הנתון.בגרףהצמתיםמספרהינוכאשרשכנויות)(מטריצת-:הקלטגודל● 𝑂(𝑛2)𝑛
𝑘.כינניח● ≤ 𝑛
.לנועולהבגודלקבוצהניחוש:1בשלב● 𝑘𝑂(𝑘)

צמתים.שלזוגותעלעוברים:2בשלב● 𝑂 𝑘
2( )( ) = 𝑂(𝑘2)

.פולינומיריצהזמן-:הכלסך● 𝑂(𝑘2 + 𝑘) = 𝑂(𝑘2)
∎

P=NPלשאלתשקולניסוח
: האם וידוא יעיל גורר חיפוש יעיל?שאלה

לוודאפולינומיבזמןניתןאפשרי,לפתרוןהצעהבהינתן(כלומר,.שלמרכזימאפייןהואיעילוידוא:תשובה 𝑁𝑃
שהפתרון המוצע נכון).

יחסית (=באופן פולינומי) לוודא שהפתרון נכון.: משחק סודוקו, בהינתן פתרון של סודוקו, אפשר בקלותדוגמה
להתבצע ביעילות?הפתרון יכולהשמציאת: אם התכונה הנ"ל גם אומרתהשאלה היא

כדילבצעיששאותוצעדלנויציגוהמשחקבמהלךאםשחמט.משחק:NPב-שאיננהכריעהלבעיהדוגמה
של פתרוןבדיקהלנצח, אין לנו אפשרות לדעת בקלות שהצעד המדובר באמת יביא לנו ניצחון. (כלומר גם

אופציונלי דורשת הרבה עבודה).

coNPהמחלקה
.כלומר.ל-שייכתשלהןשהמשלימההשפות:השפותמחלקת 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑁𝑃𝑐𝑜𝑁𝑃 = {𝐿| 𝐿‾ ∈ 𝑁𝑃}

ש-לוודאמהירהדרךישל-שייכתשלאמילהלכלאםלמחלקהשייכתשפהפורמלי,לאבאופן 𝐿𝑐𝑜𝑁𝑃𝑤𝐿𝑤
𝐿.ל-שייכתלא

?שב-אלהאושב-אלהיותר,קשותנראותשפותאלו:תרגיל 𝑁𝑃𝑐𝑜𝑁𝑃

הקבלה לשפות מתורת החישוביות
החישוביות.מתורתמחלקותמזכירותהמחלקות 𝑐𝑜𝑁𝑃,  𝑁𝑃,  𝑃

מכריעה).מכונהלשפהיש(כי.ב-השפותלמחלקתמקבילההמחלקה● 𝑃𝑅
מאמת).לשפהיש(כי.ב-השפותלמחלקתמקבילההמחלקה● 𝑁𝑃𝑅𝐸
.ב-השפותלמחלקתמקבילההמחלקה● 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑐𝑜𝑅𝐸

).5תרגול-11שאלה-הקובץבהמשךההוכחה(:משפט 𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃
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𝑅יחס
𝐿

שמתקיים:כךזוגותהמכילדו-מקומייחסקייםאםשפה:הגדרה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑅
𝐿

(𝑥, 𝑦)

1..𝑥 ∈ 𝐿
).לשפהשלהשייכותעלהמעידאובייקטהוא(כלומר,.עבור"עד"הינו.2 𝑦𝑥𝑦𝑥𝐿 
:מקייםהיחס 𝑅

𝐿

פולינומית.חסום.3 𝑅
𝐿

.שמתקיים:כךפולינוםקייםזוגלכלכלומר: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

𝑝(·)𝑦| | ≤ 𝑝( 𝑥| |)

המכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טקיימת-כלומרפולינומי.דטרמיניסטילזיהויניתןהיחס.4 𝑅
𝐿

𝑉

.מאמתנקראהמכונה).אוהאםתענהזוג(לכלהיחסאת (𝑥, 𝑦)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅
𝐿

𝑉

.מקיימת:השפה.5 𝐿𝐿 = {𝑥 ∈ Σ⋆| ∃𝑦 𝑠. 𝑡.  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿
}

עד פולינומי.לא קייםבשפהעד פולינומי, ולכל מילה שלאקייםכלומר לכל מילה בשפה

.ש:כךוקייםפולינוםקיים←● 𝑥 ∈ 𝐿𝑝(·)𝑦 ∈ Σ𝑝( 𝑥| |)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

.ש:כךולכלפולינוםלכל←● 𝑥 ∉ 𝐿𝑝(·)𝑦 ∈ Σ𝑝( 𝑥| |)(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅
𝐿

ביחס.לאואחרתאזוכןבמידה,העדבעזרתנפתרתהבעיההאםנשאל:במילים 𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

.עבורופולינומיתמכריעהדטרמיניסטיתמוודאותמכונהקיימתאם:שקולההגדרה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑉𝐿

מתקיים:שלכלכלו-עבורעדוגםפולינוםקיים 𝑝(·)𝑦𝑉𝑥𝑥 ∈ Σ⋆

𝑥 ∈ 𝐿 ⇔ ∃𝑦 ∈ {0, 1}𝑝( 𝑥| |) :  𝑉(𝑥, 𝑦) = 1

𝑥 ∉ 𝐿 ⇔ ∀𝑦 ∈ {0, 1}𝑝( 𝑥| |) :  𝑉(𝑥, 𝑦) = 0

.העדלושנקראאתחיצוניבאופןמקבלתוגםהקלטאתמקבלתמוודאתמכונה:הסבר 𝑉𝑥 ∈ Σ⋆𝑦
השפה.שלליחסהשייכותעלעדותלנויתןהואכלומר,לא,אוהאםלהגידלנועוזרהעד 𝑦𝑥 ∈ 𝐿

ידוע.לאחיצוניבאופןשנקבלבינאריתמחרוזתשלפרמוטציהאיזשהובעצםהואה- 𝑦

עדובהינתןכלשהובהינתן.השפהעבורלמשל 𝐻𝐶 = {< 𝐺 > | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒}𝑥 ∈ Σ⋆

צמתישל(פרמוטציה/סידורהמילטוןמעגלמייצגהעדאםהמוודאחיצוני.באופןשהגיע 𝑦𝑉(𝑥, 𝑦) = 1𝑦
.זהבמקרהשאכןכלומר.וגםהגרף) 𝑥 =< 𝐺 >𝑉(< 𝐺 >,  𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒) = 1< 𝐺 >∈ 𝐻𝐶
לאהעדכלומר,שידחה.שנקבללהיותיכולהמילטון,מעגלבהכרחשהואנקבלתמידשלאלהביןחשוב 𝑦𝑦
𝑉.המוודאהמכונההיאהזאתלהחלטהוהאחראיבשפה,תתקבלשהמילהלנומבטיחתמיד
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השנייהההגדרהידיעלהוכחת 𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃
.בגודלב"תקבוצהיהיההשפהעבור"עד" 𝐼𝑆𝑘
.מהצורהזוגותמכילהיחס 𝑅

𝐼𝑆
(< 𝐺, 𝑘 >  ,  < 𝑆 >)

.הגרףבגודלפולינומישזה-הואהעדגודל 𝑂(𝑘)𝐺
:לפי התנאי השלישי

"העד".להיותאותהנבחר←ב"תשהיאבגודלתת-קבוצהקיימת←אם● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐼𝑆𝑆 ⊆ 𝑉𝑘
תתלכל←תלויה.קבוצההיאש-מתקיים,בגודלתת-קבוצהלכל←אם● < 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐼𝑆𝑆 ⊆ 𝑉𝑘𝑆

𝑅.ליחסשייךאשרזוגיתקבללא"העד",להיותשנבחרקבוצה
𝐿

𝑉.המאמתפעולתשלפסאודו-קודכתבו:תרגיל

שקולותהןNPשלההגדרותשתיטענה:
: ראשית נסמן:הוכחה
מכריעה.פולינומיתא"דמ"טלהןשישהשפותכלכלומר:1ה-ההגדרהלפיהמחלקה=● 𝑁𝑃

1
𝑁𝑃

יחסעבורןשקייםכךהשפותכלכלומרביחס:המשתמשת2ה-ההגדרהלפיהמחלקה=● 𝑁𝑃
2

𝑁𝑃𝑅
𝐿

עד פולינומי, ולכל מילה שאיננהקייםשהוא חסום פולינומית, ניתן לזיהוי יעיל, וכן לעל מילה בשפה
עד פולינומי.לא קייםבשפה

יהי,היחסאתהמוודאתדטרמיניסטיתפולינומיתמכונהתהי.תהי.:א'כיוון 𝑁𝑃
2

⊆ 𝑁𝑃
1

𝐿 ∈ 𝑁𝑃
2

𝑉𝑅
𝐿

.ב-העדיםלגודלפולינומיחסםויהישלהריצהלזמןפולינומיחסם 𝑝
1
(𝑛)𝑉𝑝

2
(𝑛)𝑅

𝐿

:השפהאתהמכריעהא"דמ"טנתאר:האלגוריתם 𝑁𝐿
מבצעת:קלטעלהמכונה 𝑁𝑥

פולינומית).חסוםהעד(כלומר,.היותרלכלבאורךעדמנחשת.1 𝑦𝑝
2
( 𝑥| |)

כמוה.ועונההזוגעלהמוודאתהמכונהריצתאתמסמלצת.2 𝑉(𝑥, 𝑦)
תלויה.בלתיהיאהזאתהקבוצהשאכןמוודאת.2קודקודיםשלקבוצהמנחשתהיא.1:א'לכיווןדוגמה

:נכונות האלגוריתם
בעץשלנכוןניחושקיים←.ומתקייםפולינומיבאורך"עד"קיים←אם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑦(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

𝐿
𝑦

.אתמקבלתהנכון,החישובבמסלול←עלשלהחישוב 𝑁𝑥𝑁𝑥
עלשלהחישובבעץניחושלכל←שהזוגמתקייםשלניחושלכל←אם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑦(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅

𝐿
𝑦𝑁𝑥

.אתתדחההמכונה 𝑁𝑥
:סיבוכיות האלגוריתם

פולינומי.זהשלהניחוש::1שלב● 𝑂(𝑝
2
( 𝑥| |)𝑦
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צריכההיאוגםאתמריצההיאאז"עד",הואשאכןמוודאת::2שלב● 𝑂(𝑝
1
( 𝑥| |) + 𝑝

2
( 𝑥| |))𝑦𝑥

פולינומי.בזמןיעלהגםשזההזההניחושאתלקרוא 𝑥
פולינום).גםהואפולינומיםסכום(כיכנדרש.ב-פולינומי:הכלסך● 𝑂(𝑝

1
( 𝑥| |) + 𝑝

2
( 𝑥| |))𝑥| |

א"ד.: הראנו שאם יש לנו יחס תקין אז אפשר לכתוב מכונהלסיום
∎

לזמןפולינומיחסםויהיהשפהאתהמכריעהא"דמ"טותהיתהי.:ב'כיוון 𝑁𝑃
1

⊆ 𝑁𝑃
2

𝐿 ∈ 𝑁𝑃
1

𝑁𝐿𝑝(𝑛)

שלה).החישובעציעללעומק(כלומר,המכונהשלהריצה 𝑁
היא:השפהעבוריחס 𝑅

𝐿
𝐿

כזהריצהמסלולכלנייצגעד.להיותעלשלהחישובבעץמקבלריצהמסלולניקחלכל.1 𝑥 ∈ 𝐿𝑁𝑥
=ימינה).1ו-=שמאלה0(בינאריתכמחרוזת

)𝑝.ע"יחסוםכזומחרוזתכלשלהאורך.2 𝑥| |)
ניתן לבדוק "בקלות" (כלומר, בחישוב דטרמיניסטי בזמן פולינומי) אם המסלול שניתן לנו כ-"עד",.3

𝑉).המאמתבעצם(זה.מקבלבמצבמסתייםלאאומסתיים
:נכונות
פולינוםע"יחסוםשאורכועדקייםמכאן.עלשלהחישובבעץמקבלמסלולקייםאזאם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑁𝑥𝑦

.ליחסשייךהזוגלכן.ב- 𝑥| |(𝑥, 𝑦)𝑅
𝐿

.הזוג,עדשלכלמכאןדוחים.עלשלהחישובבעץהמסלוליםכלאזאם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑁𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅
𝐿

יחס.: הראנו שאם יש לנו מכונה א"ד אז אפשר לכתוב להלסיום
יהיה הקידוד של המסלול.: הראנו שהמסלול הספציפי הוא ה-"עד". ה-"עד" הזההערה

∎
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HAMPATHהשפה-המילטוןמסלול
צומתבכלשמבקרמעגלים)(ללאפשוטמסלולהואמכווןבגרףהמילטונימסלול 𝐷

.פעם אחת ויחידה
נתונה השפה הבאה:

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 = {< 𝐷, 𝑠, 𝑡 > | 𝐷 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ
𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑠 𝑡𝑜 𝑡}

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻.לשפהפולינומיאליריצהזמןבעלמאמתתארו:תרגיל
המסלול?"."מהויהיהוהניחושצמתיםשלסידוריהיהה-"עד"לפתרון:הסבר:פתרון 𝑛 − 1

הקודקודים.שארשלסידורהינוהעדבהינתן:העד < 𝐷, 𝑠, 𝑡 >𝑦𝑛 − 2

.לנויעלההצמתיםסידורולכןשכנויותכמטריצתהמיוצגגרףזהכיבנוסף 𝑦| | = 𝑂( 𝐷)𝐷𝑂( 𝐷)
:קלטעלהמאמת:המאמת 𝑉(𝑥, 𝑦)

.דוחה-לאאםבצלע.מחובריםב-סמוכיםצמתיםזוגשכלמוודא.1 𝑦
.לסוףו-לתחילתצלעמוודא.2 𝑠𝑦𝑡𝑦

.עולההסידור.לנויעלהמסלולשבונותכאלהצלעותשקיימותלוודאכדי:ריצהזמן 𝑂(𝑛)𝑂( 𝐷)
לכן קיבלנו זמן ריצה פולינומי.

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻.:טענה ∈ 𝑁𝑃

פולינומי.בזמןשעובדעלאלגוריתםנציג:הוכחה 𝑁𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻
מבצעת:הקלטעלהמכונה 𝑁< 𝐺, 𝑠, 𝑡 >

לאבאופןנבחרברשימהמספרכל.מספרים,שלרשימהכתוב.1 𝑉(𝐺)| | = 𝑚𝑝
1
,  ...  ,  𝑝

𝑚

,1].בטווחדטרמיניסטי 𝑚]
.דחהבדוק אם קיים חזרתיות ברשימה. - אם נמצא כזה,.2
.דחהמתקיים,אם.וגםהאםבדוק.3 𝑠 ≠ 𝑝

1
𝑡 ≠ 𝑝

𝑚

.דחהלא,אם.ב-צלעהואהאםבדוק,לכל.4 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1(𝑝
𝑖
, 𝑝

𝑖+1
)𝐺

.קבל.5

כדי לנתח את האלגוריתם ולאמת שהוא רץ בזמן ריצה פולינומי א"ד, ננתח כל אחד מהשלבים שלו.
אנחנו4בשלבפולינומי.בזמןרץשלבכל,3ו-2בשלבפולינומי.בזמןשמתבצעתא"דבחירהקיים-1בשלב

פולינומי.בזמןמכריעהא"דמכונהלכןפולינומי.היותרלכלבהחלטשזהליניאריתבצורהבלולאהעוברים 𝑁
𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻.ומכאן ∈ 𝑁𝑃

∎

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻?האם:שאלה ∈ 𝑃
לשפה, וגם לא הוכח שאלגוריתם כזה לא קיים.: לא ידוע על אלגוריתם פולינומיאלי להכרעת השייכותתשובה

דור עזריה



חישוביות||115

COMPOSITESהשפה
.1מ-גדוליםטבעייםמספריםשנישלמכפלההואאםפריקנקראטבעימספר:תזכורת

𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆.השפה:נתונה = {< 𝑛 > | 𝑛 = 𝑝𝑞,  𝑓𝑜𝑟 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟𝑠 𝑝, 𝑞 > 1}

𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆?האם:שאלה ∈ 𝑃
ועד1מ-המספריםכלעללעבורשניתןשאומרבעברשנלמדדטרמיניסטיאלגוריתםשישנולבנשים:תשובה

הזה:האלגוריתםסיבוכיותמהנסתכלאבלראשוני.הואאזלאואםפריקהואאזימחלקה,מצאנואם. 𝑛

שזמןנקבלאזפעמיםנרוץואנחנובגודלהואאזבינאריתבמחרוזתמיוצגשהקלטמאחר < 𝑛 >log
2
(𝑛)𝑛

אחרות,במיליםאקספוננציאלי.זמןזהכלומריהיההזההאלגוריתםשלהריצה 𝑛 = 2
log

2
(𝑛)

= 2
log(𝑛)

2

לאהאלגוריתםולכןאקספוננציאליהואהריצהלזמןהקלטגודלביןשהיחסקיבלנו 𝑝(log
2
(𝑛)) = 2

log(𝑛)
2

שמוכיחשכןאלגוריתםמצאושחוקריםאבללבנשים.האםלהוכיחניתןולאפולינומי 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆 ∈ 𝑃
זה.עלנלמדלאאבל 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆 ∈ 𝑃

𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆.:טענה ∈ 𝑁𝑃
ש:לבנשים.המספראתהמייצגותהספרותבכמותפולינומיאלילהיותצריךהריצהזמן:ההוכחהרעיון 𝑛

.ב-פולינומיבזמןשרצותבמ"טכאןנתענייןולכןבינאריתמחרוזתזוכי < 𝑛 >| | = log(𝑛)log(𝑛)
𝑅.יחסנגדיר:1דרך-הוכחה

𝐶
= {(𝑛, 𝑑) ∈ ℕ × ℕ| 𝑑 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒𝑠 𝑛 𝑎𝑛𝑑 1 < 𝑑 < 𝑛} 

.כלומר.מקידודגדוללאקידודולכןכי:פולינומיתחסוםהיחס.1 𝑑 < 𝑛𝑑𝑛log(𝑑) ≤ log(𝑛)
טבעיים ביעילות ובודק אם יש שארית.: קיים מאמת שמחלק מספריםהיחס ניתן להכרעה פולינומיתֻ.2
.שאריתללאאתהמחלקקיים.3 ⇔ 𝑛 ∈ 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆1 < 𝑑 < 𝑛𝑛∃𝑑:  (𝑛, 𝑑) ∈ 𝑅

𝐶
⇔

:קלטעלא"דמ"טנגדיר:2דרך-הוכחה 𝑀< 𝑛 >
.ש:כךטבעימספרתנחש.1 𝑑1 < 𝑑 < 𝑛
.אתמחלקהאםתבדוק.2 𝑑𝑛
.תדחה. אחרת,תקבלאם כן,.3

פולינומי.בזמןחלוקהולבדוקלנחשניתןכיפולינומית,המכונה:ריצהזמןסיבוכיות 𝑑
𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸.כינוכיח:נכונותהוכחת = 𝐿(𝑀)
ש-חישובמסלולקייםשעבורול-ניחושקיים←אתשמחלקקיים←● 𝑛 ∈ 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆𝑑𝑛𝑑𝑀

𝑛.←מקבללמצבמגיע ∈ 𝐿(𝑀)
←מקבללמצבשמגיעעבורחישובמסלולקייםלאבתחום,לכל←● 𝑛 ∉ 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆𝑑𝑀

.𝑛 ∉ 𝐿(𝑀)

∎
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PRIMESהשפה
𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸𝑆.השפהנתונה = {< 𝑛 > | 𝑛 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒}

𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸𝑆?האם:שאלה ∈ 𝑃
למשלים).סגורהP(כיגםאזש:מכיוון:תשובה 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸𝑆 ∈ 𝑃

𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸𝑆.כיבעברגםהוכיחו ∈ 𝑁𝑃
.ל-גםכשייכת"חשודה"היאאזל-שייכותשלההמשלימהוגםהיאשגםשפה:הערה 𝑁𝑃𝑃

CLIQUE-בגרףקליקה
מהם.שנייםכלביןקשתשישצמתיםשלקבוצההיאמכווןלאבגרףקליקה:הגדרה 𝐺

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸.השפה:נתונה = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝑘 − 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒}
-קליקה.5שמכילגרףבציור:

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸.:טענה ∈ 𝑁𝑃

: הקליקה היא "תעודת השייכות".רעיון ההוכחה

.שלהמאמתהואכינוכיח:הוכחה 𝑉𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
תבצע:קלטעל 𝑉<< 𝐺, 𝑘 >,  𝑐 >
.ב-קודקודיםעםתת-גרףהואהאםתבדוק.1 𝑐𝑘𝐺
.הגרףבתתהקודקודיםאתשמחברותהצלעותכלאתמכילההאםתבדוק.2 𝐺𝑐
.דחהאחרת,.קבלהצליחו,2ו-1שלביםאם.3

.אתשמכריעפולינומיבזמןא"דאלגוריתםנציג:אחרתהוכחה 𝑁𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
תבצע:הקלטעלהמכונה 𝑁< 𝐺, 𝑘 >

.בגרףקודקודיםשלקבוצהתתתנחש.1 𝑐𝑘𝐺
.הגרףבתתהקודקודיםאתשמחברותהצלעותכלאתמכילההאםתבדוק.2 𝐺𝑐
.דחהאחרת,.קבלהצליח,2שלבאם.3

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸?האם:שאלה ∈ 𝑃
: לא ידוע.פתרון

דור עזריה
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?שלהמשלימההיאהאם:שאלה 𝐼𝑆𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
אבל השפות הנתונות לא משלימות.: זה לא בדיוק המשלים שלו…. הגרפים כן משלימיםתשובה

.kבגודלתלויהבלתיקבוצהעםגרףהואשלוהמשליםאזkבגודלקליקהגרףכילמה?
עצמם.השפותלאאבלהשני.שלאחדמשלימיםהםו-הגרפים < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐼𝑆

IS-תלויהבלתיקבוצה
IS(תלויהבלתיקבוצההגרפים,בתורת:הגדרה - Independent set(איןאשרבגרף,קודקודיםקבוצתהיא

זוג מביניהם המחוברים ישירות דרך קשת אחת.
𝐼𝑆.השפה:נתונה = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

𝐼𝑆.שמתקייםכברהראנו:תזכורת ∈ 𝑁𝑃
𝐼𝑆?האם:שאלה ∈ 𝑃

: לא ידוע.תשובה
).גרףרקולאטבעיומספר(גרףהאחרונותהבעיות2ב-לקלטהיטבלבנשים:הערה 𝐺𝑘𝐺

.צלעותשאיןלוודאאחתובכלקבוצותתתיעללעבוראפשרכי: 𝐼𝑆 ∈ 𝑅𝑛
𝑘( )𝑘

2( )
Θ(𝑛𝑘.:ריצהזמן · 𝑘2)

פולינום.נראהוזהאזב"תקבוצהמצאנוולאהאפשרויותכלעלעברנואם,Rב-שהיאהוכחנו Θ(𝑛𝑘 · 𝑘2)
קבועה.בחזקהפולינוםכאןכתובהרי-?האםידועלאלמההיאהשאלהאז 𝐼𝑆 ∈ 𝑃

.שלפונקציהלהיותיכולהואאבלקבועמספרהואאמנם,כיהבעיה: 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑘𝑛

???WTFאקספוננציאלי.זהולכןעבורמקסימוםמקבלמאינפי: 𝑛𝑘 · 𝑘2𝑘 = 𝑛
2Θ(𝑛𝑛/2 · (𝑛/2)2)

ולכןבומקרהלהיותיכולאזכוללעדחסוםו-ש:בגללאחרות:במילים 𝑛 → ∞𝑘𝑛𝑘 = 𝑛𝑛𝑘 = 𝑛𝑛/2 → ∞
כלומר זה לא יכול להיות פולינומי.
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SUBSET-SUMהשפה
נתונה השפה הבאה:

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 = {< 𝑆, 𝑡 > | 𝑆 = {𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
},  ∃{𝑦

1
,.., 𝑦

𝑘
} ⊆ {𝑥

1
,..., 𝑥

𝑛
} 𝑠. 𝑡.  Σ𝑦

𝑖
= 𝑡}

.הואשסכומהכךקבוצהתתקייםלקבוצהאםבשפההקידוד:במיליםהשפה < 𝑆, 𝑡 >𝑆{𝑦
1
,.., 𝑦

𝑘
}𝑡

.ש:בגלל:דוגמה < {4, 11, 16, 21, 27},  25 >∈ 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀4 + 21 = 25

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇.:טענה − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃

: תת הקבוצה היא "תעודת השייכות".רעיון ההוכחה

.שלהמאמתהואכינוכיח:הוכחה 𝑉𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀
מבצע:קלטעלהמוודא 𝑉<< 𝑆, 𝑡 >,  𝑐 >

.ל-שווהשסוכמומספריםאוסףהואהאםבדוק.1 𝑐𝑡
.ב-המספריםכלאתמכילהאםבדוק.2 𝑆𝑐
.דחהאחרת,.קבלהצליחו,2ו-1שלבאם.3

.השפהאתשמכריעפולינומיבזמןא"דאלגוריתםנציג:אחרתהוכחה 𝑁𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀
תבצע:הקלטעלהמכונה 𝑁< 𝑆, 𝑡 >

.מתוךמספריםשלקבוצהתתנחש.1 𝑐𝑆
.ל-שווהשסוכמומספריםאוסףהואהאםבדוק.2 𝑐𝑡
.דחהאחרת,.קבלהצליח,1שלבאם.3

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇?ל-שייכתהיאהאם:שאלה − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑃
: לא ידוע.תשובה

הבהרה של כללי המשחק
לשייכות של המילה לשפה, אז האם לא כל שפה: משהו פה לא ברור. אם מישהו מספק לנו את ההוכחהשאלה
𝑁𝑃?ל-שייכת
האם לא תמיד אפשר לספק "תעודת שייכות" קצרה לכל מילה בשפה?-
הכוונה ב"קצרה" היא בעלת אורך פולינומיאלי באורך המילה.-

.שלאושלאושלבמשלימההסתכלופנימה.להכניסאפשרשפהכללא:תשובה 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻𝐼𝑆
קליקהלהםשאיןב-הקבוצותשכלאומרשלהמשלים?ל-שייכותשהןלהראותתוכלוהאם 𝑁𝑃𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐺

הואה-"עד"לכןקליקה.לאהיאמהןואחתאחתשכלולוודאבגודלהקבוצותכלאתצריךכלומר.בגודל 𝑘𝑘
קבוצה של קבוצות ולכן זה כבר אקספוננציאלי - לא חסום פולינומית.

דור עזריה
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שאלות פתוחות
ממש?הכלהשישאוהמחלקותביןשוויוןישהאם.אוהאםידועלא● 𝑃 = 𝑁𝑃𝑃 ⊂ 𝑁𝑃

𝑃.ש:סבוריםהחוקריםשלמוחלטרוב ≠ 𝑁𝑃
𝑁𝑃האםידועלא● = 𝑐𝑜𝑁𝑃

).להשליםהסבירו היטב את משמעות השוויון הזה! (
𝑃.האםידועלא● = 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃

).להשלים(.ש:הראו.המחלקהמהיהיטבהסבירו 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑃 ⊆ 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃

תמונת עולם של המחלקות
).להשליםהאם כל ההכלות בין המחלקות הן הכלות ממש? (

𝑁𝑃שלסגורתכונות
ל:סגורהשהמחלקההוכיחו:תרגיל 𝑁𝑃
איחוד.1
חיתוך.2
שרשור.3
איטרציה.4
למשלים.סגורההאםידועלא- 𝑁𝑃
𝑁𝑃.האםידועלא- = 𝑐𝑜𝑁𝑃

דור עזריה
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אוילרמעגל-5תרגול-1שאלה
𝐸𝐶.השפה:נתונה = {< 𝐺 > | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒}

הוא מסלול אוילרמעגל אוילרבדיוק פעם אחת.הוא מסלול בגרף העובר בכל קשת בומסלול אוילר:הגדרה
מעגלי (מתחיל ונגמר באותו צומת).

אם ורק אם כל הדרגות זוגיות.: בגרף קשיר קיים מעגל אוילרתזכורת (מקורס אלגוריתמים)

𝐸𝐶.:טענה ∈ 𝑃

נצטרך לבצע חיפוש שלם בכל הגרף כדי למצוא: אם נרצה לחפש את המעגל עצמו, אז אנחנורעיון ההוכחה
את המעגל. אבל אם נעבור על כל הפרמוטציות אז האלגוריתם יהיה בזמן ריצה אקספוננציאלי ואנחנו רוצים

𝐺.שלשכנויותמטריצתיהיהשלנוהקלטגודלכאשרשלנוהאלגוריתםאתלבנותנרצהאנחנופולינומי.בזמן
מספרסמךעלנקבעהשפהשלהקלטגודלאם-שכנויות?במטריצתלהשתמשיכוליםאנחנולמה < 𝐺 >

פולינומי.בגודלשגםשכנויותטבלתמסוגאחרבקלטלהשתמשאפשראז,הצמתים 𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑛2

.aבמקוםbבקלטלהשתמשאפשראזbלקלטaקלטביןפולינומייחסקייםשאםלמדנובהרצאה
לכל קודקוד בטבלה (לכל שורה) נסכום את הדרגות (השכנים) וכל פעם נבדוק האם הסכום זוגי.

שלה.לקלטביחספולינומיתחסוםבזמןשרצה,עבורדטרמיניסטיתטיורינגמכונתנראה:הוכחה 𝑀
𝐸𝐶

𝐸𝐶

תבצע:קלטעלטיורינגמכונת 𝑀
𝐸𝐶

< 𝐺 >

𝑣:הקודקודיםכלעלעבור.1
𝑖

∈ 𝑉(𝐺)

a.ב-זאתוסמןשלוהשכניםמספרמהבדוק,קודקודכלעבור. 𝑣
𝑖

𝑐

b.דחהלא,אםזוגי.מספרהואהאםבדוק. 𝑐
c.,לקודקודעבוראחרת.𝑣

𝑖+1

כלומר כל הדרגות זוגיות).(נוכל לקבל פה כי עברנו על כל הצמתים ולא דחינו,.קבל.2

𝑛.הואשהקלטנאמר:ריצהזמןסיבוכיות = 𝑉(𝐺)| |
𝑂(𝑛).לנועולההצמתיםכלעלמעבר-1שלב●
.לנועולה-השכניםכלעלנעבורצומתלכל-aשלב● 𝑣

𝑖
𝑂(𝑛)

).(עבורפולינומיבזמןשאכןהיאהריצהזמןהכלסך 𝑂(𝑛2)𝑝(𝑛) = 𝑛2

𝐸𝐶.כילהוכיחצריך:נכונותהוכחת = 𝐿(𝑀
𝐸𝐶

)

תעבור←זוגיותדרגותבעליבגרףהצמתיםכל←בגרףאוילרמעגלקיים←● < 𝐺 >∈ 𝐸𝐶𝐺𝑀
𝐸𝐶

𝑀←←תתקבלכולם,עללעבורשתסייםלאחר←הצמתיםכלעלבלולאה
𝐸𝐶

(< 𝐺 >= 1

.< 𝐺 >∈ 𝐿(𝑀
𝐸𝐶

)

דרגהבעלתבגרףאחתצומתלפחותקיימת←בגרףאוילרמעגלקייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐸𝐶𝐺
←זוגיתאידרגהעםבצומתשתפגושעדהצמתיםעלתעבורהמכונה←אי-זוגית 𝑀

𝐸𝐶

←. 𝑀
𝐸𝐶

(< 𝐺 >= 0< 𝐺 >∉ 𝐿(𝑀
𝐸𝐶

)

דור עזריה
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המילטוןמעגל-5תרגול-2שאלה
𝐻𝐶.השפה:נתונה = {< 𝐺 > | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒}

מכוון העובר בכל צומת בדיוק פעם אחת.הוא מסלול בגרף מכוון או בלתימסלול המילטוני:הגדרה
פרט לצומת שממנו יצא (ואז הוא עובר בו בדיוקהוא מסלול בגרף העובר בכל צומת פעם אחתמעגל המילטוני

פעמיים - בהתחלה ובסוף).

𝐻𝐶.ש:להוכיחניתןהאם:שאלה ∈ 𝑃
לבעיה.אלגוריתםמצאושלאייתכןשייך,לאשזהאומרלאזה.האםידועלאלהיום,נכון:תשובה 𝐻𝐶 ∈ 𝑃

אז זה על-פולינומי (אקספוננציאלי).: אם נרצה לעבור על כל הפרמוטציות (חיפוש שלם)רעיון
במעגל אוילר ניצלנו את השיטה של הדרגות הזוגיות, אבל נכון להיום אין לנו שיטה דומה עבור מעגל המילטון.

מתאימים.הםהאםולבדוקבגרףהאפשרייםהמעגליםכלעללעבורשניתןמשוםש:לבנשים 𝐻𝐶 ∈ 𝑅
מתקייםלכלאםנבדוקכזהסידורולכלהגרףצמתישלהסידוריםכלעלנעבורפורמלית, 𝑣

1
,.., 𝑣

𝑛
𝑖

המילטון.מעגלמצאנואזהתנאיעלשעונהסידורמצאנואם.כיוכן (𝑣
𝑖
, 𝑣

𝑖+1
) ∈ 𝐸(𝐺)(𝑣

𝑛
, 𝑣

1
) ∈ 𝐸(𝐺)

צעדיםיקחשתיארנוהאלגוריתםלכן,הצמתיםכמספרהואהקלטשגודלנניח 𝑛𝑛 · (𝑛 − 1) ·... · 1 = 𝑛!
כילהוכיחהצלחנולא,ש:למרותולכןהקלטבגודלפולינומישאינוזמןוזהכלומר 𝑝(𝑛) = 𝑛!𝐻𝐶 ∈ 𝑅

ידוע.לאולכןהבעיהאתשפותראלגוריתםמצאלאאחדאףפשוט,ש:אומרלאזהאך. 𝐻𝐶 ∈ 𝑃𝐻𝐶 ∉ 𝑃

המילטוןמעגל-5תרגול-3שאלה

𝐻𝐶.:טענה ∈ 𝑁𝑃

כיקודמתבשאלהראינו.ב-הןאםיודעיםשאיננושפותלהכריעמסוגלתפולינומיתא"דמ"ט:ההוכחהרעיון 𝑃
שפותרתדטרמיניסטיתמכונהקיימתאםידועלאלהיום,שנכוןראינוכלומר.האםיודעיםלאאנחנו 𝐻𝐶 ∈ 𝑃

הנכוןהסידוראתשתייצגהפרמוטציהאתלנחשאפשרותלנויהיהאםשני,מצדפולינומי.בזמןהבעיהאת 𝐻𝐶
𝐻𝐶.עבורפולינומיתא"דמכונהנציגפולינומי.בזמןלפתוריהיהניתןאזהמילטוןמעגלעבורבגרף

תבצע:הקלטעלהמכונה:הוכחה 𝑀
𝐻𝐶

< 𝐺 >

מנחשת פרמוטציה (מסלול) על הצמתים ובודקת שאכן מהווה מעגל המילטון..1
.דחה. אחרת,קבלאם כן,.2

לבדוקצריך.כלומרהחישוב)בעץ(מסלולליניאריהואלנחששצריךהמעגלאורך:ריצהזמןסיבוכיות 𝑂(𝑛)
𝑂(𝑛).לנועולה-קשתקיימתבסידורעוקביםצמתיםשניכלושביןמזה,זהשוניםשניחשנוהצמתיםהאם

לכן, שתי הבדיקות הללו ניתנות לביצוע בזמן פולינומי.

𝐻𝐶.ש:להוכיחצריך:נכונותהוכחת = 𝐿(𝑀
𝐻𝐶

)

צמתיםשלכסידורההמילטוניהמעגלאתלתארניתן←המילטוןמעגלב-קיים←● < 𝐺 >∈ 𝐻𝐶𝐺
←עבורמקבלחישובמסלולקיים←תצליחשלהוהבדיקהזהסידורתנחש← 𝑀

𝐻𝐶
𝐺

.< 𝐺 >∈ 𝐿(𝑀
𝐻𝐶

)

דור עזריה
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מעגלהמתארצמתיםשלסידוראףקייםלא←המילטוןמעגלב-קייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐻𝐶𝐺
←עבורמקבלחישובמסלולאףקייםלא←בניחושתצליחלא←המילטוני 𝑀

𝐻𝐶
𝐺

.< 𝐺 >∉ 𝐿(𝑀
𝐻𝐶

)

כנדרש.ומכאן 𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃
∎

5תרגול-4שאלה
𝐿.השפהנתונה

1
= {< 𝐺 > | ∃𝐶 ⊆ 𝑉(𝐺) 𝑠. 𝑡.  𝐶| | = 11 𝑎𝑛𝑑 𝐶 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒}

𝐿.:טענה
1

∈ 𝑁𝑃

.השפהאתשמכריעהפולינומיתריצהבזמןא"דמכונהנבנה:ההוכחהרעיון 𝑁
1

𝐿
1

תבצע:קלטעלהמכונה:המכונהבניית:הוכחה 𝑁
1

< 𝐺 >

.11בגודלקודקודיםשלקבוצהננחש.1
.נדחהלכל זוג קודקודים בקבוצה, נבדוק שיש ביניהם צלע, ואם לא -.2
.נקבלאם כל הבדיקות עברו,.3

:הוכחת נכונות הבניה
בוחר←קיימותהצלעותכלבוניחושקיים←בגרף11בגודלקליקהקיימת←● < 𝐺 >∈ 𝐿

1
𝐺𝑁

1

>.←ומקבלהנכוןבניחוש 𝐺 >∈ 𝐿(𝑁
1
)

←חסרהתהיהאחתצלעלפחותניחוש,לכל←בגרף11בגודלקליקהקייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐿
1

𝐺

>.←נדחהניחוש,לכל 𝐺 >∉ 𝐿(𝑁
1
)

:סיבוכיות זמן הריצה
𝑂(11).לנועולהזהולכןהניחושגודללפינקבעהניחוש-1שלב● ≈ 𝑂(1)
)𝑂.לנועולהזהולכןקודקודיםזוגכלעללבדוקצריך-2שלב● 11

2( )) ≈ 𝑂(1)

פולינומי.,הכלסך 𝑂(1)
∎

דור עזריה
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גרףשלצביעה-5תרגול-5שאלה
אתלצבועשאפשרגרףהוא-צביעגרףהגרפים,בתורת:הגדרה 𝑛

צבועיםאינםסמוכיםקודקודיםששניכךצבעים,nב-שלוהקודקודים
באותו צבע. נתונה השפה:

𝐿
2

= {(< 𝐺 >, 𝑘) | 𝑉(𝐺) 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑒𝑑 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑘 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠

 𝑠. 𝑡.  ∀
(𝑢,𝑣)∈𝐸(𝐺)

𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟(𝑣) ≠ 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟(𝑢)}

קייםאםלשפהשייךטבעי)מספרגרף,של(קידודהצמד:במילים 𝑘𝐿
2

שונה.בצבעצמתיושניצלע,שלכלכך,לגרףצבעיםשלצביעה 𝑘𝐺
𝐿.:טענה

2
∈ 𝑁𝑃

.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טנבנה:המכונהבניית:הוכחה 𝑁
2

𝐿
2

תבצע:קלטעלהמכונה 𝑁
2

(< 𝐺 >, 𝑘)

לכל צומת:.1
a.ל-1בין"צבע"נחש.𝑘

לכל צלע:.2
a.,דחהבדוק ששני הצמתים שלה צבועים בצבע שונה, אם לא.

.קבלאם כל הבדיקות עברו,.3
𝐿(𝑁.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת

2
) = 𝐿

2

←שונהבצבעצמתיושניצלע,שלכלכך,לגרףצבעיםשלצביעהקיים←● (< 𝐺 >, 𝑘) ∈ 𝐿
2

𝑘𝐺

.←ומקבלנכוןבוחרשעבורוניחושקיים 𝑁
2

(< 𝐺 >, 𝑘) ∈ 𝐿(𝑁
2
)

שצמתיואחתצלעלפחותקייםניחוש,לכל←כזאתצביעהבגרףקייםלא←● (< 𝐺 >, 𝑘) ∉ 𝐿
2

𝐺

>).←זההבצבע 𝐺 >, 𝑘) ∉ 𝐿(𝑁
2
)

:סיבוכיות זמן הריצה
:1שלב●

.לנועולהצמתיםכלעלמעבר○ 𝑉(𝐺)| | = 𝑛𝑂(𝑛)
עלביטיםנצטרךאזצבעיםבסה"כלנוישאםכילנועולההצבעניחוש○ 𝑂(log 𝑘)𝑘log 𝑘

מנת לקודד צבע.
𝑂(𝑛.לנועולה1לשלבסה"כ○ log 𝑘)

:2שלב●

שכנויות.מטריצתעלמעברשלהגרועהמקרהזהכי-לנועולההצלעותכלעללעבור○ 𝑂(𝑛2)
𝑂(1).לנועולהצלעלכלבדיקה○

כנדרש.ולכןפולינומי,לנועולהסה"כ 𝑂(𝑛2 + 𝑛 log 𝑘)𝐿
2

∈ 𝑁𝑃

∎

דור עזריה
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5תרגול-6שאלה
𝐿.השפה:נתונה

3
= {(< 𝐺 >,  𝑓, 𝑑) | ∃𝐼 ⊆ 𝑉(𝐺),  𝐼| | = 𝑓,  ∀𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) :  𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑣, 𝐼) ≤ 𝑑}

.בקבוצהמקודקודהיותרלכלבמרחקנמצאיםבגרףהצמתיםשכלכך,צמתיםשלקבוצהקיימת:במילים 𝐼𝑑𝐼

𝐿.:טענה
3

∈ 𝑁𝑃

.השפהאתשמכריעהפולינומיבזמןא"דמ"טנבנה:המכונהבניית:הוכחה 𝑁
3

𝐿
3

תבצע:קלטעלהמכונה 𝑁
3

(< 𝐺 >, 𝑓, 𝑑)

קודקודים.שלקבוצהנחש.1 𝑓
בגרף:צומתלכל.2 𝑣

a.דחה-מ-יותרהואהמרחקאםבקבוצה.לקודקודשתגיעעדממנוהחלתריץ. 𝐵𝐹𝑆𝑑
.קבלאם כל הבדיקות עברו -.3

𝐿(𝑁.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת
3
) = 𝐿

3

לכלבמרחקנמצאיםבגרףהצמתיםשכלכךצמתים,שלקבוצהקיימת←● (< 𝐺 >, 𝑓, 𝑑) ∈ 𝐿
3

𝐼𝑓

←ומקבלהנכוןבניחושבוחר←כזוקבוצהשלניחושקיים←בקבוצהמקודקודהיותר 𝑑𝐼𝑁
3

.(< 𝐺 >, 𝑓, 𝑑) ∈ 𝐿(𝑁
3
)

במרחקנמצאיםבגרףהצמתיםשכלכךצמתים,שלקבוצהקיימתלא←● (< 𝐺 >, 𝑓, 𝑑) ∉ 𝐿
3

𝐼𝑓

הצמתיםמכלב-יותרשרחוקבגרףצומתקייםניחוש,←לכלבקבוצהמקודקודהיותרלכל 𝑑𝐼𝑑
.←דוחהניחוש,לכל←בקבוצה 𝐼𝑁

3
(< 𝐺 >, 𝑓, 𝑑) ∉ 𝐿(𝑁

3
)

:סיבוכיות זמן ריצה
.כאשרהניחוש:כגודלעולה-1שלב.1 𝑂(𝑓) = 𝑂(𝑛)𝑉(𝐺)| | = 𝑛
-2שלב.2

a.לנועולהבגרףצומתכלעללעבור.𝑂(𝑛)

b.שכנויות.במטריצתהמיוצגלגרףשלהסיבוכיותזהכילנועולהלבצע 𝐵𝐹𝑆𝑂(𝑛2)𝐵𝐹𝑆

c.נקבל2שלבעבורסה"כ.𝑂(𝑛 · 𝑛2) = 𝑂(𝑛3)
𝑂(1).לנועולהקבלה-3שלב.3

כנדרש.ולכןפולינומישזהקיבלנוסה"כ 𝑂(𝑛3)𝐿
3

∈ 𝑁𝑃

∎

דור עזריה
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בגרףביותרקצרמסלול-5תרגול-7שאלה
נתונה השפה:

𝐿
4

= {(< 𝐺 >, 𝑘)|  𝑇ℎ𝑒 𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑖𝑛 𝐺 (𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝑎𝑛𝑦 𝑡𝑤𝑜 𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠) 𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ < 𝑘}

.באורךהיותרלכלהואכלשהםקודקודיםזוגביןבגרףביותרהקצרהמסלול:במילים 𝐺𝑘 − 1

𝐿.:טענה
4

∈ 𝑁𝑃

.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טנבנה:המכונהבניית:הוכחה 𝑁
4

𝐿
4

תבצע:הקלטעלהמכונה 𝑁
4

(< 𝐺 >, 𝑘)

נחש מסלול..1
𝑘.מ-קטןשאורכובדוק.2
.דחה. אחרת,קבלאם כן,.3

𝐿.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת
4

= 𝐿(𝑁
4
)

באורךהיותרלכלהואכלשהםקודקודיםזוגביןבגרףביותרהקצרהמסלול←● (< 𝐺 >, 𝑘) ∈ 𝐿
4

𝐺

.←ומקבלהנכוןבניחושבוחר←כזהלמסלולניחושקיים← 𝑘 − 1𝑁
4

(< 𝐺 >, 𝑘) ∈ 𝐿(𝑁
4
)

נבחרניחוש,לכל←באורךלפחותהואבגרףביותרהקצרהמסלול←● (< 𝐺 >, 𝑘) ∉ 𝐿
4

𝐺𝑘

.←דוחהניחוש,לכל←באורךשלפחותבמסלול 𝑘𝑁
4

(< 𝐺 >, 𝑘) ∉ 𝐿(𝑁
4
)

:סיבוכיות זמן ריצה
𝑂(𝑛).לנועולההמסלולניחושולכןהצמתיםבכמותחסוםהמסלולאורך-1שלב.1
𝑂(𝑛).לנועולהולכןהצלעותכללאורךמעברהמסלול:אורךחישוב-2שלב.2
𝑂(1).לנועולה/דחיהקבלהבדיקת-3שלב.3
כנדרש.ולכןפולינומישזהקיבלנוסה"כ 𝑂(𝑛)𝐿

4
∈ 𝑁𝑃

∎

5תרגול-8שאלה
נתונות השפות שראינו:

𝐿
1

= {< 𝐺 > | ∃𝐶 ⊆ 𝑉(𝐺) 𝑠. 𝑡.  𝐶| | = 11 𝑎𝑛𝑑 𝐶 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒}

𝐿
2

= {(< 𝐺 >, 𝑘) | 𝑉(𝐺) 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑒𝑑 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑘 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑠. 𝑡.  ∀
(𝑢,𝑣)∈𝐸(𝐺)

𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟(𝑣) ≠ 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟(𝑢)}

𝐿
3

= {(< 𝐺 >,  𝑓, 𝑑) | ∃𝐼 ⊆ 𝑉(𝐺),  𝐼| | = 𝑓,  ∀𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) :  𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑣, 𝐼) ≤ 𝑑}

𝐿
4

= {(< 𝐺 >, 𝑘)|  𝑇ℎ𝑒 𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑖𝑛 𝐺 (𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝑎𝑛𝑦 𝑡𝑤𝑜 𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠) 𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ < 𝑘}

𝑃?ב-שהןלהראותיכוליםאנחנושפותאילו:שאלה
.ו-השפות:תשובה 𝐿

1
𝐿

4

דור עזריה
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𝐿?למה:שאלה
1

= {< 𝐺 > | ∃𝐶 ⊆ 𝑉(𝐺) 𝑠. 𝑡.  𝐶| | = 11 𝑎𝑛𝑑 𝐶 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒} ∈ 𝑃

הקבוצותכלמספרפולינומי.בזמןהשפהאתשתכריעדטרמיניסטיתמכונהלבנותאפשר:תשובה 𝐿
1

תתיכלאתלבדוקפולינומיבזמןיכוליםאנחנוולכןהואקודקודיםמתוך11בגודלהאפשריות 𝑛𝑛
11( ) ≤ 𝑛11

כאלו.רקכידטרמיניסטי)זה(כי11בגודלהקבוצות 𝑂(𝑛11)

𝐿?למה:שאלה
4

= {(< 𝐺 >, 𝑘)|  𝑇ℎ𝑒 𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑖𝑛 𝐺 𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ < 𝑘} ∈ 𝑃

כלעלנעבורואםקודקודים,זוגכלביןמסלוליםלנויש?:בגרףלנוישאפשרייםמסלוליםכמה:תשובה 𝐺𝑛2

.מ-מספיקקטןשהואלוודאובסופובגרףביותרהמינימליהמסלולאתלמצואאפשרהאלה,המסלולים 𝐺𝑘
𝐿.השפהאתשתכריעפולינומיבזמןדטרמיניסטיתמכונהקיימתלכן

4

5תרגול-9שאלה
.השפה:אתנגדיר,מ"טעבור 𝑀𝐿

4,𝑀
= {𝑥 | 𝑀 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 4 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑥}

𝑁𝑃.שפות:מחלקתנגדיר
4

= {𝐿 | ∃𝑀 𝑛𝑜𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 𝑇𝑀 𝑠. 𝑡.  𝐿
4,𝑀

= 𝐿}

𝑁𝑃.הוכיחו: ⊆ 𝑁𝑃
4

שיהיהפעםשבכלכך,ב-שפהשלמכונהשתפעילב-שפהשלמכונהנבנה:ההוכחהרעיון 𝑀
𝐿
'𝑁𝑃

4
𝑀

𝐿
𝑁𝑃

גםהואמהםאחדשכלכךמסלוליםתתי4ל-הזההמסלולאתתפצלהמכונה,ב-מקבלמסלוללנו 𝑀
𝐿

𝑀
𝐿
'

מסלול מקבל.
.כילהוכיחצריך.תהי:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃

4

.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טקיימתולכן 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑀
𝐿

𝐿

חדשה:א"דמ"טאתנבנה:המכונהבניית 𝑀
𝐿
'

תבצע:קלטעלהמכונה 𝑀
𝐿
'𝑥

.עלאתמריצה.1 𝑀
𝐿

𝑥

.דוחהאם דחתה -.2
:אתקיבלהאם.3 𝑀

𝐿
𝑥

מנחשת ביט..4
מנחשת ביט..5
.מקבלת.6

ושאר,כיפולינומיתהיאעלשלהרצהפולינומית.ש:לראותקל:הריצהזמןסיבוכיות 𝑀
𝐿
'𝑀

𝐿
𝑥𝐿 ∈ 𝑁𝑃

קבוע.בזמןהםשלהניחושים 𝑀
𝐿
'
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.כינוכיח,ושפהשפהעבור:הבניהנכונותהוכחת 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿
4,𝑀

𝐿
'

∈ 𝑁𝑃
4

𝐿
4,𝑀

𝐿
'

= 𝐿

←מכריעה)א"דמ"טשלהגדרה(לפיחישובמסלולבכלותדחהתעצור←אם● 𝑥 ∉ 𝐿𝑀
𝐿

𝑀
𝐿
'

𝑥.←חישובמסלולבכלותדחהתעצור ∉ 𝐿
4,𝑀

𝐿
'

חישובמסלוליארבעהישל-←ותקבלתעצורשבומקבלחישובמסלולקיים←אם● 𝑥 ∈ 𝐿𝑀
𝐿

𝑀
𝐿
'

𝑥←00,01,10,11הביטיםניחושיעבורמקבלים, ∈ 𝐿
4,𝑀

𝐿
'

.גםאזו-ומאחרכיהוכחנו 𝐿
4,𝑀

𝐿
'

= 𝐿𝐿
4,𝑀

𝐿
'

∈ 𝑁𝑃
4

𝐿 ∈ 𝑁𝑃
4

כנדרש.ומכאן 𝑁𝑃 ⊆ 𝑁𝑃
4

∎

למשליםסגורהP-5תרגול-10שאלה
.גםאזאם:טענה 𝐿 ∈ 𝑃𝐿‾ ∈ 𝑃

אותה.שמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טלהישאזי,שמכיוון:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑃𝑀

.עבורמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טנבנה:המכונהבניית 𝑀'𝐿‾

תבצע:קלטעלהמכונה 𝑀'𝑥
.עלאתמריצה.1 𝑀𝑥
.תדחהקיבלה,אם.2 𝑀
.תקבלדחתה,אם.3 𝑀

‾𝐿.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת = 𝐿(𝑀')

.←תקבל←דוחה←● 𝑥 ∈ 𝐿‾𝑀𝑀'𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

.←דוחה←מקבלת←● 𝑥 ∉ 𝐿‾𝑀𝑀'𝑥 ∉ 𝐿(𝑀'
פולינומית.גםאזופולינומיתמכריעהמ"טו-מאחר:ריצהזמןסיבוכיות 𝑀𝑀'

∎

5תרגול-11שאלה
𝑃.:טענה ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃

ומכאןאזיו-מאחר.גםלמשליםסגירותלפיאזאם:הוכחה 𝐿 ∈ 𝑃𝐿‾ ∈ 𝑃𝑃 ⊆ 𝑁𝑃𝐿‾ ∈ 𝑁𝑃

.𝐿‾‾ = 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃
∎
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לחיתוךסגורהP-5תרגול-12שאלה
.גםאז,אם:טענה 𝐿

1
, 𝐿

2
∈ 𝑃𝐿

1
∩ 𝐿

2
∈ 𝑃

.מכריעותפולינומיותדטרמיניסטיותמ"טלהןקיימותאזש:מכיוון:הוכחה 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑃𝑀

1
, 𝑀

2

.השפהעבורמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טנבנה:המכונהבניית 𝑀'𝐿
1

∩ 𝐿
2

תבצע:הקלטעלהמכונה 𝑀'𝑥
.עלאתתסמלץ.1 𝑀

1
𝑥

.עלאתתסמלץ.2 𝑀
2

𝑥

.דחה. אחרת,קבלאם שתיהן מקבלות,.3
𝐿.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת

1
∩ 𝐿

2
= 𝐿(𝑀')

.←מקבל←עלמקבלוגםעלמקבל←● 𝑥 ∈ 𝐿
1

∩ 𝐿
2

𝑀
1

𝑥𝑀
2

𝑥𝑀'𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

.←דוחה←עלדוחהאועלדוחה←● 𝑥 ∉ 𝐿
1

∩ 𝐿
2

𝑀
1

𝑥𝑀
2

𝑥𝑀'𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

פולינומית.גםאזיופולינומיותמכריעותמכונותהןו-מאחר:ריצהזמןסיבוכיות 𝑀
1
, 𝑀

2
𝑀'

∎

לשרשורסגורהNP-5תרגול-13שאלה
.גםאזיאם:טענה 𝐿

1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
· 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃

.מכריעותפולינומיותא"דמ"טלהןקיימותאזיש:מכיוון:הוכחה 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝑀

1
, 𝑀

2

.השפהאתשמכריעהפולינומיתא"דמ"טאתנבנה 𝑀'𝐿
1

· 𝐿
2

תבצע:קלטעלהמכונה 𝑀'𝑥
.מהצורהשלפירוקתנחש.1 𝑥𝑥 = 𝑤𝑢
.עלאתתסמלץ.2 𝑀

1
𝑤

.עלאתתסמלץ.3 𝑀
2

𝑢

.דחה. אחרת, אם לפחות אחת מהן דחתה,קבלאם שתיהן קיבלו,.4
𝐿.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת

1
· 𝐿

2
= 𝐿(𝑀')

כזהניחושקיים←ש:כךפירוקקיים←● 𝑥 ∈ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 = 𝑤𝑢𝑤 ∈ 𝐿
1

∧ 𝑢 ∈ 𝐿
2

.←תקבל← 𝑀
1
(𝑤) = 1 ∧ 𝑀

2
(𝑢) = 1𝑀'𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

ניחוש,לכל←ש:כךפירוקלכל←● 𝑥 ∉ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 = 𝑤𝑢𝑤 ∉ 𝐿
1

∨ 𝑢 ∉ 𝐿
2

.←תדחה← 𝑀
1
(𝑤) = 0 ∨ 𝑀

2
(𝑢) = 0𝑀'𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

פולינומית.גםולכןפולינומיותהמכונות:ריצהזמןסיבוכיות 𝑀
1
, 𝑀

2
𝑀'

∎
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לשרשורסגורהP-5תרגול-14שאלה
.גםאזיאם:טענה 𝐿

1
, 𝐿

2
∈ 𝑃𝐿

1
· 𝐿

2
∈ 𝑃

.מכריעותפולינומיותדטרמיניסטיותמ"טלהןקיימותאזיש:מכיוון:הוכחה 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑃𝑀

1
, 𝑀

2

.השפהאתשמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טאתנבנה 𝑀'𝐿
1

· 𝐿
2

תבצע:קלטעלהמכונה 𝑀'𝑥
:מהצורהשלפירוקלכל.1 𝑥𝑥 = 𝑤𝑢

a.עלאתתסמלץ. 𝑀
1

𝑤

b.עלאתתסמלץ. 𝑀
2

𝑢

c.,קבלאם שתיהן קיבלו.
.דחהאם כל הפירוקים לא הצליחו -.2

𝐿.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת
1

· 𝐿
2

= 𝐿(𝑀')

ש:כךכזהפירוקקיים←ש:כךפירוקקיים←● 𝑥 ∈ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 = 𝑤𝑢𝑤 ∈ 𝐿
1

∧ 𝑢 ∈ 𝐿
2

.←תקבל← 𝑀
1
(𝑤) = 1 ∧ 𝑀

2
(𝑢) = 1𝑀'𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')

פירוק,לכל←ש:כךפירוקלכל←● 𝑥 ∉ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑥 = 𝑤𝑢𝑤 ∉ 𝐿
1

∨ 𝑢 ∉ 𝐿
2

.←תדחה← 𝑀
1
(𝑤) = 0 ∨ 𝑀

2
(𝑢) = 0𝑀'𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')

פולינומית.גםולכןפולינומיותהמכונות:ריצהזמןסיבוכיות 𝑀
1
, 𝑀

2
𝑀'

פולינומי.-ולכןכאלהאפשרויותלנויש-?למילהישפירוקאפשרויותכמה 𝑥| | = 𝑛𝑛 + 1𝑂(𝑛)
פולינומי.בזמןשהםהמכונותאתעבורהנבדוקשלנו,אפשרויותמה-אחתלכל 𝑛𝑀

1
, 𝑀

2

∎

לאיטרציהסגורהP-5תרגול-15שאלה

.גםאזאם:טענה 𝐿 ∈ 𝑃𝐿⋆ ∈ 𝑃

שלהאפשריותהחלוקותכלעללעבורפשוטזהשעשינומהלאיטרציה,סגורהש:הוכחנוכאשר:תזכורת 𝑅
המילה לתתי מילים.

: יש כמות אקספוננציאלית של חלוקות כאלה!בעיה

𝑥?מתי:שיטה ∈ 𝐿⋆

𝑥.אם.1 = ε
𝑥.אם.2 ∈ 𝐿

.ש:כךמיליםקיימיםאם.3 𝑤, 𝑢 ∈ 𝐿⋆𝑥 = 𝑤𝑢
נשתמש בתכנון דינאמי על מנת לפתור את הבעיה ☹.
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:תכנון דינמי
.אינדקסועדמאינדקסהמילהתתלהיותאתנגדיר,מילהעבור 𝑤𝑤

𝑖,𝑗
𝑖𝑗

.ל-שייכתתת-המילההאםשיסמןבוליאניערךיחזיקתאכלבה,ב-המאותחלתטבלהנבנה 𝑇𝑎𝑏𝐹𝑖, 𝑗𝑤
𝑖,𝑗

𝐿⋆

לבדוק:נצטרךבטבלה,תאלכל [𝑖][𝑗]
𝑤.האם.1

𝑖,𝑗
∈ 𝐿

.ב-המיליםשתימהןבאחתואם,הטווחביןמיליםלשתיהחלוקותכלאתלבדוק.2 [𝑖, 𝑗)𝐿⋆

𝑇𝑎𝑏[1][𝑛].בתאנמצאתהתשובה?:הטבלהבעזרתשנקבלהסופיתהתשובהתהיהמה

.האםלשאולנרצהעליהשבדיוקכולההמילהזוכלומרהמילהתתזהכי-למה? 𝑤
1,𝑛

𝑤𝑤 ∈ 𝐿⋆

:המכונה המלאה

𝑂(1)

𝑂(𝑛2)
𝑂(𝑛)
𝑂(𝑛)
𝑝(𝑛)
𝑂(1)

𝑂(𝑛)
𝑂(1)

𝑂(1)

תבצע:קלטעל 𝑀𝑤
.נקבלאז-אם 𝑤 = ε

.הערכיםעםבגודלטבלהנאתחל 𝑇𝑎𝑏𝑛𝑥𝑛𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒
1:עבור ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

מהשמאלי).גדולהימנישהאינדקסכך2ל-חלוקהצריכיםאנחנוכי,מ-החלעוברים(אנחנו:עבור 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑖

.עלאתנריץ 𝑀
𝐿

𝑤
𝑖,𝑗

אותה).ונסמןבשפהאכןהמילהעבד,הראשון(התנאי.קיבלה:אם 𝑇𝑎𝑏[𝑖][𝑗] = 𝑇𝑟𝑢𝑒
לשתי מילים).(נבדוק את התנאי השני, כלומר נבדוק את כל החלוקות:אחרת

).גםאזוגםשאםנבדוק(כלומר:עבור 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗 − 1𝑤 ∈ 𝐿⋆𝑢 ∈ 𝐿⋆𝑥 = 𝑤𝑢 ∈ 𝐿⋆

:וגםאם 𝑇𝑎𝑏[𝑘 + 1][𝑗] = 𝑇𝑟𝑢𝑒𝑇𝑎𝑏[𝑖][𝑘] = 𝑇𝑟𝑢𝑒
𝑇𝑎𝑏[𝑖][𝑗].אז = 𝑇𝑟𝑢𝑒

.נקבלאז,אם 𝑇𝑎𝑏[1][𝑛] = 𝑇𝑟𝑢𝑒
.נדחה,אחרת

𝑂(𝑛2.:שבנינוהמכונהשלהריצהזמן · 𝑝(𝑛)) +  𝑂(𝑛2 · 𝑛) = 𝑂(𝑛2 · 𝑝(𝑛) + 𝑛3)

.גםאזאםולכןפולינומיבזמןשזהשכמובן 𝐿 ∈ 𝑃𝐿⋆ ∈ 𝑃
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רדוקציה פולינומית

תזכורות מתורת החישוביות
).(הכריעותהשפותהןבמחלקההקלותהשפות.1 𝑅𝐸𝑅

.ב-טריוויאליתלאשפהלכלשפהמכלרדוקציהיש 𝐿 ∈ 𝑅𝑅𝐸
.ב-השלמותהשפותהןבמחלקההקשותהשפות.2  𝑅𝐸𝑅𝐸

.ב-שלמהשפהלכלשפהמכלרדוקציהיש 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝑅𝐸
:רעיון הרדוקציה

).(כיהקליםיהיוו-הקשיםיהיוהיום,עדשראינולרדוקציותדומהכמעטבאופןזה,בפרק 𝑁𝑃𝑃𝑃 ⊆ 𝑁𝑃

מהשפות(חוץהמחלקהשלאיורתזכורת: 𝑅𝐸
הטריוויאליות) משמאל:

הרדוקציות הכלליות לא מתאימות
נוכללא,במחלקהדומהמשהולבנותנרצהאם 𝑁𝑃

להשתמש ברדוקציות לא מוגבלות (נרצה משהו
לטריוויאליות).(פרטב-שפהלכללרדוקציהניתנותוממילאכריעות,הןב-השפותפולינומי).כל 𝑁𝑃𝑁𝑃

לכן נגדיר סוג מיוחד של רדוקציות - רדוקציות שאפשר לחשב אותן בזמן פולינומיאלי.
אלה רדוקציות שיש מכונה שמחשבת את הרדוקציה בזמן פולינומיאלי בגודל הקלט.

לטריוויאליות)?(פרטב-שפהלכלפולינומיתלרדוקציהניתנתב-שפהכלהאם:שאלה 𝑁𝑃𝑁𝑃
לא ענה על זה בהרצאה.:תשובה

רדוקציות בזמן פולינומיאלי
פונקציההיאל-שלפולינומיאליבזמןרדוקציה.ו-האלפבתיםמעלשפותתהיינה:הגדרה 𝐴, 𝐵Σ

𝐴
Σ

𝐵
𝐴𝐵

שמקיימת:הקלט)(בגודלפולינומיאליבזמןלחישובהניתנתקלט)לכל(מוגדרתמלאה 𝑓: Σ
𝐴
⋆ → Σ

𝐵
⋆

.אזאם.1 𝑤 ∈ 𝐴𝑓(𝑤) ∈ 𝐵
.אזאם.2 𝑤 ∉ 𝐴𝑓(𝑤) ∉ 𝐵
.וגםש:נוכיחכאלהברדוקציותכללבדרך 𝑤 ∈ 𝐴 → 𝑓(𝑤) ∈ 𝐵𝑓(𝑤) ∈ 𝐵 → 𝑤 ∈ 𝐴

.מסמניםל-שלפולינומיאליבזמןרדוקציהישאם:סימון 𝐴𝐵𝐴≤
𝑃
𝐵
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ב-לשפהרדוקציהלעשותאפשרב-שפהכל:רדוקציוניסטיציור 𝑅
2מ-חוץ.ב-לשפהרדוקציהלעשותאפשרב-שפהכל. 𝑅𝐸𝑃𝑁𝑃

אזבשפהלמשלמדובראם-למה?.הטריוויאליות Σ⋆, ∅𝐴 = Σ⋆

וגםל-ב-שישמהאתלקחתצריכיםאנחנוהרדוקציהבפונקצית 𝐴𝐵

להפךגםנכון(זהכלום!איןב-אבל,ל-שב-מהכלאתלקחת 𝐴‾𝐵‾𝐴‾

אבללהפך),(אורדוקציהלעשותאפשרל-בין).אם 𝐴 = ∅∅Σ⋆

לכל השפות האחרות אי אפשר לעשות רדוקציה.מהשפות Σ⋆, ∅

:פשוטה יותרנוכל להגדיר בצורה: אם שתי השפות מעל אותו א"ב,הגדרה עבור שפות מאותו א"ב

המקיימת:פונקציהקיימתאם)ל-פולינומיתלרדוקציהניתנת(כלומרכינאמר,תהיינה 𝐿
1
, 𝐿

2
⊆ Σ⋆𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2
𝑓: Σ⋆ → Σ⋆

מלאה..1 𝑓
.פולינומיזמןלחישובניתנת.2 𝑓

.כלומרתקפה,.3 𝑓∀𝑥 ∈ Σ⋆:  𝑥 ∈ 𝐿
1

⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿
2

דוגמאות לרדוקציות פולינומיאליות
נתונות השפות הבאות:

𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

קודקודיםשלקבוצהתתהיאב-קליקה,גרףבהינתן:קליקה,:תזכורת 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺𝑆 ⊆ 𝑉
בגרף.שכניםהםב-קודקודיםזוגשכלהמקיימת 𝑆

𝐼𝑆 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}
היאב-תלויהבלתיקבוצה,גרףבהינתן:,תלויהבלתיקבוצה:תזכורת 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑆𝑒𝑡𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺

.ל-שייכיםבהןהחליםהקודקודיםששניבגרףצלעותקיימותשלאהמקיימתקודקודיםשלקבוצהתת 𝑆 ⊆ 𝑉𝑆
).ב-אחדקודקודהיותרלכלישב-מהצלעותאחתלכלאחרות,(במילים 𝐺𝑆

𝑉𝐶 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}
קבוצה,גרףבהינתן:,קודקודיםכיסוי:הגדרה 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟𝐺 = (𝑉, 𝐸)

.מ-בקודקודחלהב-צלעכלאםורקאםקודקודיםכיסויקבוצתהיא 𝑆 ⊆ 𝑉𝐺𝑆
𝑆).בקבוצהקצהלהשאיןבגרףצלעאין(כלומר,

הוא(רדוקציה)שניהםביןהמעבראבלפולינומי,בזמןמתבצעלאשלאושלחיפוש:הערה 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝑉𝐶
פולינומי ולכן נאמר שהם "קשים באותה המידה", כלומר שניהם יהיו באותה המחלקה.
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≥𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒?פולינומיתרדוקציהעושיםאיך:1דוגמה
𝑃
𝐼𝑆

).בגרףשכניםהםב-קודקודיםזוג(כל:קלט < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝑆𝐺

).ב-אחדקודקודהיותרלכלישב-מהצלעותאחת(לכל:פלט < 𝐺‾, 𝑘' >∈ 𝐼𝑆𝐺‾𝑆

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺‾, 𝑘 >
הצלעות,כלאתכשנהפוךאזקליקה,בגרףלנוישאם?שלבשפהבקליקהנתעסקאיך:לפונקציההסבר 𝐼𝑆𝐺

בדיוק.הקליקהאותהזוכיהדבראותונשארוה-ב-תהיהבדיוקהקליקהאותה 𝐺‾𝑘
אזב-קליקהיששאםשאומרתפולינומיתברדוקציהנעזרנואנחנו,ב-קליקהחיפשולאאנחנו:כלליהסבר 𝐼𝑆𝐺

אנחנוכיפולינומיזהאזשלם)(חיפושחיפשנוולאמאחר.ב-קליקהגםלנוישהרדוקציה,פונקציתבעזרת 𝐺‾

בסה"כ עוברים על כל הצלעות בגרף והופכים אותם.
:1דוגמהפתרון

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺‾, 𝑘 >
לא,ב-שכניםהקודקודיםאם,ב-קודקודיםזוגכלעללעבורישאתלחשבכדי:פולינומיתהרדוקציה 𝑓 𝐺𝐺

.ב-צלעביניהםתהיהב-שכניםלאהקודקודיםואםב-צלעביניהםתהיה 𝐺‾𝐺𝐺‾

קודקודיםזוגהאםלבדוקשניתן(בהנחה.פולינומי)ב-הקודקודיםמספרהוא(כאשר,היאהסיבוכיותלכן
𝑛
2( ) = 𝑂(𝑛2)𝑛𝐺

ולהפוך כל ביט).: לעבור על מטריצת השכנויותהכי קלהם שכנים בזמן קבוע,

: התקפות נובעת מהלמה הבאה:תקפות הרדוקציה

.ב-ב"תקבוצההיאאם"םב-קליקההיאהקודקודיםקבוצת,גרףעבור:למה 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑆 ∈ 𝑉(𝐺)𝐺𝑆𝐺‾

:הוכחת הלמה
,ב-קיימותמ-קודקודיםזוגותשלהאפשרויותהצלעותכלאזי,ב-קליקההיאש-נניחא':כיוון● 𝑆𝐺𝑆𝐺

.ב-תלויהבלתיקבוצההיאש-מכאןקיימות,לאהללוהצלעותכלב-לכן 𝐺‾𝑆𝐺‾

לאמ-קודקודיםזוגותשלהאפשרויותהצלעותכלאזי,ב-תלויהבלתיקבוצההיאש-נניחב':כיוון● 𝑆𝐺‾𝑆

.ב-קליקההיאש-מכאןקיימות,הללוהצלעותכלב-לכן,ב-קיימות 𝐺‾𝐺𝑆𝐺
∎

≥𝐼𝑆?פולינומיתרדוקציהעושיםאיך:2דוגמה
𝑃
𝑉𝐶

).ב-אחדקודקודהיותרלכליש,בגרףצלע(לכל:קלט < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐼𝑆𝐺𝑆

).ל-שייךמקודקודיואחדלפחות,בגרףצלע(לכל:פלט < 𝐺, 𝑛 − 𝑘 >∈ 𝑉𝐶𝐺𝑆

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺,  𝑛 − 𝑘 >
קבוצתאז,בגודלתלויהבלתיקבוצהב-קיימתאם:הסבר 𝐺𝑘

ציור:ראו.בגודלהיאב-הקודקודיםכיסוי 𝐺𝑛 − 𝑘
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:2דוגמהפתרון
>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺,  𝑛 − 𝑘 >

מ-ומפחיתההגרףקודקודימספראתמחשבתרקהרדוקציה,אתלחשבכדי:פולינומיתהרדוקציה 𝑓(𝑛 =)𝑛
פולינומי.בזמןפעולות.ל- 𝑘

: תקפות הרדוקציה נובעת מהלמה הבאה:תקפות הרדוקציה
כיסויהיאאם"םב-תלויהבלתיהיאקודקודיםקבוצתגרףעבור:למה 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺)𝐺𝑉\𝑆

𝐺.שלקודקודים
:הוכחת הלמה

כלכלומר,,ב-קודקודיםשניהמחברותצלעותאיןאזי,ב-תלויהבלתיקבוצההיאש-נניחא':כיוון● 𝑆𝐺𝑆
אחדקודקודבלפחותנוגעתהקבוצהאזי.מ-אחדקודקודהיותרבלכלנוגעותהגרףצלעות 𝑆𝑉\𝑆

קודקודים.כיסויהיאכלומרבגרף,צלעמכל 𝑉\𝑆
אחדקודקודלפחותבעלתהיאב-צלעכלאזי,ב-קודקודיםכיסויהיאש-נניחב':כיוון● 𝑉\𝑆𝐺𝐺

תלויה.בלתיקבוצההיאכלומר,מ-קודקודיםשניעלשחלותצלעותשאיןמכאן.בקבוצה 𝑉\𝑆𝑆𝑆
∎

.אזשאםהוכיחו:ביתתרגיל 𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2

פולינומיתרדוקציהבעזרתPל-שייכות
.גםאזיו-אם:הרדוקציהמשפט 𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
∈ 𝑃𝐿

1
∈ 𝑃

.אז,וגםאםבחישוביות):שהשתמשנולמסקנה(מקבילהבאהבמסקנהנשתמשלא:הערה 𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

1
∉ 𝑃𝐿

2
∉ 𝑃

𝑃.ל-שייכותלאשהןעליהןשהוכחבשפותנעסוקלאכלומר,
פונקצייתאתהמחשבתפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טתהי.ו-כינניח:המשפטהוכחת 𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
∈ 𝑃𝑀

𝑓

אתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טותהישלה.הריצהזמןאתהחוסםהפולינוםויהיהרדוקציה, 𝑝
1

𝑀
2

שלה.הריצהזמןחסםויהי, 𝐿
2

𝑝
2

:אתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמכונהנתאר 𝑀
1

𝐿
1

תפעל:הקלטעל 𝑀
1

𝑥

).(סיבוכיות:.אתמחשבת.1 𝑓(𝑥)𝑂(𝑝
1
( 𝑥| |))

).(סיבוכיות:.כמוהעונהועלאתמריצה.2 𝑀
2

𝑓(𝑥)( 𝑝
2
( 𝑝

1
( 𝑥| |) ) )2 

של פונקצית הרדוקציה.: נכונות המכונה נובעת ישירות מהתקפותהוכחת נכונות הבניה

.פולינומיהואהואהמכונהשלהריצהזמן:ריצהזמןסיבוכיות 𝑀
1

𝑂  𝑝
1
( 𝑥| |) + ( 𝑝

2
( 𝑝

1
( 𝑥| |) ) )2  ( )

∎
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: מכונה המריצה מכונה אחרת עולה לנו יותר זמן, כי יש לנו סרט נוסף שכותבים בוהערה לסיבוכיות של ההוכחה
את הקונפיגורציה של המכונה כדי שנדע לסמלץ אותה ולמדנו שהסרט הנוסף הזה הוא עד גודל ריבועי.

לכן תמיד שיש מכונה שמריצה מכונה נוספת אנחנו נוסיף לסיבוכיות שלה "בריבוע".

משפטים נוספים
.גםאזו-אם:1משפט 𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
∈ 𝑁𝑃

.1משפטאתהוכיחו:1תרגיל
.להשלים:1תרגילפתרון

𝑁𝑃.ל-שייכותאינןששפותלהוכיחכדיהמשפטמןבמסקנהנשתמשלאכאןגם:הערה
𝑁𝑃.ל-שייכותלאשהןעליהןשהוכחבשפותנעסוקלא

.אז,מ-וגםמ-ששונהכלשהישפההיאו-אם:2משפט 𝐿
1

∈ 𝑃𝐿
2

∅Σ⋆𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2

.2משפטאתהוכיחו:2תרגיל
.להשלים:2תרגילפתרון

טרנזיטיבי.היחס:3משפט ≤
𝑃

.אזוגםאם-טרנזיטיבי.הואשהיחסהוכיחו:3תרגיל ≤
𝑃

𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
≤

𝑃
𝐿

3
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

3

.להשלים:3תרגילפתרון

הוכיחו.-?רפלקסיביהואהיחסהאם:4תרגיל ≤
𝑃

וגםאםכירפלקסיבי.זהאםידועלא-?גםאזהאם-לפתרוןהוראות:4תרגילפתרון 𝐴≤
𝑃
𝐵𝐵≤

𝑃
𝐴𝐴 ∈ 𝑃

.להשליםרפלקסיבי.האםידועלאאזהאםידועולאמאחר, 𝐵 ∈ 𝑁𝑃𝑁𝑃 ⊆ 𝑃

הוכיחו.-?סימטריהואהיחסהאם:5תרגיל ≤
𝑃

הזהותפונק'זהכלום,-לעצמה?משפהפולינומיתרדוקציהפונקציתמהי-לפתרוןהוראות:5תרגילפתרון
.להשליםולכן זה סימטרי.

לשפה).מהיראלגוריתםקיוםשל(במובןכמולפחותקשהאז,אםאינטואיטיבית,:הערה 𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
𝐿

1

הפולינומית)הרדוקציה(ובעזרתבעזרתולבנותאפשראז,ל-השייכותלבדיקתמהיראלגוריתםישאם 𝐿
2

𝐿.ל-השייכותלבדיקתמהיראלגוריתם
1
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NPב-הקלותהשפות
הטריוויאליות)?השפות(ללאבמחלקהביותרהקלותהשפותהןמי:שאלה 𝑁𝑃

≥.היחסבעזרתקל/קשהשלהסיווגלפי-
𝑃

𝑃.ב-טריוויאליות)(הלאהשפותאלה:תשובה
ביותר).הקלה(כמולפחותקשהבמחלקהכלבמחלקה.לכלאזאם:הסבר 𝐿

1
∈ 𝑃𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
𝐿

2
𝐿

1
𝐿

1
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שלמותNPשפות

𝑁𝑃-שלמותּמחלקה
.והמחלקההמחלקהובין,והמחלקההמחלקהביןשקייםהדמיוןעלהצבענו 𝑅𝐸𝑁𝑃𝑅𝑃

-שלההמקבילהעלונלמד,למחלקהגםהזההדמיוןאתנרחיבהזובהרצאה 𝑅𝐸 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
המחשב).במדעיחשובותהכיההגדרותאחת(אולי.או-שלמותשפות 𝑁𝑃𝑁𝑃 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒

לשפה,(פולינומי)יעיל(מכונה)אלגוריתםעלידועשלאאומר)ב-נסמן(לעיתים-שלם:תכל'סהסבר 𝑁𝑃𝑁𝑃𝐶
שלאהוכחנואנחנואזלהפך)(אולשפהכלשהימשפהרדוקציהלהראותנצליחאםכלומר 𝑁𝑃 − 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒

בודקתואז"עד"שמנחשתפולינומיתא"דמ"טקיימתב-שלשפהאמרנו(פולינומי).יעילאלגוריתםקיים 𝑁𝑃
)validation(.הואלנחשיודעלאהמחשבעליו)(נדע-שלמה,היאששפהנקבלעודכלאזדטרמיניסטי 𝑁𝑃

שלא צריך לבזבז זמן יקר בלחפש עבורה אלגוריתם פולינומי (כי אין כזה).

RE-Completeתזכורת:
אם:ב-שלמההיאשפה 𝐿

2
𝑅𝐸

למחלקה).(שייכת.1 𝐿
2

∈ 𝑅𝐸

במחלקה).ביותר(קשהש:מתקייםשפהלכל.2 𝐿
1

∈ 𝑅𝐸𝐿
1

≤ 𝐿
2

.במחלקהביותרהקשותהןב-השלמותהשפות:חשוב 𝑅𝐸𝑅𝐸
.פולינומיתרדוקציהקיימתלכלאםקשהשפה:)NPH(קשותNPשפות 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿

1
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2

-שלמותNPשפותהגדרה:
אם:ב-שלמההיאשפה 𝐿

2
𝑁𝑃

למחלקה).(שייכת.1 𝐿
2

∈ 𝑁𝑃

במחלקה).ביותר(קשהש:מתקייםשפהלכל.2 𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2

מדובר על שפות השייכות למחלקה, ולכל שפה במחלקה יש רדוקציה בזמן פולינומיאלי אליהן.
.במחלקהאחרתשפהכלכמולפחותהקשותהןב-השלמותהשפות:חשוב 𝑁𝑃𝑁𝑃

דור עזריה
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P=NPהאםנכריעאיך
.אז,ל-ששייכת(שלמה)שפהישאם:משפט 𝑁𝑃𝐶𝑃𝑃 = 𝑁𝑃
: הוכיחו את המשפט.תרגיל

:מסקנה
השפותלאחתפולינומיריצהבזמןדטרמיניסטיתמ"טלהראותדי,ש:להוכיחרוציםאם● 𝑃 = 𝑁𝑃

𝑁𝑃.ב-השלמות
בזמןדטרמיניסטיתמ"טלהשאיןשפהעללהוכיחאפשר,ש:להוכיחרוציםאם● 𝑃 ≠ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃

).למה?(,תהיהש-סבירפולינומי.ריצה 𝐿𝑁𝑃𝐶

?NPCבמחלקהשלמותשפותישהאם
ב-שפהשלכלכךב-שפותישהאםכלומר,-שלמות?.שפותבכללישהאםהשאלהנותרה:שאלה 𝑁𝑃𝑁𝑃𝑁𝑃

יש רדוקציה בזמן פולינומי אליהן?.
מחלקה).ביותרקשות(שפותשלמות.שפותבמחלקהישכאלה.שפותיש:תשובה 𝑁𝑃

.הפסוקיםבתחשיבהספיקיםהפסוקיםשפתהיאשהיאעליהשהוכחהראשונההשפה 𝑁𝑃𝐶

רִים.: פסוק בתחשיב הפסוקים בנוי ממשתניםתזכורת מהקורס בלוגיקה ָ שּׁ פסוקיים (אטומים) ומִקַּ
).0(אואו),1(אוערךלקבליכולים-(אטומים)הפסוקייםהמשתנים● 𝑇𝑟𝑢𝑒𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒
הקשרים.שלהאמתטבלאותלפינקבעהפסוקשל-האמתערך● 𝑇𝑟𝑢𝑒 𝑜𝑟 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒
,∨.- אנחנו נסתפק בשלושת הקשרים הבאים:סוגי קשרים●  ∧,  ¬
ϕ(𝑥.נכתוב-הנוסחהשם●

1
, 𝑥

2
,..., 𝑥

𝑛
)

פסוקים ספיקים
אמת למשתנים של הפסוק שבה ערך האמת שלאם יש לפחות השמה אחת של ערכיספיק: פסוק נקראהגדרה
𝑡𝑟𝑢𝑒.הואהפסוק
ספיק?הואהאם.ו-המשתניםמעלפסוקהואהפסוק:תרגיל ϕ(𝑥, 𝑦) = (𝑥 ∨ ¬𝑦) ∧ (¬𝑥 ∨ 𝑦)𝑥𝑦

𝑋𝑁𝑂𝑅.לשערמקבילההנוסחהבהחלט.:תשובה

דור עזריה
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SATהשפה-הספיקותבעיית

מבוא
המילהשלקיצור-(בקיצור:הפסוקיםבתחשיבהספיקותבעיית 𝑆𝐴𝑇

הנחקרתהכרעהבעייתהיאספיקות),האנגלית 𝑆𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦
במסגרת תורת הסיבוכיות. בעיה זו הייתה הבעיה הראשונה עליה הוכח כי

פתרוןלהקייםאםמשמע,)קוק-לויןמשפטהיאזו(הוכחה-שלמהNPהיא
(מחלקתNPב-בעיהלכלכזהפתרוןקייםאזיפולינומיבזמןהרץאלגוריתמי

משמשת בהוכחות רבות עבור. בעיה זוכל הבעיות שעבורן קיים מוודא בזמן פולינומי)
אחרות.-שלמותNPבעיות

SATהשפה-הגדרה
הפסוקים:בתחשיבהספיקיםהפסוקיםשפתהיאהשפה 𝑆𝐴𝑇

𝑆𝐴𝑇 =  {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

Cook-Levinמשפט
-שלמה.היאהשפהכלומר,.:משפט 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃

: צריך להוכיח שני דברים:רעיון ההוכחה
1..𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
.ש:מתקייםשפהלכל.2 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿≤

𝑃
𝑆𝐴𝑇

𝑆𝐴𝑇.הוכחהא':חלק,Cook-Levinמשפט ∈ 𝑁𝑃
פולינומית:א"דמ"טלהלן 𝑁

𝐿

𝑥.למשתניםהשמהנחש.1
1
,..., 𝑥

𝑛

𝑇𝑟𝑢𝑒.מקבלשהפסוקוודאהניחוש,ערךאתהצב.2
:הוכחת נכונות

←הנכונהההשמהאתתנחשהמכונה←לביטוימספקתהשמהקיימת←● < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇ϕ𝑁
𝐿

.←תענההמכונה 𝑇𝑟𝑢𝑒< ϕ >∈ 𝐿(𝑁
𝐿
)

תהיההתשובהשלניחושלכל←לביטוימספקתהשמהקיימתלא←● < ϕ >∉ 𝑆𝐴𝑇ϕ𝑁
𝐿

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒

←.< ϕ >∉ 𝐿(𝑁
𝐿
)

דור עזריה
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הפולינומיתהרדוקציההוכחתב':חלק,Cook-Levinמשפט
.מתקייםשפהשלכללהראותצריך 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿≤

𝑃
𝑆𝐴𝑇

מכריעהדטרמיניסטיתלאמכונהלהישכלומר,.ב-שהיאיודעיםאנחנוהרבה.לא?:עליודעיםאנחנומה 𝐿𝑁𝑃

כלשהו.טבעיל-פולינומיבזמןשרצה 𝑁𝑂(𝑛𝑘)𝑘

.שלהאלפביתמעלמילהכקלטתקבלהרדוקציה:הרדוקציה?תיראהאיך 𝑤𝐿
.אם"םספיקשיהיההפסוקיםבתחשיבפסוק)ב-פולינומיאלי(בזמןתבנההרדוקציה 𝑤| |𝑤 ∈ 𝐿

.עלמקבלחישובל-ישאם"םספיקיהיהשהואכךייבנההפסוקכלומר, 𝑁𝑤

מילהעלשלההריצהשזמןמכריעהא"דמכונהל-שישכןאםנניח:חישובמסלולשלתמונה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑁𝑤

(קבוע).כלשהוטבעיל-כאשרעל-ידיחסום 𝑛𝑘(𝑛 =  |𝑤|)𝑘

יחיד).סרטיששל-(מניחיםשלההסרטעלה-לריבועהיותרלכללהגיעיכולהצעדיםבתוך 𝑛𝑘𝑁𝑛𝑘+1
𝑁

מהבניה).כחלק(לאפסוקלייצרכדי(קונספטואלית)הזאתבטבלהנשתמש:tableauמטריצת

-מסדר)(מטריצההיאהחישובממסלוליבאחדעלריצתשלתמונה 𝑁𝑤𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒𝑎𝑢𝑛𝑘 + 1( ) × 𝑛𝑘 + 2( )
השורה הראשונה מתאימה לקונפיגורציה ההתחלתית.●
בחישוב.ה-לקונפיגורציהמתאימהה-השורה● 𝑖𝑖 − 1

.ה-לקונפיגורציהמתאימה)(ה-האחרונההשורה● 𝑛𝑘 + 1𝑛𝑘

ב-#.: לשם הנוחות, נניח שכל קונפיגורציה מתחילה ומסתיימתהנחות
בכל העמודה הראשונה ובכל העמודה האחרונה במטריצה.1

מופיע הסמל #.

.לסדרהמטריצהאתנרחיב.2 𝑛𝑘 + 1( ) × 𝑛𝑘 + 4( )
לשם הנוחות של האינדקסים בהמשך נניח שהיא מסדר.3

אותהמעתיקיםדחייה),או(קבלהעוצרתלקונפיגורציהמגיעיםשאםנניחגם 𝑛𝑘 + 1( ) × 𝑛𝑘 + 1( )
לשורות שתחתיה במטריצה.

.מסדרהיאהמטריצהשתמידנבטיחכך 𝑛𝑘 + 1( ) × 𝑛𝑘 + 1( )

היא קונפיגורציה מקבלת.: המטריצה תקרא מקבלת, אם אחת השורות שלהמטריצה מקבלתֻ
עלשלמקבללחישובמתאימהעלשלמקבלתמטריצהכל.הואבקונפיגורציההמצבכלומר, 𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
𝑁𝑤𝑁𝑤

".עלשלמקבלתמטריצהיש"האםלשאלהשקולהאתמקבלתהאםהשאלהלכן,. 𝑁𝑤𝑁𝑤
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פסוק.לבנותנרצהקלטמילתלכלולכן,.עבורפולינומיתברדוקציהמעונייניםאנו ∀𝐿 ∈ 𝑁𝑃,  𝐿≤
𝑃
𝑆𝐴𝑇

מטריצה(כלומרהחישובבעץמקבלמסלולישאמ"משיסתפקפסוקנבנהמילהבהינתןתחילה.1 𝑥𝑁(𝑥)
(כלומר את תקפות הרדוקציה).ונסביר נכונותמקבלת)

לאחר מכן נוכיח סיבוכיות אורך הפסוק..2

עלשלמקבלתמטריצהישאם"םיהיהשערכופסוקמ-תבנההרדוקציה:הרדוקציה?תעשהמה 𝑤𝑡𝑟𝑢𝑒𝑁𝑤
אוהקבוצהמןסמליםהםבמטריצהלהופיעשיכוליםהסמלים:הזה?הפסוקיראהאיך 𝐶 = 𝑄 ∪ Γ ∪ {#}

הריצה.זמןבחישובקבוענחשבולכן,)ב-רק(אלאב-תלוילאהקבוצהשגודללבשימוהראש.שלמיקום 𝐶𝑤𝑁

.משתנהנגדירסימןולכללכל:הרדוקציהשבונההפסוק 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛𝑘 + 1𝑠 ∈ 𝐶𝑥
𝑖,𝑗,𝑠

.אם"םש:היאהכוונה 𝑥
𝑖,𝑗,𝑠

= 𝑡𝑟𝑢𝑒𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒𝑎𝑢[𝑖][𝑗] == 𝑠

)𝑂.הואהמשתניםמספר 𝑖| | · 𝑗| | · 𝑐| |) = 𝑂(𝑛𝑘 · 𝑛𝑘 · 1) = 𝑂(𝑛2𝑘)

פסוקים:ארבעהשל)AND(קוניונקציהשהואהפסוקאתמ-תבנההרדוקציה 𝑤ϕ
ϕ = ϕ

𝑐𝑒𝑙𝑙
   ⋀   ϕ

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 
   ⋀   ϕ

𝑚𝑜𝑣𝑒
   ⋀   ϕ

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

נפרט על כל אחד מן הרכיבים של הפסוק:

ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

וידוא שבכל תא במטריצה יכול להיות בדיוק תו אחד.

ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 

וידוא שהשורה הראשונה מכילה את הקונפיגורציה ההתחלתית המתאימה שכן אם יש לנו
מטריצה מקבלת אבל היא לא התחילה בקונפיגורציה ההתחלתית היא לא יכולה לאשר את

קבלת המילה.

ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

δ.תוודא שהמעברים בין הקונפיגורציות חוקיים לפי פונקציית המעברים

ϕ
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

פשוטקונפיגורציותמ-פחותיששאםהריאמרנומקבל,מצבתכילהסופיתשהקונפיגורציה 𝑛𝑘

נשכפל את הקונפיגורציה האחרונה מספר פעמים, ולכן יספיק לוודא מצב מקבל רק בשורה
האחרונה.

.מתוךויחידאחדסמלישבמטריצהתאשבכלהיאשלהמשמעות-הפסוק ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

𝐶

נכתוב:פסוקשלבניסוח.הואש:כךויחידאחדישלכל 𝑖, 𝑗𝑠𝑥
𝑖,𝑗,𝑠

𝑡𝑟𝑢𝑒

ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

= ⋀
1≤𝑖,𝑗≤𝑛𝑘+1

  ⋁
𝑠∈𝐶

 𝑥
𝑖,𝑗,𝑠( )   ⋀   ⋀

𝑠,𝑡,∈𝐶, 𝑠≠𝑡
 ¬𝑥

𝑖,𝑗,𝑠
 ⋁ ¬𝑥

𝑖,𝑗,𝑡( ) ( ) [ ]
𝑇.הואמהםשאחדלוודא:השמאליהביטוי
𝐹.הםהאחריםשכללוודא:הימניהביטוי

דור עזריה
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:סיבוכיות הפסוק

)𝑂.יחיד:תאעבור● Γ ∪ 𝑄| |) + 𝑂( Γ∪𝑄| |
2( )) =  𝑂( Γ ∪ 𝑄| |2)

𝑂(𝑛2𝑘.במטריצה:התאיםכלעבור● · Γ ∪ 𝑄| |2)

ההתחלתיתהקונפיגורציההיאהמטריצהשלהראשונהשהשורההיאשלהמשמעות-הפסוק ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

ההתחלתית.הקונפיגורציהשלהנכוןהסמלמופיעבמטריצההראשונהבשורהתאבכל.עלשל 𝑁𝑤
בניסוח של פסוק:

ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

= 𝑥
1,1,#

  ⋀  𝑥
1,2,𝑞

0

  ⋀  𝑥
1,3,𝑤

1

  ⋀  ...   ⋀   𝑥
1,𝑛+2,𝑤

𝑛

  ⋀  𝑥
1,𝑛+3,𝑏‾

  ⋀ ...  ⋀  𝑥
1,𝑛𝑘,𝑏‾

  ⋀   𝑥
1,𝑛𝑘+1,#

להשלים:סיבוכיות הפסוק

מקבלת.קונפיגורציהבמטריצהשישהיאשלהמשמעות-הפסוק ϕ
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

ϕ
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

:האחרונהבשורהמופיעשהסמלהיאהדרישה 𝑞
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

ϕ
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

=  ⋁
1≤𝑗≤𝑛𝑘+1

  𝑥
𝑛𝑘+1, 𝑗 , 𝑞

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑂(𝑛𝑘).:הפסוקסיבוכיות

הבאהלשורהלעבורמאפשרת(קונפיגורציה)שורהשכללוודאהיאשלהמשמעות-הפסוק ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

𝑁.שלהמעבריםפונקצייתדרךעוקבת)(קונפיגורציה

מתבטאת בלכל היותר בשלושה תאים רצופים: ההבדל בין שתי קונפיגורציות עוקבותהנקודה החשובה היא
.לפיחוקיהואמסדר"חלון"שכללוודאדילכןזהה.השארוכלולשמאלו)שלימינווהתאיםהראש,(מיקום 2 × 3𝑁

דור עזריה
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מתקיים:שב-נניחלדוגמה:חוקייםולאחוקייםחלונות 𝑁

, δ(𝑞
1
, 𝑏) = {(𝑞

2
, 𝑐, 𝐿),  (𝑞

2
, 𝑎, 𝑅)}δ(𝑞

1
, 𝑎) = {(𝑞

1
, 𝑏, 𝑅)}

חלונות חוקייםחלונות לא חוקיים

חוקי:חלוןמהוויםבחלוןהסמליםשששתשיאמרתת-פסוקב-יהיהמסדרחלוןלכל 2 × 3ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

:חלוןבדיקתלכלקבועבזמןהבאהפסוקהיאחוקיהואשהחלוןהקביעהכאשר 𝑂(1)2 × 3

𝑤ב-כללתלויאיננוהחוקייםהחלונותשמספרלבשימוחוקי)חלוןולכלjולכלiלכלמופיעיםכאלה(פסוקים
הרדוקציה.שלהריצהזמןבחישובלקבועייחשבהואולכן),במכונהרק(אלא 𝑁

𝑂(6.:הפסוקסיבוכיות · (𝑛𝑘 + 1)(𝑛𝑘 + 1)) = 𝑂(𝑛2𝑘)

מסדרחלוןוכל,עלשלההתחלתיתהקונפיגורציההיאבמטריצההראשונההשורהאם:טענה 𝑁𝑤2 × 3
שלפניה,השורהשללקונפיגורציהעוקבתקונפיגורציההיאבטבלהשורהכלאז,לפיחוקיחלוןהואבמטריצה 𝑁

חישוב להשלים?.עלשלבְּ 𝑁𝑤
שבו הסמל הזה הוא הסמל האמצעי בשורה העליונה: לכל סמל בקונפיגורציה שאיננו #, התבוננו בחלוןהדרכה

בחלון.

דור עזריה
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להשלים?:הרדוקציה תקפה

.אם"םספיקהוכיחו::תרגיל ϕ = ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

   ⋀   ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 

   ⋀   ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

   ⋀   ϕ
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑤 ∈ 𝐿

תיארנו את הרדוקציה, והוכחנו שהיא תקפה (הוכחנו בבית). כעת נעבור לחישוב זמן הריצה של הרדוקציה,
𝐶𝑜𝑜𝑘.משפטהוכחתאתיסייםזההקלט.בגודלפולינומישהואונוכיח − 𝐿𝑒𝑣𝑖𝑛

:נחשב את הגודל של:הגודל של הפסוק ϕϕ

𝑂(𝑛2𝑘).הואהמשתניםמספר●

.הואשלהגודל● ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

𝑂(𝑛2𝑘)

.הואשלהגודל● ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑂(𝑛𝑘)

.הואשלהגודל● ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

𝑂(𝑛2𝑘)

.הואשלהגודל● ϕ
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

𝑂(𝑛𝑘)

.הואשלהגודלמסקנה: ϕ𝑂(𝑛2𝑘)

:זמן הריצה של הרדוקציה
:ב-פולינומיאליבזמןאתלחשבאפשר ϕ𝑤| |
).jו-iהאינדקסיםשלהתחוםאתלקבוע(כדיב-רקאלאעצמה,ב-תלוייםלא● ϕ

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
, ϕ

𝑐𝑒𝑙𝑙
, ϕ

𝑚𝑜𝑣𝑒
𝑤𝑤| |

הרכיבים של הפסוקים הללו חוזרים על עצמם, ולכן אפשר לחשב אותם בזמן פולינומיאלי.●
פולינומיאלי.בזמןמתוךלחשבאפשראת● ϕ

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡
𝑤

-שלמה!היאומכאןמשפטהוכחתתמהבזה:הזאתהמגעילהההוכחהסיום 𝐶𝑜𝑜𝑘 − 𝐿𝑒𝑣𝑖𝑛𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃

צורה קוניונקטיבית נורמלית
אם:),(נורמליתקוניונקטיביתבצורההואהפסוקיםבתחשיבפסוק:תזכורת 𝐶𝑁𝐹

הפסוק בנוי מקבוצה של פסוקיות שביניהן יש הקשר ∧.1
כל פסוקית היא קבוצה של ליטרלים שביניהם יש הקשר ∨.2
כל ליטרל הוא משתנה או שלילה של משתנה.3

(𝑦 ∨ ¬𝑧¬) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧) ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ ¬𝑧).:דוגמה
𝐶𝑁𝐹.ב-שקולפסוקישפסוקלכל:תזכורת

דור עזריה
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CNF-SATהשפה
.בצורתהם,ל-פרט,משפטבהוכחתהפסוקחלקישכלהראו:תרגיל ϕ𝐶𝑜𝑜𝑘 − 𝐿𝑒𝑣𝑖𝑛ϕ

𝑚𝑜𝑣𝑒
𝐶𝑁𝐹

חלוןשלתת-פסוקכלשלשהגודלמכיווןאךהפסוק,אתיגדילזה.לצורתאתגםלהעביראפשר ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

𝐶𝑁𝐹

בקבוע.כפלכאלהזולהגדלהלהתייחסאפשר),ב-(ולאבמכונהרקתלויב- ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

𝑁𝑤

:היאהשפהגם:מסקנה 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃𝐶
𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

DNF-SATהשפה
אם:),(נורמליתדיסיונקטיביתבצורההואהפסוקיםבתחשיבפסוק:תזכורת 𝐷𝑁𝐹

הפסוק בנוי מקבוצה של פסוקיות שביניהן יש הקשר ∧.1
כל פסוקית היא קבוצה של ליטרלים שביניהם יש הקשר ∨.2
כל ליטרל הוא משתנה או שלילה של משתנה.3

𝐷𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

.הקשרישהפסוקיותשביןלבשימו.הוכיחו::תרגיל 𝐷𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃∨

שגםמוכיחלאל-הבאהאלגוריתםלמה?גםהאם:שאלה 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 
𝑃?ל-שייכת
:בצורתפסוקכאשרקלט"על- < ϕ >ϕ𝐶𝑁𝐹

.בצורתשקוללפסוקאתהעבר.1 ϕϕ'𝐷𝑁𝐹
."דחה. אחרת,קבלספיק. אם כן,בדוק האם.2 ϕ'

.הפסוקבגודלאקספוננציאלישגודלופסוקליצורעלולל-מ-המעבר:תשובה 𝐶𝑁𝐹𝐷𝑁𝐹ϕ'ϕ

DNFו-CNFשקילות
ϕ.לדוגמה: =  (𝑥

1
∨ 𝑥

2
) ∧ (¬𝑥

1
∨ ¬𝑥

2
) ∧ (𝑥

3
∨ 𝑥

4
) ∧  ...  ∧ (¬𝑥

𝑛−1
∨ ¬𝑥

𝑛
)

𝐷𝑁𝐹?לצורתזהאתממיריםכיצד

.בקישורלעיון בדוגמה "קצרה"

דור עזריה
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סיכום הפרק
ונסמןל-פולינומיתלרדוקציהניתנתש:נאמר,שפותשתיבהינתן:פולינומיתרדוקציה 𝐿

1
, 𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2

ש:כךפונקציהקיימתאם 𝑓
פולינומי.בזמןלחישובניתנת.1 𝑓
.כלומרתקפה,.2 𝑓𝑥 ∈ 𝐿

1
⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

אם:)נסמן(או-שלמההיאשפה:-שלמותNPשפות 𝐿𝑁𝑃𝑁𝑃𝐶
1..𝐿 ∈ 𝑁𝑃
.פולינומיתרדוקציהקיימת,לכלכלומר,.2 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿'≤

𝑃
𝐿

הפסוקים:בתחשיבהספיקיםהפסוקיםשפתהיא:SATהשפה
𝑆𝐴𝑇 =  {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

𝑆𝐴𝑇.ש:קוק-לויןמשפטבעזרתבהרצאההוכחנו ∈ 𝑁𝑃𝐶

6תרגול-1תרגיל
𝑆𝐴𝑇.הבאה:השפהנתונה

2
= {< ϕ > |∃ 𝑡𝑤𝑜 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑡𝑜 ϕ}

(שונות).מספקותהשמות2להןשישהפסוקיותכלשפת:במילים ϕ
𝑆𝐴𝑇.הוכיחו:

2
∈ 𝑁𝑃𝐶

.וגםכילהוכיחצריך,ש:להוכיחכדי:פתרון 𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝐶𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝐻

השפהאתשמכריעהפולינומיבזמןא"דמכונהלבנותצריך.נוכיח:א'חלק-פתרון 𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝑁
2

𝑆𝐴𝑇
2

ולהוכיח נכונות וסיבוכיות. אנחנו ננחש שתי השמות ונבדוק שהן מספקות.
תפעל:קלטעלהמכונה 𝑁

2
< ϕ >

.כאשרנוספתהשמהונחשהשמהנחש.1 π
1

π
2

π
1

≠ π
2

.ש:בדוקכלומרמספקת,השמהש-בדוק.2 π
1

ϕ(π
1
) = 𝑡𝑟𝑢𝑒

.ש:בדוקכלומרמספקת,השמהש-בדוק.3 π
2

ϕ(π
2
) = 𝑡𝑟𝑢𝑒

.דחהאחרת,.קבל-עבורמספקותהשמותוגםאם.4 π
1

π
2

ϕ

.ב-המשתניםמספראתב-נסמן:הריצהזמןסיבוכיות 𝑛ϕ
.סה"כ,וגםהניחושכגודל:1שלב.1 𝑂( π

1| |) = 𝑂(𝑛)𝑂( π
2| |) = 𝑂(𝑛)𝑂(2𝑛) = 𝑂(𝑛)

.כלומר,כגודללנויקחזהבפסוק,הצבהנבצעההשמהבבדיקת:2-3שלב.2 ϕ𝑂( ϕ| |)
𝑂(1).קבועבזמןבדיקהביצוע:4שלב.3

פולינומי.-הכלסך 𝑂( ϕ| | + 𝑛)

דור עזריה
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𝑆𝐴𝑇.כינוכיח:המכונהבנייתנכונותהוכחת
2

= 𝐿(𝑁
2
)

ושלשלניחושקיים←עבורשונותמספקותהשמותשניקיימות←● < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇
2

π
1
, π

2
ϕπ

1
π

2

>.←מקבללמצבהמובילים ϕ >∈ 𝐿(𝑁
2
)

←דוחהניחושלכל←אתמספקותלאהםהשמותלכל←● < ϕ >∉ 𝑆𝐴𝑇
2

π
1
, π

2
ϕ𝑁

2

.< ϕ >∉ 𝐿(𝑁
2
)

.מתקייםשלכלכלומר.כינוכיח:ב'חלק-פתרון 𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿'≤
𝑃
𝑆𝐴𝑇

2

ניתןשלמותשבשפותלמדנובנוסף,-שלמה.שפהש:כלומר,כילמדנובהרצאה:מבוא 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃
,עםלרדוקציהניתנתשפהכלאםכלומר,אחרות.שלמותשפותעללהוכיחרדוקציהבעזרת 𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝑆𝐴𝑇

.גםש:נוכיחכאשראז 𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑆𝐴𝑇

2
𝑆𝐴𝑇

2
∈ 𝑁𝑃𝐻

.פולינומיתברדוקציהנוכיחלכן,כיהוכחנו:הרדוקציהתיאור● 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑆𝐴𝑇

2

.כאשרהרדוקציה:פונקצית○ 𝑓(ϕ) = ϕ'ϕ' = ϕ ∧ (𝑦 ∨ 𝑦‾)
אין צורך לתאר את האלגוריתם מכיוון שהפונקציה מתארת היטב את הפעולה הנדרשת.○

:הוכחת נכונות פונקצית הרדוקציה הפולינומית●
קבועה.מחרוזתלהוסיףבסה"כצריךכיפולינומי,בזמןלחישובניתנתהפונקציה○ 𝑓
>.להוכיחצריך:הפונקציהתקפות○ ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇 ⇔ < ϕ' >∈ 𝑆𝐴𝑇

2

ההשמות←לפסוקמספקתהשמהקיימת←■ < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇πϕπ
1

= π · 0

נכונה)(תמידטאוטולוגיתפסוקיתבושקיימתכיווןאתמספקותוגם π
2

= π · 1ϕ'

.←מספקותהשמותשתילפחותל-יש← ϕ'< ϕ' >∈ 𝑆𝐴𝑇
2

נבחר←לפסוקשונותמספקותהשמותשניקיימות←■ < ϕ' >∈ 𝑆𝐴𝑇
2

π
1
, π

2
ϕ'

←הפסוקאתמספקתבפרטההשמה←המספקתההשמהאתבה"כ π
1

π
1

ϕ

.< ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇
פולינומיתרדוקציהבעזרתש:הראנווגםהוכחנו:פתרוןסיכום 𝑆𝐴𝑇

2
∈ 𝑁𝑃𝑆𝐴𝑇

2
∈ 𝑁𝑃𝐻𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝑆𝐴𝑇

2

מ.ש.ל.--שלמהשפההיאכלומר,.ולכן 𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝐶𝑆𝐴𝑇
2

𝑁𝑃

∎
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6תרגול-גדול)(תרגילרדוקציותשרשרת-2תרגיל
:תזכורת
.ערךלושנותנתהשמהקיימתאםספיקהואפסוק● 𝐶𝑁𝐹𝑇
הספיקים.ה-פסוקיכלשפתהיאשפת● 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝐶𝑁𝐹
.פסוקשזהואומריםליטרלים,בדיוקמכילהפסוקיתכלשבופסוקלנוישאם● 𝐶𝑁𝐹𝑘𝑘 − 𝐶𝑁𝐹
הספיקים.ה-פסוקיאוסףהיאהשפה● 𝑘 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑘 − 𝐶𝑁𝐹

רדוקציות.שרשרתבעזרתלמחלקהשפותשלשייכותנוכיחאנחנוזהבתרגיל:הרדוקציותשרשרת 𝑁𝑃𝐶
-שלמות.יהיוהבאותהשפותשארגםאזלוין)קוקמשפט(לפי-שלמהשפההיאו-היות 𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃𝑁𝑃

מדובר בתרגיל גדול, השפות שנוכיח כאן יהיו כלים לפתירת בעיות במבחנים ומטלות.
שהיאלהוכיחצריךהנתונהבשרשרתשפהכלעבורכאלה).6(ישעצמובפניתרגילהוא)(רדוקציהכל ≤

𝑃

ריצה.זמןוסיבוכיותבנייההוכחת+פולינומיתא"דמ"טבנייתע"יזאתונעשהלמחלקהשייכת 𝑁𝑃
לימין).(משמאלבנפרדנתונהפולינומיתרדוקציהכלנפתוראזהשפותשכלשנוכיחלאחר 𝐿 ∈ 𝑁𝑃

נוכיח בשלבים את שרשרת הרדוקציות הבאה:

𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤
𝑃
  3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤

𝑃
  𝑉𝐶  ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐶  ≤

𝑃
  𝐻𝐶  ≤

𝑃
  𝐻𝐿  ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐿 

:הגדרת שפות
𝐷𝐻𝐿 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ} 

𝐻𝐿 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ} 
𝐻𝐶 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒} 

𝐷𝐻𝐶 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒} 
𝑉𝐶 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 3 − 𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 }
𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

דור עזריה
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𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤
𝑃
  3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤

𝑃
  𝑉𝐶  ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐶  ≤

𝑃
  𝐻𝐶  ≤

𝑃
  𝐻𝐿  ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐿

כילהוכיחצריךתחילה.:1רדוקציה 𝐻𝐿≤
𝑃
𝐷𝐻𝐿𝐷𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃

בהרצאהכברהוכחנועבור.וגם 𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃
להוכיחצריך.לשפהקראנוקודמת, 𝐻𝐿 = 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

.𝐷𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃
נבנהלכן,.להוכיחצריך:DHLל-מכונהבניית 𝐷𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑁

𝐷𝐻𝐿.השפהאתשתכריעפולינומיתא"דמ"ט
תבצע:קלטעלהמכונה 𝑁< 𝐺 >

.לצומתמצומתמסלולנחש.1 𝑠𝑡
.ל-שייכתבמסלולצלעשכלבדוק.2 𝑒𝑒 ∈ 𝐸(𝐺)

a.דחה-אם. 𝑒 ∉ 𝐸(𝐺)
𝑣:צומתלכל.3

𝑖
∈ 𝑉(𝐺)

a.דחה-אחתמפעםיותרב-ביקרנואם. 𝑣
𝑖

b.דחה-בכללב-ביקרנולאאם. 𝑣
𝑖

.קבל.4
המסלול.אורךאתב-נסמן:הריצהזמןסיבוכיות 𝑑
𝑂(𝑑).הניחוש:כגודל-1שלב●
המסלולעלצלעכלבדיקת-2שלב●

.𝑂(𝑑 · 𝐸| |) = 𝑂( 𝐸| |2)
𝑂(1).-ספציפיתבדיקה-2aשלב●
)𝑂.צומתכלעלמעבר-3שלב● 𝑉| |)
𝑂(1).-ספציפיתבדיקה-3a,bשלב●

.פולינומי-הואהריצהזמןסה"כ 𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |2)
𝐷𝐻𝐿.כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת = 𝐿(𝑁)
מכווןהמילטונימסלולקיים←● < 𝐺 >∈ 𝐷𝐻𝐿

מכווןהמילטונילמסלולניחושקיים←בגרף 𝐺
←מקבללמצבהמוביליםלצומתמצומת 𝑠𝑡

.< 𝐺 >∈ 𝐿(𝑁)
המילטונימסלולאףקייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐷𝐻𝐿

מסלולשלניחושלכל←בגרףמכוון 𝐺𝑠 → 𝑡
.←דוחההמכונה 𝑁< 𝐺 >∉ 𝐿(𝑁)

מ.ש.ל.
≥𝐻𝐿.:הרדוקציההוכחת

𝑃
𝐷𝐻𝐿

: במסלול המילטוני נרצה לעבור על כלרעיון ההוכחה
>)𝑓.בלבד.אחתפעםהקודקודים 𝐺 >) =< 𝐺' >

בעזרתנרצההמילטוני,מסלולקייםמכווןהלאבגרף 𝐺
מסלולבעלשיהיההמכווןהגרףעלגםלהשליךרדוקציה 𝐺'

שתיבמקומהונשים,מכווןהלאבגרףצלעכלניקחהמילטוני. 𝐺
צלעות2ניצורלכלכלומר,מכוונות.צלעות (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺)

. (𝑢, 𝑣), (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸(𝐺')
יש,ב-גםאזהמילטונימסלולישב-שאםנרצה 𝐺𝐺'

המילטוני.מסלולאיןב-גםאזהמילטונימסלולאיןב-ואם 𝐺𝐺'

צלעות2ניצורצלעלכלמכוון,לאמגרף:להמחשהציור 𝐺
לצומתיוצאתהצלעות2מ-אחתשכלכךהמכווןבגרף 𝐺'

אחרת:

אםגםאזהמילטוני,מסלולב-קייםלאשאםלבלשיםחשוב 𝐺
וזההמילטונימסלוליהיהלאבגרףגםעדייןצלעות,2נצרף 𝐺'

טוב לנו ויהיה שימושי לנכונות של תקפות הפונקציה.

≥𝐻𝐿.רדוקציהנראה:הוכחה
𝑃
𝐷𝐻𝐿

לאגרףכאשר.:הרדוקציהפונקצית 𝑓(< 𝐺 >) =< 𝐺' >𝐺
מכוון.גרףו-מכוון 𝐺'

רקמכוון)(לאכמויהיההמכווןהגרף:הרדוקציההפעלת 𝐺'𝐺
,בצלעקודקודים2כלשעבור 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺)
,𝑢).צלעות2נעשה 𝑣), (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸(𝐺')

: מעבר על כלהפונקציה ניתנת לחישוב בזמן פולינומי
נקבלהכלסךולכןצלעות2ויצירתהקודקודים 𝑂(𝑛)𝑂(2𝑛)

.פולינומי- 𝑂(𝑛)
>.:הפונקציהתקפות 𝐺 >∈ 𝐻𝐿 ⇔ < 𝐺' >∈ 𝐷𝐻𝐿
לאבגרףהמילטונימסלולקיים←● < 𝐺 >∈ 𝐻𝐿

ממנווניצורהצלעאתנשאירכאשרלכן,←מכוון 𝐺
שני כיוונים, עדיין יהיה קיים מסלול המילטוני בגרף

←)ב-שהיההמסלולאותו(זההמכוון 𝐺'𝐺
.< 𝐺' >∈ 𝐷𝐻𝐿

בגרףהמילטונימסלולקייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐻𝐿
שניצלעכלעבורניצוראםגםלכן,←מכווןלא 𝐺

'𝐺מכווןבגרףהמילטונימסלוליהיהלאעדייןכיוונים
←.< 𝐺' >∉ 𝐷𝐻𝐿

מ.ש.ל.

דור עזריה
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𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤
𝑃
  3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤

𝑃
  𝑉𝐶  ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐶  ≤

𝑃
   𝐻𝐶  ≤

𝑃
𝐻𝐿 ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐿

וגםכילהוכיחצריךתחילה.:2רדוקציה 𝐻𝐶≤
𝑃
𝐻𝐿𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃

קודמת,בהרצאהכברהוכחנועבור. 𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃
𝐻𝐿.לשפהקראנו = 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻
𝐻𝐶.כינוכיח:HCל-מכונהבניית ∈ 𝑁𝑃

: אם יהיה לנו אפשרות לנחש את הפרמוטציהרעיון ההוכחה
שתייצג את הסידור הנכון בגרף עבור מעגל המילטון אז ניתן

יהיה לפתור בזמן פולינומי.
השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמכונהנציג 𝑀

𝐻𝐶
𝐻𝐶

תבצע:הקלטעלהמכונה:הוכחה 𝑀
𝐻𝐶

< 𝐺 >

מנחשת פרמוטציה (מסלול) על הצמתים ובודקת.1
שאכן מהווה מעגל המילטון.

אם כן, קבל. אחרת, דחה..2
: אורך המעגל שצריך לנחש הוא ליניאריסיבוכיות זמן ריצה

הצמתיםהאםלבדוקצריך.כלומרהחישוב)בעץ(מסלול 𝑂(𝑛)
שניחשנו שונים זה מזה, ושבין כל שני צמתים עוקבים בסידור

ניתנותהללוהבדיקותשתילכן,.לנועולה-קשתקיימת 𝑂(𝑛)
לביצוע בזמן פולינומי.

𝐻𝐶.ש:להוכיחצריך:נכונותהוכחת = 𝐿(𝑀
𝐻𝐶

)

ניתן←המילטוןמעגלב-קיים←● < 𝐺 >∈ 𝐻𝐶𝐺
לתאר את המעגל ההמילטוני כסידור של צמתים ←

קיים←תצליחשלהוהבדיקהזהסידורתנחש 𝑀
𝐻𝐶

.←עבורמקבלחישובמסלול 𝐺< 𝐺 >∈ 𝐿(𝑀
𝐻𝐶

)

לא←המילטוןמעגלב-קייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐻𝐶𝐺
קיים אף סידור של צמתים המתאר מעגל המילטוני ←

חישובמסלולאףקייםלא←בניחושתצליחלא 𝑀
𝐻𝐶

.←עבורמקבל 𝐺< 𝐺 >∉ 𝐿(𝑀
𝐻𝐶

)

מ.ש.ל.כנדרש.ומכאן 𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃

≥𝐻𝐶.:הרדוקציההוכחת
𝑃
𝐻𝐿

: במסלול המילטוני נרצה לעבור על כלרעיון ההוכחה
הקודקודים פעם אחת בלבד. אנו יודעים כי כל מעגל המילטוני

הוא מסלול המילטוני, אבל חשוב לשים לב שלא כל מסלול
הבנייהאזמעגלישב-אםהמילטוני!.מעגלגםהואהמילטוני 𝐺

אבל,המילטון.מסלולהואהמילטוןמעגלכלכיקלהשל 𝐺'
זהאזב-המילטוןמעגלקייםלאאםהאי-שייכות,שלבחלק 𝐺

לבנותנרצהואנחנוב-המילטוןמסלולקייםשלאמחייבלא 𝐺'
המילטון.מסלולבוקייםשלאכךשייכותאישלבמקרהאת 𝐺'

מעגלבעלמכווןלאגרףהואהגרף. 𝑓(< 𝐺 >) =< 𝐺' >𝐺
התכונות.עלשישמורלבנותנרצהאנחנוהמילטוני, 𝐺'

𝑣קודקודניקחלמסלול:מעגללהפוךנרצהאנחנוכלומר,
השכניםלכלמחובריםשיהיוקודקודיםלשניאותוו"נפצל" 𝑢, 𝑤

שייכות).ואי(שייכותהתרחישים2מתוארבציור:להמחשהציור
נשים לב שאי אפשר לבנות עבור מקרה של שייך ובניה אחרת

עבור מקרה שלא שייך, הבנייה שלנו צריכה לעבוד לכל מקרה.
אזהמילטוןמעגלקייםאםעליון):ציור-(שייכות1תרחיש●

קיים מסלול המילטון.
מעגלקייםלאאםתחתון):ציור-שייכות(אי2תרחיש●

המילטון אז לא קיים מסלול המילטון.
עומדיםאנחנוהתרחישים2עבורשבאמתבציורלראותאפשר

בדרישות ולכן תקיפות הפונקציה שנבנה תהיה נכונה וללא
באגים.

≥𝐻𝐶.רדוקציהנראה:הוכחה
𝑃
𝐻𝐿

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺 >) =< 𝐺' >
בצורהצומתנבחרכך:נבנה:הרדוקציההפעלת 𝐺'𝑣

יהיוש:כך,צמתים2ל-אותהונפרקרנדומלית 𝑤, 𝑢𝑢, 𝑣
יהיולאאםמחובר.היהש-קודקודיםלאותםמחוברים 𝑣

מחוברים אז בונים לבין עצמם. כעת נוסיף שני צמתים נוספים
.הקשתותאתוניצורלגרף 𝑠, 𝑒(𝑠, 𝑤),  (𝑒, 𝑢)

2ו-קודקודים4יצירת:פולינומיבזמןלחישובניתנתהפונקציה
.פולינומיצלעות -
>.:הפונקציהתקפות 𝐺 >∈ 𝐻𝐶 ⇔ < 𝐺' >∈ 𝐻𝐿

כלומרבגרףהמילטונימעגלקיים←● < 𝐺 >∈ 𝐻𝐶𝐺
המילטונימסלולקייםיהיהבגרף← 𝑣 → 𝑥.... 𝑦 → 𝑣( )𝐺'

←←. 𝑠 → 𝑤.... 𝑢 → 𝑒( )< 𝐺' >∈ 𝐻𝐿
נחלקבגרףהמילטונימעגלקייםלא←● < 𝐺 >∉ 𝐻𝐶𝐺

←מסלול)היהולאמסלול(היהמקרים2ל-
איזשהונבחרב-אזי:המילטונימסלולGב-היה)1 𝐺'𝑣

ל-רקשמחובריםקודקודים2ונוסףל-ונפרק 𝑢, 𝑤𝑠, 𝑒𝑢, 𝑤
ולסייםמהםבאחדלהתחילחייביםנהיהל-להגיעכדי. 𝑠, 𝑒

בשני ולכן נשבור את הרצף של המסלול
יהיהלאעבורגםאז:המילטונימסלולGב-היהלא)2 𝐺'

מסלול המילטוני.
←.< 𝐺' >∉ 𝐻𝐿

מ.ש.ל.

דור עזריה
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חדשים.לקודקודיםו-מ-שיוצאותצלעותגםנוסיף.של 𝑣𝑤𝑢

𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤
𝑃
  3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤

𝑃
  𝑉𝐶  ≤

𝑃
   𝐷𝐻𝐶  ≤

𝑃
𝐻𝐶 ≤

𝑃
𝐻𝐿≤

𝑃
 𝐷𝐻𝐿

כילהוכיחצריךתחילה.:3רדוקציה 𝐷𝐻𝐶≤
𝑃
𝐻𝐶𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃

ברדוקציההוכחנועבור.וגם 𝐷𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃
𝐷𝐻𝐶.כינוכיחהקודמת, ∈ 𝑁𝑃

𝐷𝐻𝐶.כינוכיח:DHCל-מכונהבניית ∈ 𝑁𝑃
: אם יהיה לנו אפשרות לנחש את הפרמוטציהרעיון ההוכחה

שתייצג את הסידור הנכון בגרף עבור מעגל המילטון אז ניתן
יהיה לפתור בזמן פולינומי.

השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמכונהנציג 𝑀
𝐷𝐻𝐶

𝐻𝐶

תבצע:הקלטעלהמכונה:הוכחה 𝑀
𝐷𝐻𝐶

< 𝐺 >

מנחשת פרמוטציה (מסלול) על הצמתים ובודקת.1
שאכן מהווה מעגל המילטון.

אם כן, קבל. אחרת, דחה..2
: אורך המעגל שצריך לנחש הוא ליניאריסיבוכיות זמן ריצה

הצמתיםהאםלבדוקצריך.כלומרהחישוב)בעץ(מסלול 𝑂(𝑛)
שניחשנו שונים זה מזה, ושבין כל שני צמתים עוקבים בסידור

ניתנותהללוהבדיקותשתילכן,.לנועולה-קשתקיימת 𝑂(𝑛)
לביצוע בזמן פולינומי.

𝐷𝐻𝐶.ש:להוכיחצריך:נכונותהוכחת = 𝐿(𝑀
𝐷𝐻𝐶

)

המילטוןמעגלמכווןבגרףקיים←● < 𝐺 >∈ 𝐷𝐻𝐶𝐺
← ניתן לתאר את המעגל ההמילטוני כסידור של

שלהוהבדיקהזהסידורתנחש←צמתים 𝑀
𝐷𝐻𝐶

←עבורמקבלחישובמסלולקיים←תצליח 𝐺
.< 𝐺 >∈ 𝐿(𝑀

𝐷𝐻𝐶
)

המילטוןמעגלמכווןבגרףלא←● < 𝐺 >∉ 𝐷𝐻𝐶𝐺
← לא קיים אף סידור של צמתים המתאר מעגל

אףקייםלא←בניחושתצליחלא←המילטוני 𝑀
𝐷𝐻𝐶

.←עבורמקבלחישובמסלול 𝐺< 𝐺 >∉ 𝐿(𝑀
𝐷𝐻𝐶

)

מ.ש.ל.כנדרש.ומכאן 𝐷𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃

≥𝐷𝐻𝐶.:הרדוקציההוכחת
𝑃
𝐻𝐶

אותן: אם ניקח את כל הצלעות המכוונות ונהפוךרעיון ההוכחה
לצלעות לא מכוונות אז ייתכן וניצור מעגלי המילטון שלא היו

קיימות וזה בעייה במקרה ונרצה להוכיח אי-שייכות!.
מכווןמגרףלעבורזהשלנוהמטרה. 𝑓(< 𝐺 >) =< 𝐺' >𝐺

הפונקציה,שלהנכונותאתלשמרועדייןמכווןלאלגרף 𝐺'
ב-גםקייםלאאזב-המילטוןמעגלקייםלאשאםכלומר 𝐺𝐺'

.ב-המילטוןמעגלקייםאזב-המילטוןמעגלקייםכןואם 𝐺𝐺'
לשלושהאותונפצל,המכווןבגרףקודקודלכלהרעיון: 𝑣𝐺

𝑣.חדשים:קודקודים
𝑖𝑛

, 𝑣
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

, 𝑣
𝑜𝑢𝑡

:ציור להמחשה

≥𝐷𝐻𝐶.רדוקציהנראה:הוכחה
𝑃
𝐻𝐶

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺 >) =< 𝐺' >
בגרףקודקודכלעבורכך:נבנה:הרדוקציההפעלת 𝐺'𝐺

קיימתהייתהב-אם.קודקודים3נעשה 𝑣
𝑖𝑛

, 𝑣
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

, 𝑣
𝑜𝑢𝑡

𝐺

הייתהב-ואם.צלעתיהיהב-אזיצלע (𝑢, 𝑣)𝐺'(𝑢
𝑜𝑢𝑡

, 𝑣
𝑖𝑛

)𝐺

בנוסף.צלעתיהיהב-אזיצלעקיימת (𝑣, 𝑢)𝐺'(𝑣
𝑜𝑢𝑡

, 𝑢
𝑖𝑛

)

לכפותכדיהצלעותאתנוסיף (𝑢
𝑖𝑛

, 𝑢
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

),  (𝑢
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

, 𝑢
𝑜𝑢𝑡

)

.ב-כלומר,ב-לעבורהמעגלאת 𝑢𝑢
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

זה: שילוש כמות הקודקודים וחיבור הצלעותסיבוכיות זמן ריצה
.פולינומי-בזמן 𝑂(𝑛)

>.:הפונקציהתקפות 𝐺 >∈ 𝐷𝐻𝐶 ⇔ < 𝐺' >∈ 𝐻𝐶
במסלולמכווןהמילטונימעגלב-יש←● < 𝐺 >∈ 𝐷𝐻𝐶𝐺

המעגל:אתישהחדשבגרף← 𝑣
1

→... → 𝑣
𝑛

→ 𝑣
1( )𝐺'

← 𝑣
1𝑖𝑛

→ 𝑣
1𝑚𝑖𝑑

→ 𝑣
1𝑜𝑢𝑡

... → 𝑣
𝑛𝑖𝑛

.. → 𝑣
𝑛𝑜𝑢𝑡

→ 𝑣
1𝑖𝑛( )

.< 𝐺' >∈ 𝐻𝐶
לכל←מכווןלאהמילטונימעגלב-יש←● < 𝐺' >∈ 𝐻𝐶𝐺'

אזהמילטוניהמעגלוכיל-רקמחוברקודקוד 𝑣
𝑚𝑖𝑑

𝑣
𝑖𝑛

, 𝑣
𝑜𝑢𝑡

←(בה"כ).הפוךאולעבורחייבהוא 𝑣
𝑖𝑛

→ 𝑣
𝑚𝑖𝑑

→ 𝑣
𝑜𝑢𝑡( )

כאשרמצבלהיותיכוללאבפרט, 𝑢 → 𝑣
𝑖𝑛\𝑜𝑢𝑡

→ 𝑤( )
המעגלהגרף,שלוהבניההתיאורלפי← 𝑢, 𝑤 ≠ 𝑣

𝑚𝑖𝑑

נראה כך:
← 𝑣

1𝑖𝑛
→ 𝑣

1𝑚𝑖𝑑
→ 𝑣

1𝑜𝑢𝑡
... → 𝑣

𝑛𝑖𝑛
.. → 𝑣

𝑛𝑜𝑢𝑡
→ 𝑣

1𝑖𝑛( )

דור עזריה
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𝑣).צלעות:לוונוסיף
𝑖𝑛

, 𝑣
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

),  (𝑣
𝑚𝑖𝑑𝑑𝑙𝑒

, 𝑣
𝑜𝑢𝑡

) ∈ 𝐸(𝐺')

.אתנוסיףצלעולכל (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸(𝐺)(𝑥
𝑜𝑢𝑡

,  𝑦
𝑖𝑛

) ∈ 𝐸(𝐺')

←מעגלישהמקוריבגרף 𝐺𝑣
1

→... → 𝑣
𝑛

→ 𝑣
1( )

מ.ש.ל.. < 𝐺 >∈ 𝐷𝐻𝐶

𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤
𝑃
  3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤

𝑃
  𝑉𝐶 ≤

𝑃
 𝐷𝐻𝐶≤

𝑃
𝐻𝐶≤

𝑃
𝐻𝐿≤

𝑃
𝐷𝐻𝐿

דור עזריה
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להוכיחצריךתחילה.:5רדוקציה 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑉𝐶

עבור.וגםכי 𝑉𝐶 ∈ 𝑁𝑃3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
.כינוכיחבהרצאה,הוכחנו 𝑉𝐶 ∈ 𝑁𝑃3 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃

3.כינוכיח:3SATל-מכונהבניית − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
אתשמכריעהפולינומיתא"דמ"טנבנה:ההוכחהרעיון 𝑁

3

שאכןבדיקהלבצעצורךלנואין.השפה 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
שזהמניחיםאנחנופסוקית,בכלליטרלים3מכילהפסוק ϕ

תקין. הבדיקה היחידה שיש לנו לעשות הוא עבור ההשמה
ϕ.שננחש, נרצה לבדוק שההשמה הזאת אכן מספקת את

תבצע:הקלטעלהמכונה:הוכחה 𝑁
3

< ϕ >

π.נחש השמה.1
ϕ(π).שאכןנבדוק.2 = 𝑡𝑟𝑢𝑒
.דחה. אחרת,קבלאם כן,.3

.ב-המשתניםמספראתב-נסמן:ריצהזמןסיבוכיות 𝑛ϕ
)𝑂.הניחושכגודל:1שורה.1 π| |) = 𝑂(𝑛)
)𝑂.הסיפוקלבדיקתהצבה:2שורה.2 ϕ| |)
.פולינומי-סה"כ 𝑂( ϕ| |)

3𝑆𝐴𝑇.ש:להוכיחצריך:נכונותהוכחת = 𝐿(𝑁
3
)

אתשמספקתהשמהקיימת←● < ϕ >∈ 3𝑆𝐴𝑇π
שיוביל למצב מקבל←← קיים ניחוש שלהפסוק ϕπ

.< ϕ >∈ 𝐿(𝑁
3
)

אתתספקלאהיא,השמה←לכל● < ϕ >∉ 3𝑆𝐴𝑇π
.←נדחהניחושלכל← ϕ< ϕ >∉ 𝐿(𝑁

3
)

כנדרש.ומכאן 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
מ.ש.ל.

3.:הרדוקציההוכחת − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑉𝐶

ב-שנסמנהפסוקממירההרדוקציה:ההוכחהרעיון 3𝑐𝑛𝑓ϕ
קודקודיםכיסוימכילכאשרספיקשכך,ומספרלגרף 𝐺𝑘ϕ𝐺

אוספיקאםהידיעהללאנעשיתההמרהקודקודים.של 𝑘ϕ
(חיקוי)שמחקיםכליםמכילהגרף.אתמסמלץבפועל,לא. 𝐺ϕ
בגרףקבוצות2ניצוראנחנו.שלוהפסוקיותהמשתניםאת ϕ

שנבנה: קבוצת קודקודי המשתנים וקבוצת קודקודי הפסוקיות.
𝑥)פסוקיתכלעבור:הפסוקיותקודקודיקבוצת.1 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)

, נגדיר שלושה קודקודים המחוברים ביניהם.
: עבור כל משתנה, נגדיר שניקבוצת קודקודי המשתנים.2

קודקודים מחוברים (צלע), עבורו ועבור ההופכי שלו.
צלעותנחברכלומרשהצגנו,הקבוצות2ביןנחברמכן,לאחר

בין ליטרלים זהים בשתי הקבוצות - כל משתנה בקבוצת
המשתנים נבחר בצלע עם אותו המשתנה שנמצא בקבוצת

כאשרלהיותאתנבחראנחנוהפסוקיות. 𝑘𝑘 = 𝑚 + 2𝑙𝑚
הפסוקיות.מספרזהו-המשתניםמספרזה 𝑙

: נסתכל לדוגמה על הפסוק הבא:ציור להמחשה
ϕ = (𝑥

1
∨ 𝑥

1
∨ 𝑥

2
) ∧ (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑥

2
) ∧ (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑥

2
)

כאשר,מ-תייצרהרדוקציה < 𝐺, 𝑘 >ϕ𝑘 = 𝑚 + 2𝑙 = 8

3.רדוקציהנראה:הוכחה − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑉𝐶

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית ϕ >) =< 𝐺, 𝑘 >
שניהמחברצלעניצור,ב-משתנהלכל:הרדוקציההפעלת 𝑥ϕ

כאשר.ו-ב-האלההקודקודיםשניאתנסמןאנחנוקודקודים. 𝑥𝑥‾

קודקודיםשלשלשההיאפסוקיתכל.וגם, 𝑥 = 𝑇𝑅𝑈𝐸𝑥‾ = 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸
המסומנים בהתאם לשלושת הליטרלים בפסוקית הזאת. שלושת

הקודקודים האלה מחוברים ביניהם וגם מחוברים לקודקודי המשתנים
הפסוקיות.אתו-המשתניםאתב-נסמןלסימון.בהתאםשלהם 𝑚𝑙
.וגםהואבגרףהקודקודיםמספר 𝐺2𝑚 + 3𝑙𝑘 = 𝑚 + 2𝑙

צלעעםקודקודים2ניצורמשתנהלכל:ריצהזמןסיבוכיות
צלעות3עםקודקודים3ניצורפסוקיתלכלביניהם,מחבר

בצלע.נחברהקבוצות2ב-זההליטרללכלבנוסף,ביניהם.
סה"כ - זמן פולינומי.

>.:הפונקציהתקפות ϕ >∈ 3𝑆𝐴𝑇 ⇔ < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝑉𝐶
נבנה←ל-מספקתהשמהיש←● < ϕ >∈ 3𝑆𝐴𝑇ϕ

𝑘:בגודלכיסוי = 𝑚 + 2𝑙
𝑇.ה-עםהליטרלאתזוגמכלניקחהמשתנים,מקודקודי○
מקודקודי הפסוקיות, נבחר מכל משולש שני קודקודים, כך○

עבורההשמהכיכזהלהיות(חייבערךקיבלשהשלישי 𝑇ϕ
אחד).לפחותלהיותחייבלכןמספקת,היא 𝑇

← קיבלנו כיסוי, כי הצלעות מקבוצת המשתנים מכוסות,
הצלעות בתוך המשולשים מכוסות והצלעות בין הקבוצות

עבורוגםהמשתניםצדשקיבלומשתניםעבורמכוסות: 𝑇
.←המשולשים.בצדשקיבלומשתנים 𝐹< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝑉𝐶

בגודלקודקודיםכיסויקיים←● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝑉𝐶
הצלעותכלאתלכסותכדי←בגרף 𝑘 = 𝑚 + 2𝑙𝐺

לפחותלקחתחייבהכיסוי,ליטרלים)3עםפסוקיות(לבנותבמשולשים
הצלעותאתלכסותכדי←משולשמכלקודקודים2

במשתנים, הכיסוי חייב לקחת לפחות קודקוד אחד עבור כל
אםשיהיהנחברמשתנה,לכלהשמה:נבנה←משתנה. 𝑇
שהראנוכיווןבכיסוי.השלילהאםו-בכיסוי,שלוהקודקוד 𝐹

שרק אחד נבחר מכל משתנה, זו השמה חוקית. ← ההשמה
שבנינו מספקת: בכל משולש, הקודקוד שלא נבחר לכיסוי

חייב להתחבר לקודקוד משתנה שכן נבחר (אחרת הצלע לא
.←ומכאןערךקיבלולכןמכוסה), 𝑇< ϕ >∈ 3𝑆𝐴𝑇

דור עזריה
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𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤
𝑃
 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇  ≤

𝑃
  𝑉𝐶  ≤

𝑃
  𝐷𝐻𝐶 ≤

𝑃
 𝐻𝐶 ≤

𝑃
 𝐻𝐿 ≤

𝑃
 𝐷𝐻𝐿

𝐶𝑁𝐹.:6רדוקציה − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

להוכיחצריךתחילה.ב-במקוםנסמןלנוחות, 𝑆𝐴𝑇 ≤
𝑃
 3𝑆𝐴𝑇

בהרצאההוכחנו.וגםכי 3𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
.כיהקודמתברדוקציההוכחנווגם 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃3𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃

≥ 𝑆𝐴𝑇.:הרדוקציההוכחת
𝑃
 3𝑆𝐴𝑇

: אנחנו צריכים להמיר כל פסוקית מהפסוקרעיון ההוכחה
.בפסוק3בגודללפסוקיותהמקורי ϕ ∈ 𝑆𝐴𝑇ϕ' ∈ 3𝑆𝐴𝑇

נוכלואז,ל-מ-פולינומיתרדוקציהנראהאנחנו 𝑆𝐴𝑇3𝑆𝐴𝑇
לתרגםאיךלהראותמספיק-שלמה.היאש:להוכיח 3𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃

להפעילאפשרכללי,פסוקעבור.לפסוקאחתפסוקית 3𝐶𝑁𝐹
את התהליך על כל פסוקית לחוד. ההמרה תתבצע בצורה

הבאה:
אחדנבחראנחנוליטרלים,2או1בהשישפסוקיתלכל.1

ליטרלים.3ל-שנגיעעדהפסוקיתבתוךאותוונשכפלמהם
אותהנפצלאנחנוליטרלים,3מ-יותרבהשישפסוקיתלכל.2

להשליםשאריתלנוונשארבמידה,3בגודלפסוקיותלכמה
שנגיעעדאותםונשכפלעזרבמשתניבמשתנהנבחראז 𝑦

𝑖

הפסוקיות.בכלליטרלים3ל-

.ב-ופסוקיתב-ליטרלנסמן:להמחשהדוגמה 𝑙𝑝
(𝑙

1
)   ⇒   (𝑙

1
∨ 𝑙

1
∨ 𝑙

1
)

(𝑙
1

∨ 𝑙
2
) ⇒  (𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑙

2
)

(𝑙
1

∨ 𝑙
2

∨ 𝑙
3
) ⇒  (𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑙

3
)

ודורשיותרמורכבהפתרון,ש:כךפסוקיתעבור 𝑝𝑛 ≥ 4
𝑦.ב-שנסמןעזרבמשתנישימוש

1
, 𝑦

2
,...., 𝑦

𝑛−3

ליטרלים:מכילההפסוקיתאםכללי,באופן 𝑝𝑛
𝑝 = (𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨... ∨ 𝑙

𝑛
)

וגםחדשותפסוקיותעםאותהלהחליףיכוליםאנחנואז 𝑛 − 2
לקיימים.בנוסףחדשיםמשתנים 𝑛 − 3

לדוגמה, נתבונן בפסוקית הבאה:
(𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑙

3
∨ 𝑙

4
) ⇒  (𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑦

1
) ∧ (𝑦

1
‾ ∨ 𝑙

3
∨ 𝑙

4
)

פסוקיותניצוראיתהליטרלים,להיש 𝑛 = 4𝑛 − 2 = 2
).(חדשיםמשתניםלהונוספוחדשות 𝑛 − 3 = 1𝑦

1

ככה אנחנו נפעל לכל פסוקית שנפגוש בתהליך ההמרה כך
עםופסוקיותליטרלים3היותרלכלעםפסוקיותביןשנבדיל
ליטרלים.4לפחות

≥ 𝑆𝐴𝑇.רדוקציהנראה:הוכחה
𝑃
 3𝑆𝐴𝑇

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית ϕ >) =< ϕ' >

רגיל לפסוק: נבצע המרה בין פסוקהפעלת הרדוקציה ϕϕ'
הנמצאיםהליטרליםמספראתב-נסמן.מצורת 3 − 𝐶𝑁𝐹𝑛

𝑖

הבאה:בצורההמרהונבצעבפסוקית 𝑝
𝑖

ונשכפלמהפסוקיתליטרלנבחר:בגודלפסוקיתלכל.1 𝑛 ≤ 2
בפסוקית.ליטרלים3ל-שנגיעעדאותו

שהוא.כמואותונשאיר:בגודלפסוקיתלכל.2 𝑛 = 3
ל-הפסוקיתאתנפצל:בגודלפסוקיתלכל.3 𝑛 ≥ 4𝑛 − 2

פסוקיות חדשות המכילות את הליטרלים הקיימים, יחד עם
אתהממלאיםונוספיםחדשיםעזרמשתני 𝑛 − 3 𝑦

וחסר).(במידה-ליטרלים3שללצורההחדשותהפסוקיות

𝑛,בגודלפסוקיתכלעבורהגרוע,בזמן:ריצהזמןסיבוכיות
זהולכןחדשותפסוקיותו-ליטרליםנוסיף 𝑛 − 3𝑛 − 2

.פולינומימתבצע בזמן

>.:הפונקציהתקפות ϕ' >∈ 3𝑆𝐴𝑇 ⇔ < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇

נבנה←מספקתהשמהל-קיימת←● < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇ϕπ
השמה מספקת לכל פסוקית חדשה ← עבור המשתנים

π'(𝑙)הערךאותואתלהםתיתןההשמההמקוריים, = π(𝑙)
שיקבלאחדליטרללפחותישולכןמספקתההשמה←. 𝑙

𝑖

אתלכלנבצעחדשיםמשתניםעבור←ערך 𝑇𝑗 ≤ 𝑖 − 2
←.אתלכלנבצעוגם π'(𝑙

𝑗
) = 𝑇𝑗 > 𝑖 − 2π'(𝑙

𝑗
) = 𝐹

כל הפסוקיות יסתפקו ע"י המשתנים החדשים, מלבד
השמהיש←ערךהואכישתסתפק,שלהפסוקית 𝑙

𝑖
𝑇

.←ל-מספקת ϕ'< ϕ' >∈ 3𝑆𝐴𝑇

נניח←ל-מספקתהשמהקיימת←● < ϕ' >∈ 3𝑆𝐴𝑇ϕ'
←ל-מספקתהשמהלאשבשלילה ϕ(𝑙

𝑖
) = ϕ'(𝑙

𝑖
)ϕ

ההשמהכי←ערךקיבלוהליטרליםכלאז 𝐹ϕ(𝑦
𝑖
) = 𝑇

'ϕ← הפסוקית האחרונה לא מסתפקת ←צריכה לספק את
←ל-מספקתהשמהזולכן,←.סתירה ϕ(𝑙

𝑖
) = ϕ'(𝑙

𝑖
)ϕ

.< ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇

מ.ש.ל.
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6תרגול-מאוזנתהשמה-3תרגיל
.שקיבלוהמשתניםלמספרשווהשקיבלוהמשתניםמספראםמאוזנתשהיאהשמהעלנאמר 𝑇𝐹
𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷.השפה:נתונה − 𝑆𝐴𝑇 = {ϕ | ∃ 𝑏𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑑 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑓𝑜𝑟 ϕ}

𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷.הוכיחו: − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶
.כינוכיחמכןולאחרכינוכיח:פתרון 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐻
𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷.כינוכיח:א'שלב-פתרון − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טנבנה 𝑁𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇
תבצע:קלטעל 𝑁< ϕ >
.דחההוא אי-זוגי -אם מספר המשתנים ב-.1 ϕ
π.נחש השמה.2
.דחהבדוק שההשמה מאוזנת - אם לא,.3
ϕ(π).שמתקייםבדוק.4 = 𝑡𝑟𝑢𝑒
.דחה. אחרת,קבלאם כן,.5

𝑛.ב-הפסוקשלהמשתניםמספראתנסמן:הריצהזמןסיבוכיות
𝑂(𝑛).הואהמשתניםמספרבדיקת-1שלב.1
𝑂(𝑛).הניחוש:כגודל-2שלב.2
𝑂(𝑛).מאוזנים:הםהאםלבדוקכדיהמשתניםכלעלמעבר-3שלב.3
)𝑂.הפסוק:עלבמעברהצבהע"יהסיפוקבדיקת-4שלב.4 ϕ| |)
𝑂(1).קבועבזמןבדיקה-5שלב.5

.פולינומיולכןכ-שלריצהזמןקיבלנוהכלסך 𝑂( ϕ| |)
𝐿(𝑁).כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת = 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇
ניחושקיים←הפסוקעבורומאוזנתמספקתהשמהקיימת←● < ϕ >∈ 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇ϕ

.←מקבללמצבשיוביל π< ϕ >∈ 𝐿(𝑁)
אפשריים:מקרים3קיימיםהשמהלכל←● < ϕ >∉ 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇π

מספר המשתנים הוא אי זוגי.○
.שקיבלוהמשתניםלמספרשונהשקיבלוהמשתניםמספר○ 𝑇𝐹
.לא מספקת אתההשמה○ πϕ
.←תדחהולכןשהצגנומהמקריםאחדלפחותנקבלניחושלכל← 𝑁< ϕ >∉ 𝐿(𝑁)

.מ-רדוקציהבעזרתכינוכיח:ב'שלב-פתרון 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑆𝐴𝑇
.רדוקציהנראהלכן,כייודעיםאנו:הרדוקציהתיאור 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇

זוגי.משתניםמספרעםפסוקו-רגילפסוקכאשר.הרדוקציה:פונקצית● 𝑓(< ϕ >) =< ϕ' >ϕϕ'
)AND(ב-פסוקיותמחובריםאיתוויחדהפסוקאתמכילשהואכךהפסוקאתנבנהביצוע:● ϕ'ϕ𝑛

'ϕ.כלומרנכונות).(תמידטאוטולוגיות = ϕ ∧ (𝑦
1

∨ 𝑦
1

‾ ) ∧  ...  ∧  (𝑦
𝑛

∨ 𝑦
𝑛

‾ )
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.פולינומי: אנחנו מוסיפים מספר קבוע של פסוקיות טאולוגיות -הפונקציה פולינומית
>.שמתקייםנראה:תקפההפונקציה ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇 ⇔ < ϕ' >∈ 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇

עםנשאראנחנו-ים,ל-ערכיםשלהצבהלכל←ל-מספקתהשמהקיימת←● < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇ϕ𝑦

←ומאוזנתמספקתהשמהנקבל←הערךאתלכלנבחר←טאוטולוגי)זה(כימספקתהשמה 𝑦
𝑖

𝑥
𝑖

‾

.< ϕ' >∈ 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇
.←מספקתהשמהקיימת←● < ϕ' >∈ 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇< ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇

כנדרש.לכן 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶
∎

תמונת מצב
𝐿.ש:לבנשיםבהמשך…נוכיחאבלשייכותהוכחנולאעודבציורמהשפותלחלק

∞
, 𝐿

𝑒𝑞
, 𝐿

Σ⋆ ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
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-שלמותNPלשפותדוגמאות

מבוא
𝑁𝑃-שלמות:שפותשתיהכרנוהקודםבפרק

𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}
𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

וכו'..)קבוצותלוגיקה,(גרפים,תחומיםמיניבכל-שלמותבעיותגםשהםנוספותשפותכמהנלמדכעת 𝑁𝑃
הןשגםנוספותשפותעללהוכיחאפשראחת,-שלמהשפהלנושידועהברגע?:נוספותשפותעלנוכיחאיך 𝑁𝑃

𝑁𝑃-שלמות.

משפט
הבאות:התכונותאתמקיימתוגםאם 𝐿

1
∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿

2

1..𝐿
2

∈ 𝑁𝑃

.עםלרדוקציהניתנתכלומר,.2 𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2

𝐿.גםאז
2

∈ 𝑁𝑃𝐶

טרנזיטיבי.הואהיחסכיזכרומעל,המתוארהמשפטאתהוכיחו:תרגיל ≤
𝑃

עםפולינומיתלרדוקציהניתנתשפהלכללהראותחייביםאנחנולכן,כילנונתון:הוכחה 𝐿
2

∈ 𝑁𝑃𝐿' ∈ 𝑁𝑃

.כילנונתוןוגם,פולינומיתלרדוקציהניתנתשפהכל,ש:מאחר. 𝐿
2

𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿'≤
𝑃
𝐿

1
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2

ניתנתוגםעםפולינומיתלרדוקציהניתנתכלאזטרנזיטיבי,הואוהיחסמאחרלכן, ≤
𝑃

𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿
1

𝐿
1

.ומכאןעםפולינומיתלרדוקציהניתנתשפהכללכן,.עםפולינומיתלרדוקציה 𝐿
2

𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿
2

𝐿
2

∈ 𝑁𝑃𝐶

∎

3SATהשפה
אם:הואהפסוקיםבתחשיבפסוק:הגדרה 3𝐶𝑁𝐹

𝐶𝑁𝐹.הפסוק.1
בכל פסוקית יש שלושה ליטרלים..2

3𝑆𝐴𝑇.השפה: = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 3𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}
3𝐶𝑁𝐹.ב-הספיקיםהפסוקיםשפתזוהיכלומר,

𝑥).:דוגמה ∨ ¬𝑦 ∨ ¬𝑧) ∧ (¬𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑤)
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3𝑆𝐴𝑇.:משפט ∈ 𝑁𝑃𝐶
𝐶𝑁𝐹.נראה:הוכחה − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
3𝑆𝐴𝑇

בעלותיותראואחתלפסוקיתנמירב-פסוקיתכל.:הרדוקציהפונקצית 𝑓(ϕ(𝑥
1
,..., 𝑥

𝑛
)) =  ϕ'(𝑥

1
,..., 𝑥

𝑛
)ϕ

ϕ.שלושה ליטרלים ב-
ונטפל בכל סוג בנפרד:לשלושה סוגים:  נחלק את הפסוקיות ב-תיאור הרדוקציה ϕ

3ל-שנגיעעדהליטרליםאחדאתנשכפלפשוטכאלהפסוקיות-ליטריםמ-פחותעםפסוקיות.1 3
ליטרלים.

אותם.נשנהלא-בדיוקליטרלים3עםפסוקיות.2
𝑘איזשהועםפסוקיתכלעבוריותר:עדינהעבודהמצריך-ליטרלים4לפחותעםפסוקיות.3 ≥ 4

פסוקיותל-הפסוקיתאתונפצל,ב-המסומניםחדשיםמשתניםעודנוסיףליטרים, 𝑘 − 3𝑦𝑘 − 4
הבא:באופן3בגודל
a.המקורית:הפסוקית(𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑙

3
∨ 𝑙

4
∨....... ∨ 𝑙

𝑘−2
∨ 𝑙

𝑘−3
∨ 𝑙

𝑘
)

b.:הפסוקית החדשה

(𝑙
1

∨ 𝑙
2

∨ 𝑦
1
) ∧ (𝑦

1
‾ ∨ 𝑙

3
∨ 𝑦

2
) ∧ (𝑦

2
‾ ∨ 𝑙

4
∨ 𝑧

3
) ∧  ...... ∧ (𝑦‾

𝑘−3
∨ 𝑙

𝑘−1
∨ 𝑙

𝑘
)

פסוקיות.ו-משתניםיששל-נניחבה"כ:ריצהזמןסיבוכיות ϕ𝑛𝑚
𝑂(𝑚).הפסוקיות:כגודל:1סוגהמרת.1
𝑂(1).קבוע:זמן-דברנשנהלא:2סוגהמרת.2
ליטרליםהיותרלכלישפסוקיתובכלכזהטיפולהמצריכותפסוקיותהיותרלכליש:3סוגהמרת.3 𝑚𝑛

𝑂(𝑛.ולכן · 𝑚)
.פולינומי-זמןקיבלנוסה"כ 𝑂(𝑚 + 𝑛 · 𝑚) = 𝑂(𝑛 · 𝑚)

>.כלומר:רדוקציה,אכןהיאשיצרנושהפונקציה:נוכיחנכונותהוכחת ϕ' >∈ 3𝑆𝐴𝑇 ⇔ < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇
אם"ם הפסוקית או הפסוקיות המקבילותמכיוון שטיפלנו בכל פסוקית בנפרד, נרצה להוכיח שכל פסוקית ב- ϕ

.3מקרהעלרקנפרטולכןטריוויאלים1+2מקריםספיקות.ב-לה ϕ'
ספיקה:ספיקהנראה כי ϕϕ' ⇔

אז יש בה לפחות ליטרל אחד חיובי.: אז הפסוקית הגדולה ספיקה,מצד אחד - אם הפסוק ספיק
נפצל שוב לשלושה מקרים משלימים:

יתקייםשלכללהגדירנוכלאזשנוצרה,הראשונהבפסוקיתנמצאהחיוביהליטרלאם.1 𝑗 ∈ [1, 𝑘 − 3]
יסתפקו.שנוצרוהפסוקיותכלולכן 𝑦

𝑗
= 𝐹

יתקייםשלכללהגדירנוכלאזשנוצרה,האחרונהבפסוקיתנמצאהחיוביהליטרלאם.2 𝑗 ∈ [𝑘 − 3]
יסתפקו.שנוצרוהפסוקיותכלולכן 𝑦

𝑗
= 𝑇
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יתקייםשלכללהגדירנוכלאז,ה-בפסוקיתכלומרבאמצע,נמצאהחיוביהליטרלאם.3 𝑖𝑗 ∈ [𝑘 − 2]
יסתפקו.שנוצרוהפסוקיותכלולכןיתקייםושלכל 𝑦

𝑗
= 𝑇𝑖 − 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 3𝑦

𝑗
= 𝐹

הפסוקיות הבאות לא יסתפק.: נרצה להוכיח שגם צירוףמצד שני - אם הפסוק לא ספיק
מאחר והפסוקיות המקוריות לא הסתפקה, כל הליטרלים בה שליליים.

ונקבלעדככהונמשיךבהכרחולכןבהכרחכך,אםספיק,כןשהואבשלילהנניח 𝑦
1

= 𝑇𝑦
2

= 𝑇𝑦
𝑘−3

= 𝑇

שהפסוקית אחרונה לא מסתפקת! - סתירה.
∎

עבורכזה,במצבאחת.מפעםיותרמופיעמשתנהבהןפסוקיותשאיןכךאתלהגדירניתן:הערה 3𝐶𝑁𝐹
משתניםשניעםפסוקיתעבוראחרת.הרדוקציהאתלבצענצטרךמשתנים,3מ-פחותבעלתפסוקית

.חדשות:פסוקיותשתיניצור (𝑙
1

∨ 𝑙
2
)(𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑥) ∧ (𝑙

1
∨ 𝑙

2
∨ 𝑥‾)

יחיד?משתנהעםפסוקיתעבוריקרהמה:1תרגיל
חדשיםמשתנים2עבורוניצוראזאחד(ליטרל)משתנהעםפסוקיתקייםאם:1פתרון 𝐶

𝑖
𝐶

𝑖
= (𝑙

𝑖
)𝑦

𝑖,1
 ,  𝑦

𝑖,2

.כאשרפסוקיותבצירוףאתנחליף 𝐶
𝑖

𝑍
𝑖

𝑍
𝑖

= (𝑙
𝑖

∨ 𝑦
𝑖,1

∨ 𝑦
𝑖,2

) ∧ (𝑙
𝑖

∨ 𝑦
𝑖,1

∨ 𝑦
𝑖,2

) ∧ (𝑙
𝑖

∨ 𝑦
𝑖,1

∨ 𝑦
𝑖,2

)

הללו?ההמרותשלהסיבוכיותמה:2תרגיל
.להשלים:2פתרון

3𝐶𝑁𝐹:לצורתהבאהפסוקאתהמירו:3תרגיל

(𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥‾
3

∨ 𝑥
4

∨ 𝑥‾
5

∨ 𝑥
6
) ∧ (𝑥

3
) ∧ (𝑥

1
∨ 𝑥‾

4
) ∧ (𝑥‾

3
∨ 𝑥

4
∨ 𝑥‾

6
)

.להשלים:3תרגיל

דור עזריה



חישוביות||160

2SATהשפה
אם:הואהפסוקיםבתחשיבפסוק:הגדרה 2𝐶𝑁𝐹

𝐶𝑁𝐹.הפסוק.1
בכל פסוקית יש שני ליטרלים..2

2𝑆𝐴𝑇.השפה: = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 2𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}
2𝐶𝑁𝐹.ב-הספיקיםהפסוקיםשפתזוהיכלומר,

𝑥).:דוגמה ∨ ¬𝑦) ∧ (¬𝑥 ∨ 𝑦)

2𝑆𝐴𝑇?האם:שאלה ∈ 𝑁𝑃𝐶
2𝑆𝐴𝑇!כינוכיחאפשר!,אי:תשובה ∈ 𝑃

2𝑆𝐴𝑇משפט: ∈ 𝑃
חייבהשניאזשהואמהםאחדעללנוידועאםליטרלים,שנירקבהשישפסוקיתשלבמקרה:להוכחהמבוא 𝐹
הפסוקיותכלשלהתנאיםכלאתשירכזמכווןגרףלבנותשניתןשאומרמהיסתפק.שהפסוקכדילהיות 𝑇

ולהשתמש בגרף הנ"ל כדי למצוא השמה מספקת. כך שאם השמה זו לא קיימת, נוכל לזהות זאת ולהחזיר
תשובה שלילית.

הבנייה תעשה בזמן פולינומי, הפעולות על הגרף ייעשו: נוכיח ע"י בניית גרף שייצג שקילות לוגית לפסוק.הוכחה
ספיק.פסוקהאםהבודקפולינומיאלגוריתםנקבלסה"כפולינומי,בזמן 2𝐶𝑁𝐹

פסוקיות.בעלהואבושנעסוקהפסוק ϕ(𝑥
1
,..., 𝑥

𝑛
) = 𝐶

1
∧ 𝐶

2
∧  ...  ∧ 𝐶

𝑚
𝑚

.ולפסוקלפסוקלוגיתשקולהמהצורהפסוקית:1תזכורת (𝑙
𝑖

∨ 𝑙
𝑗
)𝑙

𝑖
‾ → 𝑙

𝑗
𝑙

𝑗
‾ → 𝑙

𝑖

𝑥¬¬.:2תזכורת = 𝑥

.הלוגיתהשקילותע"יבגרףפסוקיתכלנייצג:המשך (𝑙
𝑖

∨ 𝑙
𝑗
)(𝑙

𝑖
‾ → 𝑙

𝑗
) ∧ (𝑙

𝑗
‾ → 𝑙

𝑖
)

הבא:באופןהגרףאתלבנותנרצה 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

𝑉.הקודקודים:קבוצת● = {𝑥
𝑖
, 𝑥‾

𝑖
 :  𝑖 ∈ [𝑛]}

𝐸.הצלעות:קבוצת● = {𝑥
𝑖

‾ → 𝑥
𝑗
 ,  𝑥

𝑗
‾ → 𝑥

𝑖
  | (𝑥

𝑖
∨ 𝑥

𝑗
) ∈ ϕ}

הפסוק.בגודלפולינומיזמןיצריךהגרףקידודולכןצלעותוגםקודקודיםיהיובגרף● 2𝑛2𝑚

מכךישירותנובע(זה.קשתגםישאזקשתישאםכלומרסימטרי,שהגרףלבנשים:1אבחנה 𝑎 → 𝑏𝑏‾ → 𝑎‾

).הצלעישנהבגרףולכןהפסוקיתמופיעהאזקשתיששאם 𝑎 → 𝑏(𝑎‾ ∨ 𝑏)𝑏‾ → 𝑎‾
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לכלאינטואיטיבית,קודקודים.עםגרףניצור:שהצגנוהגרףלבניית(תכל'ס)בעבריתהסבר 𝐺 = (𝑉, 𝐸)2𝑛
כאשרפסוקיתלכלשלו.לשלילהשניוקודקודלעצמוראשוןקודקודקודקודים,2ניצורמשתנה (𝑎 ∨ 𝑏)𝑎, 𝑏

חייבאז,הואשאםבעצםאומרותהאלההצלעות.וגםמכוונתצלעניצורליטרלים,הם (𝑎‾, 𝑏)(𝑏‾,  𝑎)𝑎𝐹𝑏

.פסוקיתקייםאם"םמכוונתצלעקייםמכאן,(להפך).להיות 𝑇(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸(𝐺)(𝑎‾, 𝑏) ∈ ϕ

: נסתכל על הפסוק הבא:דוגמה

.ϕ = (𝑥‾ ∨ 𝑦) ∧ (𝑦‾ ∨ 𝑧) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧‾) ∧ (𝑧 ∨ 𝑦)

אנחנואזהראשונההפסוקיתעבורלמשללראותאפשר (𝑥‾ ∨ 𝑦)

לראותאפשר,צלעוגםצלעליצורצריכים (𝑥‾‾, 𝑦) = (𝑥, 𝑦)(𝑦‾, 𝑥‾)
בציור כי באמת קיימות הצלעות המכוונות האלה.

: אם נשתמש באבחנה זו מספר פעמים, נשים לב שמסלול:המשך
הצלעות:אתגורר 𝑣

1
→ 𝑣

2
→... → 𝑣

𝑘−1
→ 𝑣

𝑘

.המסלול:קיוםאתשיגררו 𝑣
2

‾ → 𝑣
1

‾ ,   𝑣
3

‾ → 𝑣
2

‾ ,    ....     ,    𝑣
𝑘

‾ → 𝑣
𝑘−1
‾𝑣

𝑘
‾ → 𝑣

𝑘−1
‾ →... → 𝑣

2
‾ → 𝑣

1
‾

.לקבלצריךהקודקודגםאזקיבלהקודקודאםמתקיים:צלעלכל:2אבחנה 𝑢 → 𝑣𝑢𝑇𝑣𝑇

𝑢.כילמה? → 𝑣 ≡  (𝑢‾ ∨ 𝑣)

מכוון:מעגלשקייםכךמשתנהקייםאם"םלפסוקמספקתהשמהאין:כלליקריטריוןננסח 𝑥

בגרף.ל-מ-מסלולקיים.1 𝑥𝑥‾

בגרף.ל-מ-מסלולקיים.2 𝑥‾𝑥
:הוכחת הקריטריון

קיימתאזיאחד,מכווןמעגלעלשניהםנמצאיםוגםש:כךמשתנהבגרףקייםלאאם-א'כיוון● 𝑥𝑥𝑥‾

מ-מסלולישוגם,לעברמ-מסלולשישכךקודקודקייםשלאנניחלפסוק.מספקתהשמה 𝑥𝑥𝑥‾𝑥‾

אם,כלומרשלילתו.אלמסלולממנוישאשרב-שנסמן(ליטרל)קודקודנחפש.לעבר 𝑥𝑢‾𝑢‾ →... → 𝑢
לא קיים מסלול כזה, נבחר קודקוד כלשהו.

.ולליטרללליטרלניתן○ 𝑢 = 𝑇𝑢‾ = 𝐹
לשלילתם.ו-ערךניתן,מ-אליהםמסלולשישהקודקודיםלכל○ 𝑢𝑇𝐹

יש שתי בעיות שעלולות לצוץ בשיטה זו:

שישמכיווןהגרף,שלהסימטריהבגלל:ל-מ-מסלולוגםכלשהולקודקודמ-מסלוליש.1 𝑢𝑤𝑢𝑤‾

,אתוגםאתהמכילמעגלישכלומר,אלמ-מסלולישגםאזאלמ-מסלול 𝑢𝑤𝑤‾𝑢‾𝑢𝑢‾

בסתירה להנחה.
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כלומר.קיבלאםיקרהזה:ערךקיבלכברהואאבלערךלולתתשנרצהקודקודיש.2 𝑇𝐹𝑤‾𝑇

בסתירה,אלמ-מסלולשישנובעהגרף,שלההסימטריהבגללשוב,.אלמ-מסלוליש 𝑢𝑤‾𝑤𝑢‾

להנחה.

השמהאיןאזיאחד,מכווןמעגלעלשניהםנמצאיםוגםש:כךמשתנהבגרףקייםאם-ב'כיוון● 𝑥𝑥𝑥‾

.לעברמ-מסלולישוגם,לעברמ-מסלולשישכךקודקודשישנניחלפסוק.מספקת 𝑥𝑥𝑥‾𝑥‾𝑥

סתירה!.וזושגםצריךאזאם○ 𝑥 = 𝑇𝑥‾ = 𝑇

סתירה!גםוזושגםצריךאזאם○ 𝑥‾ = 𝑇𝑥 = 𝑇

הכלליהקריטריון-מ.ש.ל.

פולינומי:דטרמיניסטימכונה/אלגוריתםנתארפסוקבהינתןלסיכום,:ההוכחההמשך 2𝐶𝑁𝐹
תבצע:קלטעל 𝑀

2𝑆𝐴𝑇
< ϕ >

בונה את הגרף הנ"ל..1
תבצע:לכל.2 𝑣 ∈ 𝑉

a.מ-)(אומבצעת. 𝐵𝐹𝑆𝐷𝐹𝑆𝑣

b.אלחזרהמגיעשהמסלולנמצאאם,מ-גםמבצעת,אלמ-מסלולקייםאם- 𝑣𝑣‾𝐵𝐹𝑆𝑣‾𝑣
.דחהאז

.קבל.3
: נובעת ישירות נכונות הקריטריון שהוכחנו.נכונות הבניה

למשךה-אתונבצעהיאשלסיבוכיות:ריצהזמןסיבוכיות 𝐷𝐹𝑆𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |) = 𝑂(𝑛 + 𝑛2)𝐷𝐹𝑆𝑛 = 𝑉| |

פולינומי.זמן-נקבלסה"כפעמים. 𝑂(𝑛3)
∎

,בגרףאו/גםהמסלולקיימותבדיקתלפיהבאה:הבדיקהבשיטתנסתמך:תכל'סהסבר 𝑥 → 𝑥‾𝑥‾ → 𝑥𝐺
קיום המסלול מצומת אחת לאחר יכולה להתבצעאו לא.אנחנו יכולים להכריע האם ההשמה מספקת את ϕ

פולינומיבזמןהםהאלההאלגוריתמיםשני.אוכמובגרףלחיפושטריוויאליםבאלגוריתמים 𝐵𝐹𝑆𝐷𝐹𝑆
.כיהזאתבצורהלהוכיחאפשרולכן 𝑂(𝑉 + 𝐸)2𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃
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-שלמהNPהיאקודקודיםכיסויבעיית
קשתלכלאםקודקודים,כיסוינקראתמכווןלאבגרףצמתיםקבוצת:הגדרה 𝑈𝐺 = (𝑉, 𝐸)(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺)

הגרף.קשתותכלאת"מכסים"צמתיבנוסף,.אוש:אואוש:מתקיים 𝑢 ∈ 𝑈𝑣 ∈ 𝑈𝑣, 𝑢 ∈ 𝑈𝑈

𝑉𝐸𝑅𝑇𝐸𝑋 − 𝐶𝑂𝑉𝐸𝑅 =  {< 𝐺, 𝑘 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑘 − 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟}

𝑉𝐶.:משפט ∈ 𝑁𝑃𝐶
.רדוקציהבעזרתכילהוכיחמכןולאחרכילהוכיחצריך:הוכחה 𝑉𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝑉𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝐻3𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝑉𝐶

.לשפהא"דמ"טנתאר.כינוכיח:א'חלק 𝑉𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝑉𝐶
תבצע:קלטעלהמכונה 𝑁< 𝐺, 𝑘 >

𝑘.בגודלקודקודיםקבוצתמנחשת.1
.דוחהעוברת על כל הצלעות בגרף, אם מוצאת צלע שחלה בקודקוד שאינו בקבוצה -.2
.מקבלת.3
שמנחשים.בקבוצהזהיםקודקודיםויהיויתכן.מינימליכיסויביקשנושלאלבנשים (τ(𝐺))
המכונה עובדת בזמן פולינומי:●

𝑂(𝑘).הניחושכגודל-1שלב○
𝑂(𝑘.בקבוצהקודקודכלובודקתבגרףהצלעותכלעלמעבר-2שלב○ · 𝐸| |)
פולינומי.זמן-ריצהזמןסה"כ 𝑂(𝑘 · 𝐸| |)

𝐿(𝑁).כינראההבניה:נכונות● = 𝑉𝐶
ניחושקיים←בגרףהצלעותכלאתהמכסים-קודקודיםקבוצתקיימת←○ < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝑉𝐶𝑘

עברהוהבדיקההצלעותעלכלעוברהנכון,בניחושבוחר←בגודלכזוקבוצהעבור 𝑘𝑁
.←מקבל←בהצלחה 𝑁< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐿(𝑁)

לכל←בגרףהצלעותכלאתהמכסים-קודקודיםקבוצתקיימתלא←○ < 𝐺, 𝑘 >∉ 𝑉𝐶𝑘
←בקבוצהשאינובקודקודשחלהצלעומוצאבודק,בגודלכזוקבוצהעבורניחוש 𝑘𝑁𝑁
>.←דוחה 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐿(𝑁)

פולינומיזמןלבנותיש,פסוקלכל.רדוקציהבעזרתכינוכיח:ב'חלק 𝑉𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝐻3𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑉𝐶ϕ ∈ 3𝐶𝑁𝐹

ספיק.אםורקאםבגודליששב-כך,טבעיומספרמכווןלאגרף,שלבגודל ϕ𝐺𝑘𝐺𝑉𝐶𝑘ϕ
כלוגםליטרלים3עםפסוקיתהיאפסוקיתכלכאשרפסוקיות,ו-משתניםעםפסוקבהינתן 3𝐶𝑁𝐹𝑛𝑚φ

𝑖

:הבאהגרףאתנבנה.אומהצורההואליטרל 𝑙
𝑖𝑗

= 𝑥
𝑘

𝑙
𝑖𝑗

= 𝑥
𝑘

‾𝐺 = (𝑉, 𝐸)

קבוצת הקודקודים:●

.𝑉 = {𝑥
𝑖
| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥

𝑖
‾ | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑙

𝑗𝑟
| 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 ,  1 ≤ 𝑟 ≤ 3} 

משתנהלכלצומתמשתנהלכלשלילהצומתצמתיםשלושהניצור,jפסוקיתלכל
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כך:נבנההצלעותקבוצת● 𝐸

.הצלעאתנגדירמשנהלכל○ 𝑥
𝑖

{𝑥
𝑖
,  𝑥

𝑖
‾ }

מחוברות)צלעות3(משולשניצור,פסוקיתלכל○ 𝑗𝑟
שקודקודיו הם הליטרלים של הפסוקית.

נחבר כל ליטרל במשולשים של הפסוקיות עם○
המשתנה המתאים לו בקשתות של המשתנים.

ϕ(𝑥
1
, 𝑥

2
) = (𝑥

1
∨ 𝑥

1
∨ 𝑥

2
) ∧ (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑥

2
) ∧ (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑥

2
)

המשולש.אינדקסכאשרלכתובלמשלאפשר 𝑙𝑥
𝑖𝑗

𝑗

צלעות(לכסותו-שתיארנוהגרףהואש-כךהיאהרדוקציה 𝑓(< ϕ >) =< 𝐺, 𝑘 >𝐺𝑘 = 2𝑚 + 𝑛
אותו).לכסותבשבילקודקודים2צריךמשולש,לכלכי-משולשיםלכסותוגם-משתנים 𝑛 2𝑚
הצלעותכמותשבנינו.הגרףשלהגודלסדרגםוזהוהואהקלטגודל:הריצהזמןסיבוכיות● 𝑂(𝑚 + 𝑛)

פולינומי.עדיין-ריבועיזהאזשכנויות,מטריצתעםעובדיםאנחנואם.בדיוקהיא 𝑛 + 3𝑚 + 3𝑚
:תקפות הפונקציה●

הואשגודלול-קודקודיםכיסוינבנהעבורה.מספקתהשמהותהיש:נניח○ ϕ ∈ 3𝑆𝐴𝑇π𝐺
2𝑚:בדיוק + 𝑛

בהשמהערךשמקבלהליטרלאתזוגכלניקחהמשתנים,שלמהקשתות■ {𝑥
𝑖
, 𝑥

𝑖
‾ }𝑇π

לכל משולש של פסוקית, נבחר את כל קודקודי הליטרלים בפסוקית שלא הסתפקו.■
ללפחותנותנתולכןמספקתהשמההיאכיפסוקית,לכלכאלה2היותרלכליש π𝑇

ליטרל אחד מכל פסוקית.
היותר).(לכלהואשתיארנוהקבוצהגודל 2𝑚 + 𝑛

למה קבוצה זו מהווה כיסוי קודקודים? - נראה ששלושת סוגי הצלעות מכוסות:
בין משתנה לשלילתו - בהשמה חוקים בדיוק אחד מהם מסתפק ולכן צלעות אלו.1

מכוסות.
משולש.מכסיםקודקודים2כי-בקבוצהקודקודים2ישמשולשבכל.2
הסיבה שבגללה כל צלע בין החלק העליון (ממשתנה לשלילתו) לחלק התחתון.3

(משולשי הפסוקיות) מכוסה מצריכה הסבר. נניח בשלילה שישנה צלע בין החלק
העליון לחלק התחתון שאינה מכוסה - אם כך, שני קודקודי הצלע לא בקבוצת

הקודקודים שנבחרו. הקודקוד בחלק העליון לא בקבוצה, כלומר הליטרל שהוא מייצג
לא מסתפק, ולכן הפסוקית מטה לא מסתפקת ממנו. הקודקוד התחתון לא מיוצג

בקבוצה ואם כך, יש כבר שני קודקודים בפסוקית שנבחרו (אחרת פשוט היינו מוסיפים
אותם). אבל, לפי בניית הקבוצה הוספנו את כל הקודקודים מהמשולש שלא

מסתפקים - סתירה. יש לכל היותר שני ליטרלים שלא מסתפקים בפסוקית ספיקה.
הקבוצה.קודקודיע"ימכוסותהצלעותכלכיהיאשבחרנוהקבוצהסך-הכל, 𝑉𝐶
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בגודלקודקודיםכיסוישהיאקודקודיםשלתת-קבוצהישבגרף,ש:נניח○ < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝑉𝐶𝑆
.הפסוקאתהמספקתהשמהלמצואכדיהנ"לב-נשתמשבדיוק. 𝑘 = 2𝑚 + 𝑛𝑆ϕ

ראשית, כדי לכסות צלעות של משולש, צריך לבחור לפחות שני קודקודים, וכדי לכסות צלע בין
מכילאכןש-נובע,ש:מכיווןאחד.קודקודלפחותצריךלשלילתומשתנה 𝑆| | = 2𝑚 + 𝑛𝑆
שלמשולשמכלקודקודים2ולפחותושלילתו,משתנהשלצלעמכלאחדקודקודלפחות

מתוךל-שנבחרולליטרליםתתןההשמההבא:באופןל-מספקתהשמהנגדירפסוקית. ϕ𝑇𝑆
-מספקתהשמהלהיותחייבתהנ"לההשמהלאחרים.ו-ושלילתו,משתנהביןהצלעות 𝐹

וזאת,ב-כלשהולקודקודמגיעותלאממנושיוצאותהצלעותשכלמשולששישנקבלאחרת, 𝑆
בכלחיוביאחדליטרללפחותשישלהראותנרצה.שלקודקודיםכיסויהיאש-לכךסתירה 𝑆𝐺

פסוקית, מה שיגרור שהפסוק ספיק. נניח בשלילה שהיא לא מספקת את הפסוק - אם כך, יש
לפחות פסוקית אחת שלא מסתפקת. מכאן שכל הליטרלים בה שליליים. בדיוק שני קודקודים

מכל משולש נבחרו. נתבונן בקודקוד שלא נבחר בפסוקית זו. כדי שהליטרל בפסוקית
𝑆.אלנבחרלאהעליוןבחלקזהליטרלאתשמייצגהקודקוד-יסתפקלאמייצגזהשקודקוד

מאחר וגם הקודקוד בפסוקית לא נבחר אליה, הצלע ביניהם לא מכוסה, סתירה.
∎

-שלמהNPהיאתלויהבלתיקבוצהבעיית
קבוצתהיאמכווןלאבגרףצמתיםשלאו(ב"ת)תלויהבלתיקבוצה:תזכורת 𝐼𝑁𝐷𝐸𝑃𝐸𝑁𝐷𝐸𝑁𝑇 − 𝑆𝐸𝑇𝐺

צמתים שאין קשת בין כל שניים מהם.
𝐼𝑆 = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑘 − 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑡}

.ב-ב"תקבוצההיאאם"ם,ב-קודקודיםכיסויהיאמכווןלאבגרףצמתיםקבוצתהוכיחו::תרגיל 𝑈𝐺𝐺𝑉\𝑈𝐺
:פתרון
כלכלומר,,ב-קודקודיםשניהמחברותצלעותאיןאזי,ב-תלויהבלתיקבוצההיאש-נניחא':כיוון● 𝑆𝐺𝑆

אחדקודקודבלפחותנוגעתהקבוצהאזי.מ-אחדקודקודהיותרבלכלנוגעותהגרףצלעות 𝑆𝑉\𝑆
קודקודים.כיסויהיאכלומרבגרף,צלעמכל 𝑉\𝑆

אחדקודקודלפחותבעלתהיאב-צלעכלאזי,ב-קודקודיםכיסויהיאש-נניחב':כיוון● 𝑉\𝑆𝐺𝐺
תלויה.בלתיקבוצההיאכלומר,מ-קודקודיםשניעלשחלותצלעותשאיןמכאן.בקבוצה 𝑉\𝑆𝑆𝑆

∎
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𝐼𝑆.:משפט ∈ 𝑁𝑃𝐶
(בזמן פולינומי) הפותר את בעיית הקבוצה הבלתי: (של הרדוקציה). נניח שקיים אלגוריתם יעילרעיון ההוכחה

השאלהידיעל,היותרלכלבגודלקודקודיםכיסויישל-האםלהכריעכדיבהלהשתמשפשוטאפשרתלויה, 𝐺𝑘
.לפחותבגודלב"תקבוצהישהאם 𝐺𝑛 − 𝑘

.פולינומיתברדוקציהוגםכילהוכיחצריך:הוכחה 𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑉𝐶≤
𝑃
𝐼𝑆

.פולינומיתברדוקציהכינוכיחקודם.בפרקכברהוכחנו 𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑉𝐶≤
𝑃
𝐼𝑆

).ל-שייךמקודקודיואחדלפחות,בגרףצלע(לכל:קלט  < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝑉𝐶𝐺𝑆

).ב-אחדקודקודהיותרלכליש,בגרףצלע(לכל:פלט < 𝐺, 𝑛 − 𝑘 >∈ 𝐼𝑆𝐺𝑆

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺,  𝑛 − 𝑘 >
.לפחותבגודלהיאב-ב"תקבוצהאז,בגודלקודקודיםכיסויקבוצהב-קיימתאם:הסבר 𝐺𝑘𝐺𝑛 − 𝑘

מ-ומפחיתההגרףקודקודימספראתמחשבתרקהרדוקציה,אתלחשבכדי:פולינומיתהרדוקציה 𝑓(𝑛 =)𝑛
פולינומי.בזמןפעולות.ל- 𝑘

: תקפות הרדוקציה נובעת מהלמה הבאה:תקפות הרדוקציה
כיסויהיאאם"םב-תלויהבלתיהיאקודקודיםקבוצתגרףעבור:למה 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺)𝐺𝑉\𝑆

𝐺.שלקודקודים
∎

-שלמהNPהיאהקליקהבעיית
קודקודיםשלקבוצהתתהיאב-קליקה,גרףבהינתן:קליקה,:תזכורת 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺𝑆 ⊆ 𝑉

בקבוצה).צמתים2כלביןצלע(שישבגרף.שכניםהםב-קודקודיםזוגשכלהמקיימת 𝑆
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸.:משפט ∈ 𝑁𝑃𝐶
.פולינומיתרדוקציהבעזרתוגםכינוכיח:הוכחה 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐼𝑆≤

𝑃
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

הקודם.בפרקהוכחנו,כינוכיח:א'חלק 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑁𝑃
קודם.בפרקגםהוכחנו,פולינומיתרדוקציהבעזרתכינוכיח:ב'חלק 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐼𝑆≤

𝑃
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

-שלמה.היא:מסקנה 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝑁𝑃
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תרגיל ממבחן
𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆יהי = {< 𝐺, 𝑘

1
, 𝑘

2
>  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘

1
 𝑂𝑅 𝑎𝑛 𝐼𝑆 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘

2
}

.ל-אתסווגו 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆𝑁𝑃𝐶/𝑁𝑃/𝑃
.וגםלהראותצריך.:פתרון 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻
שיטות.2ב-זהחלקשלהוכחהנציג,כינוכיח 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃
.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טנבנה.1 𝑁𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆
𝑅.ביחסנוכיח.2

𝐿

תבצע:הקלטעלהמכונה:מכונהבניית-1שיטה 𝑁< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>

.בגודלקודקודיםוקבוצתבגודלקודקודיםקבוצתנחש.1 𝑆
1

𝑘
1

𝑆
2

𝑘
2

.קבל-כןאםקליקה,היאהקבוצההאםבדוק.2 𝑆
1

.קבל-כןאםתלויה,בלתיהיאהקבוצההאםבדוק.3 𝑆
2

.דוחהאחרת,.4
.פולינומיתחסוםהניחושפולינומית,היאהמכונה:ריצהזמןסיבוכיות-1שיטה 𝑁2 𝑉(𝐺)| | ≥ (𝑘

1
+ 𝑘

2
)

.ב-חסוםלב"תשלהבדיקה,ב-חסוםלקליקהשלהבדיקהבנוסף, 𝑆
1

𝑂(𝑘
1

2)𝑆
2

𝑂(𝑘
2

2)

סך הכל, פולינומי (ריבועי) בקלט.
:הבניהנכונותהוכחת-1שיטה
כזהניחושקיים←בגודלב"תקבוצהאובגודלקליקהקיימת←● < 𝐺, 𝑘

1
, 𝑘

2
>∈ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆𝑘

1
𝑘

2

.←ותקבלנכוןתנחשוהמכונה 𝑁< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>∈ 𝐿(𝑁)

ניחוש,לכל←בגודלב"תקבוצהולאבגודלקליקהקיימתלא←● < 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>∉ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆𝑘

1
𝑘

2

.←תדחההמכונה 𝑁< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>∉ 𝐿(𝑁)

אתנגדירעבור.היחסאתנגדיר:היחסהגדרת-2שיטה 𝑅
𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

𝑥 =< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>

.כאשרהעד:אתונגדיר 𝑦 =< 𝑆
1
, 𝑆

2
>𝑆

1| | = 𝑘
1
  ,   𝑆

2| | = 𝑘
2

.ב-פולינומיתחסוםהעד:פולינומיתחסוםהיחס-2שיטה 𝑦2 𝑉(𝐺)| |
תוודא:קלטעלהמוודאתהמכונה:פולינומיתלהכרעהניתןהיחס-2שיטה 𝑉(< 𝐺, 𝑘

1
, 𝑘

2
>,  < 𝑆

1
, 𝑆

2
>)

קבל.-כןאםקליקה,האם.1 𝑆
1

קבל.-כןאםב"ת,האם.2 𝑆
2

אחרת - דחה..3

לב"תשלהבדיקה,ב-חסוםלקליקהשלהבדיקה:פולינומיחסוםהמוודאתהמכונה-2שיטה 𝑆
1

𝑂(𝑘
1

2)𝑆
2

בקלט.(ריבועי)פולינומיהכל,סך.ב-חסום 𝑂(𝑘
2

2)
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:המוודאתהמכונהשלהבניהנכונות-2שיטה
המכונה←בגודלב"תקבוצהאובגודלקליקהקיימת←● < 𝐺, 𝑘

1
, 𝑘

2
>∈ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆𝑘

1
𝑘

2

.←תקבלהמוודאת 𝑉(< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>,  < 𝑆

1
, 𝑆

2
>) ∈ 𝑅

𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

עד,לכל←בגודלב"תקבוצהולאבגודלקליקהקיימתלא←● < 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>∉ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆𝑘

1
𝑘

2

.←תדחההמוודאתהמכונה 𝑉(< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>,  < 𝑆

1
, 𝑆

2
>) ∉ 𝑅

𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

.יחס)2א"ד.מכונהבניית)1שיטות:2ב-הוכחנו:1שלבסיכום 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝑅
𝐿

.פולינומיתרדוקציהבעזרתכעתנוכיח:2שלב 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑃
𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) = (< 𝐺', 𝑘
1
, 𝑘

2
>)

שלהשפהותנאימאחר.שלבקליקהרקלטפלונרצה,מ-גרףניקח:הרדוקציהרעיון 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆
קליקהיהיהשלאצריךואזש-שנגידיתכןב"ת,קבוצה"או"קליקההוא 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆< 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

קבוצהלנותהיהלאשתמידב-נאלץאנחנולכן,ב"ת?.קבוצהבמקרהשםשאיןלנואמרמיאבל,בגרף 𝐺'𝐺'
יתקיים.לאלעולםוזה-בגרףהקודקודיםממספריותרלהיותאתנגדירנאלץ?איךבסדר.וזהב"ת, 𝑘

2
𝐺'

.נגדיר,בגודלב"תקבוצהשאיןלוודאכדי.נגדירבגרף:הרדוקציהתיאור 𝐺'𝑘
1

= 𝑘𝑘
2

𝑘
2

= 𝑉(𝐺')| | + 1

כיוון שביצענו רק הגדרות (השמות).: מתקיים בזמן פולינומיהפונקציה ניתנת לחישוב ומלאה
:הפונקציה תקפה

←בגודלקליקהבגרףקיים←בגודלקליקהבגרףקיים←● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐺𝑘𝐺'𝑘
1

.< 𝐺', 𝑘
1
, 𝑘

2
>∈ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

,בגודלקליקהבגרףקייםלא←בגודלקליקהבגרףקייםלא←● < 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐺𝑘𝐺'𝑘
1

←קודקודיםבתב"תקבוצהשקיימתיתכןלאכיב"תקבוצהקיימתלאבנוסף, 𝑉(𝐺)| | + 1
.< 𝐺', 𝑘

1
, 𝑘

2
>∉ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

.יחסעםאחרתבדרךוגםפולינומיתא"דמ"טבניתבעזרתהוכחנו:סיכום 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝑅
𝐿

.הפולינומיתהרדוקציהבעזרתהוכחנוהשני,בשלב 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑃
𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆

𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆.ומכאן ∈ 𝑁𝑃𝐶
∎
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)Gadgets(בגאדג'טיםשימוש-למבחןטיפ
בהרצאות לא נתנו שם לשיטה הזאת אבל בעצם השתמשנו בה כמה פעמים, זו שיטה שיכולה לעזור במבחן

במיוחד בפתרון של בעיות חדשות או דומות. גאדג'ט היא קבוצת קודקודים/צלעות שמייצגת גוף/חלק מתוך
גאדג'טים:2יצרנושעשינוברדוקציהלמשל,פסוקית. 3𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝑉𝐶

הליטרלים.-1קבוצה.1
(המשולשים).הפסוקיות-2קבוצה.2

אז קיימת קבוצת כיסוי קודקודיםהשליטה בגאדג'טים עזרה לנו לשלוט בעניין שאם קיימת השמה מספקת ב- ϕ
שימושעםרדוקציהבעזרת-שלמהשהיאונראההמילטוןמסלולבעייתאתכעתנציג.בגודלבגרף 𝑘𝑁𝑃

בגאדג'טים.

-שלמהNPהיאהמילטוןמסלולבעיית
ויחידה.אחתפעםצומתבכלשמבקרמעגלים)(ללאפשוטמסלולהואמכווןבגרףהמילטוןמסלול:תזכורת 𝐺

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 = {< 𝐺, 𝑠, 𝑡 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑠 𝑡𝑜 𝑡}

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻.:משפט ∈ 𝑁𝑃𝐶
פולינומיתרדוקציהבעזרתוגםכינוכיח:הוכחה 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑁𝑃𝐻

.3𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

.כיקודםבפרקכברהוכחנו:א'חלק 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑁𝑃
≥3𝑆𝐴𝑇.כינוכיח:ב'חלק

𝑃
𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

.בגרףאוילרמסלולקייםאזספיקפסוקאם ϕ𝐺
נשתמש בשני גאדג'טים:

יהלוםבצורתגרףקייםמשתנהלכל-משתנים●  𝑡𝑥
𝑖

𝑥.המשתנהשלאחריהלוםלגרףשממשיך
𝑖+1

שכנים.ללאבודדקודקודקייםפסוקית,לכל-פסוקיות● 𝑘

קודקודים:מכיל(השרשרת)יהלוםבכלהפנימיהגרףתת 3𝑘 + 3
פסוקית.לכל3●
הליטרל.קודקודי2מ-אותםלבודדכדיקודקוד●

𝑥.הליטרליםעבורצדלכלנוספיםקודקודיםשני●
𝑖
, 𝑥

𝑖
‾
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:טיפול בצלעות

מהקבוצהצלעות2נוסיף,בפסוקיתמופיעאם 𝑥
𝑖

𝑐
𝑗

ביהלוםה-הפסוקיתלקודקודבשרשרת-יתה- 𝑗𝑗
𝑥.ה-(המשתנה)

𝑖

מהקבוצהצלעות2נוסיף,בפסוקיתמופיעאם 𝑥
𝑖

𝑐
𝑗

ביהלוםה-הפסוקיתלקודקודבשרשרת-יתה- 𝑗𝑗
ברוורס.אבל,ה-(המשתנה) 𝑥

𝑖

:תקפות
אם←ספיק←● < ϕ >∈ 3𝑆𝐴𝑇ϕ

נתעלם לרגע מקודקודי הפסוקיות, נשים
לב שביהלומים קיים מסלול המילטוני:

עדיהלוםכללאורךונטיילמ-נתחיל 𝑠
מטיילהוא,ה-ביהלום←.ל-שנגיע 𝑡𝑖

משמאל לימין או מימין לשמאל, תלוי
קודקודי←).(כלומרשלבערך 𝑥

𝑖
𝑇/𝐹

אחד,מצד←מהיהלומים.להםשסיפקנוהצלעות2בנייתבעזרתבמסלוללהשתלביכוליםהפסוקיות
לשרשרתוחזרההצומת(אלוחזורהלוךמסלוללעשותאפשראז,בפסוקיתונמצאאם 𝑥

𝑖
= 𝑇𝑐

𝑗
𝑐

𝑗

(אלוחזורהלוךמסלוללעשותאפשראז,בפסוקיתונמצאאםשני,מצדהנכון).בכיוון 𝑥
𝑖

‾ = 𝑇𝑐
𝑗

←ההפוך.בכיווןאבלהנכון)בכיווןלשרשרתוחזרההצומת 𝑐
𝑗

< 𝐺 >∈ 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

מ-מטיילהואאזנורמלי,המסלולאם←בגרףאוילרמסלולקיים←● < 𝐺 >∈ 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻𝐺𝑠
.←.עבורמספקתהשמהקיימת←היהלומיםלאורךבזיגזגים ϕ< ϕ >∈ 3𝑆𝐴𝑇

∎
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-שלמהNPהיאSUBSET-SUMבעיית
?בדיוקשלהשהסכוםתת-קבוצהל-ישהאםהשאלה:.ומספרמספריםשלקבוצההואהקלט:תזכורת 𝑆𝑡𝑆𝑡

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 = {< 𝑆, 𝑡 > | 𝑆 = {𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
},  ∃{𝑦

1
,.., 𝑦

𝑘
} ⊆ 𝑆,  Σ𝑦

𝑖
 = 𝑡}

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇.:משפט − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃𝐶
פולינומיתרדוקציהבעזרתוגםכינוכיח:הוכחה 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃𝐻

.3𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

.כיקודםבפרקכברהוכחנו:א'חלק 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃
≥3𝑆𝐴𝑇.כינוכיח:ב'חלק

𝑃
𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

הבא:באופןטבעיומספרטבעייםמספריםקבוצתנבנהמפסוק ϕ ∈ 3𝐶𝑁𝐹𝑆𝑡
אזיותרקצריהיההמספר(אםבאורךיהיוהמספריםכלעשרוני,בייצוגיהיוהמספריםכל● 𝑂(𝑛 + 𝑚)

הפסוקיות.מספר-ונסמןהמשתניםמספר-נסמןבאפסים).אותונרפד 𝑛𝑚
.רקיהיושספרותיהםכךבקבוצההמספריםאתנייצר● 𝑆0, 1, 2
נמצאת.היאבהלעמודהערךתייצגשנייצרבמספריםספרהכל● 𝑇
.מספרים2נייצרבפסוקמשתנהלכל● 𝑥

𝑖
𝑦

𝑖
, 𝑧

𝑖

.מספרים2נייצרפסוקיתלכל● 𝑐
𝑗

ℎ
𝑗
,  𝑔

𝑗

המספרים יווצרו על ידי הטבלה הבאה:●

:תיאור הטבלה ושיטתה
באגף הימני של המשתנים:●

.0יהיההמשתניםיתרעבורהשורהביתר.1יהיהובעמודהבשורהאם"םהמשתנה○ 𝑥
𝑖

= 𝑇𝑦
𝑖

𝑥
𝑖

.0יהיההמשתניםיתרעבורהשורהביתר.1יהיהובעמודהבשורהאם"םהמשתנה○ 𝑥
𝑖

= 𝐹𝑧
𝑖

𝑥
𝑖

באגף השמאלי של הפסוקיות:●
.0יהיההפסוקיותיתרעבורהשורהביתר.1יהיהובעמודהבשורהאם"םקייםבפסוקית○ 𝑐

𝑖
𝑥

𝑖
𝑦

𝑖
𝑐

𝑖

.0יהיההפסוקיותיתרעבורהשורהביתר.1יהיהובעמודהבשורהאם"םקייםבפסוקית○ 𝑐
𝑖

𝑥
𝑖

‾𝑧
𝑖

𝑥
𝑖

.0ב-נרפדהמשתנים:שלהימניבאגף
.0יהיההפסוקיותוביתר1יהיהה-בעמודהבשורותהפסוקיות:שלהשמאליבאגף ℎ

𝑖
,  𝑔

𝑗
𝑐

𝑗
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:tהמספרבניית
1יהיההמשתנים:שלהימניבאגף●

בכל עמודה - זאת על מנת להבטיח
שלכל משתנה תהיה הצבה אחת

.1או0שהיאבדיוק
3יהיההפסוקיות:שלהשמאליבאגף●

בכל עמודה. בצורה זו לכל פסוק.

איזו:להוכיח)סיימנולא(עוד1תרגיל
כלשלבמקוםבמספרתהיהספרה 𝑡

.3:תשובהפסוקית?.

אתבנו:להוכיח)סיימנולא(עוד2תרגיל
הבא:לפסוקהמתאימיםהמספרואתהמספריםקבוצת 𝑆𝑡

(𝑥 ∨ 𝑦‾ ∨ 𝑧‾) ∧  (𝑥‾ ∨  𝑦 ∨ 𝑤)  ∧  (𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑤‾)

תקפה.שהרדוקציההוכיחופולינומי.בזמןלחישובניתנתשהיאהוכיחו:להוכיח)סיימנולא(עוד3תרגיל
פולינומי.-סה"כ.באורךבדיוקמהםאחדכלמשתנים,בדיוקלנויש:3פתרון 𝑛 + 𝑚𝑛 + 𝑚𝑂(𝑛 × 𝑚)

-שלמה.היא:מסקנה 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀𝑁𝑃

נוספות-שלמותNPבעיות
3𝑆𝐴𝑇.שלברדוקציהנעשהצבעיםבשלושהחוקיתצביעהלהםשישמכווניםלאגרפים.1
.עלברדוקציהנעשהל-מ-המילטוןמסלוללהםשישמכווניםלאגרפים.2 𝑠𝑡𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻
גרסה נוספת של מסלול המילטון:.3

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻' =  {< 𝐺 >  |  𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ}
מעגל המילטון:.4

𝐻𝐴𝑀𝐶𝑌𝐶𝐿𝐸 =  {< 𝐺 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒} 

-שלמהNPהיאצביע3גרףבעיית
הקודקודיםאתלצבועשאפשרגרףהוא-צביעגרףהגרפים,בתורת:הגדרה 𝑛

עבורצבע.באותוצבועיםאינםסמוכיםקודקודיםששניכךצבעים,nב-שלו
לצביעתהדרושצבעיםשלביותרהקטןהמספראתב-מסמנים,גרף 𝐺χ(𝐺)

הכרומטי) של(או המספרמספר הצביעההקודקודים שלו. מספר זה נקרא
ישלגרףשלמה.NPבעיההיאהאםההכרעה,הגרף.עבור 𝑘 > 2 χ(𝐺) = 𝑘
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הקשתות.במספרליניאריבזמןלזיהויניתנתזוותכונהדו-צדדי,הואאםורקאם2כרומטימספר

3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅.:משפט ∈ 𝑁𝑃𝐶
.פולינומיתברדוקציהוגםכינוכיח:הוכחה 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 ∈ 𝑁𝑃3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 ∈ 𝑁𝑃𝐻3𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

בגרףצומתכלעבורצבעשמנחשתפולינומיתא"דמכונהבנינו,ש:קודםבפרקכברהוכחנו 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 ∈ 𝑁𝑃
שונה.צבעבעלותשלוהקצוותשניאםצלעבכלבודקתואז)3ה-מתוךאחד(צבע
שיהיהגרףלבנותנרצה,פסוקבהינתן.פולינומיתברדוקציהנוכיחכעת 3𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅ϕ ∈ 3𝐶𝑁𝐹

פסוקיות.בעלהואבושנעסוקהפסוקמסתפק.הפסוקאם"ם-צביע3 ϕ(𝑥
1
,...., 𝑥

𝑛
)𝑚

הבא:באופןיבנההגרף 𝐺 = (𝑉, 𝐸)
אותם.ונחברקודקודים3ניצור.1 𝑇, 𝐹, 𝐵
𝐵.ל-אותוונחברקודקודניצורבפסוק,ליטרללכל.2
נחבר בין כל משתנה לשלילתו..3
צלעות.13ו-קודקודים6בעלת'תוספת'נוסיףפסוקית,המהוויםליטרליםשלושהלכל.4

ו-קודקודיםישבגרף,הואהקלטגודל:הריצהזמןסיבוכיות 𝑂(𝑚 + 𝑛)𝑂(3 + 𝑛 + 3𝑚) = 𝑂(𝑛 + 𝑚)
הקלט.בגודלפולינומיסה"כולכןצלעות 𝑂(3𝑛 + 13𝑛) = 𝑂(𝑛 + 𝑚)

:תקפות הרדוקציה
יש לפחות ליטרל אחד חיובי. ניקח ליטרלספיק ונרצה להוכיח שהגרף הוא צביע. לכל פסוקיתנניח ש-● ϕ

את הקודקוד תחתיו באדום ואת, נצבע אותו בירוק,לאיור משמאל?אחד חיובי כזה ובהתאמה
הקודקוד תחתיו בכחול. את יתר השורה העליונה נבצע באדום. את יתר השורה האמצעית נצבע בכחול.
ואת יתר הקודקודים הנותרים בשורה התחתונה נצבע בהתאמה לאיור. סה"כ לכל 'תוספת' של פסוקית

תהיה השמה מספקת. ההשמות מכבדות זו את זה.
תחילה נשים לב שההשמות חוקיות- לכלהשמה מספקת.נניח שישנו גרף בצורה הזו ונרצה לבנות ל-● ϕ

ליטרל יהיה בדיוק ערך אחד )ירוק או אדום(, משום שהם מחוברים ל- 𝐵 . בנוסף, לכל משתנה תהיה
השמה אחת בדיוק שהפוכה לשלילה שלו- משום שבין כל משתנה ושלילתו יש צלע. ניקח צביעה כלשהי

ונקבע השמה באופן הבא - כל ליטרל שבירוק יהיה 𝑇 . נותר להראות שכל פסוקית מסתפקת. נניח
בשלילה שישנה פסוקית שלא מסתפקת, אם כך כל הקודקודי המייצגים את הליטרלים שלה הם

באדום. אם כך, כל קודקודי האמצע הם כחולים בהכרח, משום שלכל אחד מהם שכן כחול ושכן ירוק.
סתירה.
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-שלמותNPלרדוקציותעולםמפתסיכום

7תרגול-רדוקציהפונקציותהרכבתבעזרתNPCב-שפההוכחת-1תרגיל
𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅.השפהאתנגדיר = {(< 𝐺 >, 𝑘)| 𝐺 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑒𝑑 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑘 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠}
𝐶𝑁𝐹.רדוקציההראו − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

לפתרוןככליבקורסהוכחנושכברברדוקציותנעזר,רדוקציהעושיםאנחנו:הסבר 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

לצורתנעבירמכן,לאחר,בעזרתלצורתנעבירשלנו.הבעיה 3𝑆𝐴𝑇𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

.לבעיהשיתאיםנבחרואזבעזרת 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑘 = 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

כלשהו.כאשר.היאשלנוהרדוקציהפונקצית 𝑓(< ϕ >) = (𝑔(ℎ(ϕ)),  3)𝑔(ℎ(ϕ)) =< 𝐺 >

:פתרון
.שלהרדקוציהפונקציתאתב-נסמן ℎ𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

.שלהרדקוציהפונקציתאתב-נסמן 𝑔3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית ϕ >) = (𝑔(ℎ(ϕ)),  3)
:תקפות
←שלמהתקפות,←● < ϕ >∈ 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇ℎ(< ϕ >) =< ϕ' >∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇ℎ

←שלמהתקפות, 𝑔(ℎ(< ϕ >)) = 𝑔(< ϕ' >) =< 𝐺 >∈ 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑔
.(𝑔(ℎ(< ϕ >)), 3) ∈ 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

כינקבלשלהתקפותלפי←←● (𝑔(ℎ(< ϕ >)), 3) ∈ 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑔(ℎ(< ϕ >)) ∈ 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑔
.כינקבלשלהתקפותלפי← ℎ(< ϕ >) ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇ℎ< ϕ >∈ 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

∎
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7תרגול-קליקהאוהמילטונימסלול-2תרגיל
𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒.השפה:נתונה = {(𝐺, 𝑘)| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑜𝑟 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

?אוהאם 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑃𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑁𝑃𝐶
𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒.:פתרון ∈ 𝑁𝑃𝐶

השפהאתהמכריעהא"דמ"טבניתבעזרתכינוכיחתחילה 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑁𝑃𝑁𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒
תבצע:וחיובי,טבעימספרו-גרףהואכאשרקלטעלהמכונהפולינומי.בזמן 𝑁< 𝐺, 𝑘 >𝐺𝑘

.קודקודיםסדרתונחשקודקודיםקבוצתנחש.1 𝑆
1

𝑆
2

ב-נמצאיםבגרףהקודקודיםשכלבדוקוגםבלבדאחתפעםמופיעב-קודקודשכלבדוק.2 𝑆
1

𝐺𝑆
2

.דחהומופיעים פעם אחת בלבד. אם שתי הבדיקות נכשלו -
:כאשרקודקודיםזוגכלעבור.3 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑆

1
𝑢 ≠ 𝑣

a.ל-ביןצלעשקיימתשכנויותמטריצתבעזרתבדוק. 𝑢𝑣
.קבלהצליח,3שלבאם.4
בצע:כאשרקודקודכלעבור.5 𝑣

𝑖
∈ 𝑆

2
𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]

a.דחהאחרת,לביןבינוצלעשקייםבדוק. 𝑣
𝑖+1

b.הבאלקודקודהמשך.𝑣
𝑖+1

.קבל.6
שכנויותמטריצתבשימושכפילויותבדיקת.הואהניחושגודל:ריצהזמןסיבוכיות 𝑂( 𝑆

1| | + 𝑆
2| |) = 𝑂(𝑛)

פולינומי.סה"כשכנויות)מטריצת(בעזרתההמילטוניהמסלולובדיקתהקליקהבדיקת. 𝑂(𝑛2)𝑂(𝑛2)𝑂(𝑛2)
:הוכחת נכונות הבניה

שלניחושקיים←המילטונימסלולאובגודלקליקהב-קיים←● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐺𝑘
מנחש←המילטונימסלולהמתארתקודקודיםסדרתאוקליקההמתארתקודקודיםקבוצת 𝑆

1
𝑆

2
𝑁

:אחתופעםב-נמצאשכלוגםאחתפעםמופיעיםב-הקודקודיםשכלבדיקהמבצענכון, 𝑆
1

𝑉(𝐺)𝑆
2

←
צלע.קיימתקודקודיםזוגשכלב-בודק○ 𝑆

1

בסדרה.עוקביםקודקודים2כלביןצלעשקיימתב-שבודקאו○ 𝑆
2

.←מקבלהמקרים2מ-באחד 𝑁< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐿(𝑁)
←המילטונימסלוללאוגםבגודלקליקהב-קייםלא←● < 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐺𝑘

𝑁:שלניחושלכל
𝑆.בקבוצהפעמייםלפחותהמופיעקודקודקיים○

1

.ב-הקודקודיםכלאתמכילהלאהקבוצה○ 𝑆
2

𝐺

𝑆.בקבוצהפעמייםלפחותהמופיעקודקודקיים○
2
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צלע.ביניהםשאיןשוניםקודקודיםזוגקיימיםבקבוצה○ 𝑆
1

צלע.ביניהםשאיןמהסדרהעוקביםקודקודיםזוגקיימיםבקבוצה○ 𝑆
2

.←דוחה.האלההאפשרייםמהתרחישיםאחתכל 𝑁< 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐿(𝑁)

.רדוקציהנראה.כילהוכיחנותרכעת 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑝
𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺, 𝑘 >) = (< 𝐺', 𝑘 >)
המילטוני.מסלולקייםלאוגםקליקהקיימתלאב-אזקליקהקיימתלאב-שאםנרצהאנחנו:הסבר 𝐺𝐺'

ובודדחדשקודקודהוספתבעזרתזאת-המילטונימסלולפעםאףלהכיללאאתנאלץזה,אתלהבטיחכדי 𝐺'
'𝐺.לגרף

בודדקודקודתוספתעםגרףהעתקתידיעלבניית:פולינומיאליבזמןלחישובוניתנתמלאההפונקציה 𝐺'𝐺
𝑂(1).קבועבזמןאחד

:הפונקציה תקפה
קודקודעםשלהעתקהואגרף←בגודלקליקהבגרףקיים←● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐺𝑘𝐺'𝐺

←בגודלקליקהב-קיים←הקליקהבהגדרתפוגעשלאנוסףמבודד 𝐺'𝑘
.< 𝐺', 𝑘 >∈ 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒

כייתכןלאהמילטוני←מסלולאובגודלקליקהבגרףקיים←● < 𝐺', 𝑘 >∈ 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐺'𝑘
הואו-מאחר←בגודלקליקהרקקייםולכןב-מבודדקודקודקייםכיהמילטונימסלולקיים 𝐺'𝑘𝐺'

קליקהל-קיים←אתנקבלהזההקודקודבהסרתנוסף,מבודדקודקודעםאךשלהעתק 𝐺𝐺𝐺
.←מגודל 𝑘< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

∎

7תרגול-קליקהוגםהמילטונימסלול-3תרגיל
𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒.השפה:נתונה = {(𝐺, 𝑘)| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑎𝑛𝑑 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}

?אוהאם 𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑃𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑁𝑃𝐶
𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒.:פתרון ∈ 𝑁𝑃𝐶
וגםעבורהבדיקות2ש-שנרצהרק2תרגילכמוכמעטהוכחהאותה.כינוכיח 𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 ∈ 𝑁𝑃𝑆

1
𝑆

2

𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒.כינוכיחיעבדו. ∈ 𝑁𝑃𝐻
.בקבוצה(עצמו)אחרקודקודלכלמחוברתבגרףעצמו)(הקודקוד1בגודלקליקה:אבחנה 𝑆𝐺𝑆

≥𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻.רדוקציהנראה
𝑝
𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית 𝐺 >) = (< 𝐺 >, 1)
:תקפות
←1בגודלקליקהגםבגרףיש←המילטונימסלולב-יש←● < 𝐺 >∈ 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻𝐺

.(< 𝐺 >, 1) ∈ 𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒
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←1בגודלקליקהוגםהמילטונימסלולב-יש←● (< 𝐺 >, 1) ∈ 𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐺
.< 𝐺 >∈ 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

∎

7תרגול-4תרגיל
נתונה השפה:

𝐿
log𝑛

= {ϕ| ϕ ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 π,  𝑎𝑛𝑑 ∃𝑖  𝑠. 𝑡.  ∀
𝑗∉[𝑖+1,𝑖+2,...,𝑖+log𝑛]

π(𝑥
𝑗
) = 𝑇}

?ב-אוב-השפההאם 𝑃𝑁𝑃𝐶
משתניםשלמרצףחוץמקבליםהמשתניםשכלכךמספקת,השמהל-קיימת:אנושבניבשפת ϕ𝑇log(𝑛)

.אולהםשבאמהלקבלשיכולים 𝑇𝐹

כיאופציות,לנוישאזלנו,שבאאיךאיתםלשחקשאפשרמשתניםלנוישאם:לפתרוןהסבר log
2
(𝑛)2

log
2
(𝑛)

מספקתהשמהלבדוקיכוליםלאשאנחנואמרנוכללבדרך.אפשרויות:2יש-יםמה-אחדלכל log
2
(𝑛){𝑇, 𝐹}

לוגחוקיולפיאופציות,לנוישעכשיואבלאקספוננציאלי,שזהאופציותעללעבורלנוישכי 2𝑛2
log

2
(𝑛)

.לכן,פולינומי!.אכןוזהאופציותלנוישכלומר 𝑎
log

𝑎
(𝑛)

= 𝑛𝑛𝐿
log𝑛

∈ 𝑃

.עבורמכריעהדטרמיניסטיתמ"טנבנה.:פתרון 𝐿
log𝑛

∈ 𝑃𝐿
log𝑛

תבצע:קלטעל 𝑀ϕ
:עבור● 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − log(𝑛)

𝑥:רציףבסדרהמשתניםשלהשמהכלעבור○
𝑖+1

, 𝑥
𝑖+2

,..., 𝑥
𝑖+log(𝑛)

.קבל-קיבלוהמשתניםשארכל+הנוכחיתההשמהאם■ 𝑇
.דחה●

נבדוקסה"כ←הואהאפשריותההשמותמספר,כלעבור:ריצהזמןסיבוכיות 𝑖2log(𝑛) = 𝑛𝑂(𝑛 · 𝑛)

.פולינומי-הואהמכונהשלהריצהזמן←אחתהשמהשלבדיקה←השמות 𝑂(𝑛)𝑂(𝑛3)
: נובעת ישירות מהבניה.נכונות הבניה

∎

7תרגול-EXACT-SUBSET-SUM-5תרגיל
𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇:תזכורת − 𝑆𝑈𝑀 = {< 𝑆, 𝑡 > | 𝑆 = {𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
},  ∃{𝑦

1
,.., 𝑦

𝑘
} ⊆ {𝑥

1
,..., 𝑥

𝑛
} 𝑠. 𝑡.  Σ𝑦

𝑖
= 𝑡}

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇.כיהוכחנו − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃𝐶

𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇:הגדרה − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 = {(𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚 | ∃𝐼 ⊆ [𝑛] 𝑠. 𝑡.  Σ

𝑖∈𝐼
𝑥

𝑖
= 𝑘 ∧ 𝐼| | = 𝑚}

כךקבוצהתתקיימת.טבעייםומספרים,מספריםקבוצתבהינתן:בעברית 𝑆 = (𝑥
1
,..., 𝑥

𝑛
)𝑘, 𝑚𝑉 ⊆ 𝑆

.וגםהואשסכומה 𝑘𝑉| | = 𝑚
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𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇.כיהוכיחו:תרגיל − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃𝐶
𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇.כינוכיחתחילה:פתרון − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃
.השפהאתהמכריעהא"דמ"טנבנה 𝑁𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

תבצע:טבעיים,מספריםוגםמספריםקבוצתהיאכאשרקלטעלהמכונה 𝑁(𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚(𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
)𝑘, 𝑚

מספרים.שלקבוצהנחש.1 𝑉𝑚
.דחהאחרת,-,ב-נמצאיםב-המספריםשכלבדוק.2 𝑉(𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
)

.דחהאחרת,-הואהקבוצהשסכוםבדוק.3 𝑉𝑘
.קבל.4

.סכימהבדיקת,קיימותבדיקת,הניחושגודל:פולינומיבזמןלחישובניתנתהמכונה 𝑂(𝑚)𝑂(𝑛2)𝑂(𝑚)

.פולינומי-סה"כ 𝑂(𝑛2)
:נכונות הבניה

קבוצהתתקיימת←● ((𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚) ∈ 𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀𝑉 ⊆ 𝑆 = (𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
)

←הואוגודלההואסכומהקבוצהתתשלניחושקיים←וגםהואשסכומהכך 𝑘𝑉| | = 𝑚𝑉𝑘𝑚𝑁
הקבוצהשסכוםתבדוק←ב-גםנמצאיםב-המספריםשכלתבדוק,הקבוצהאתנכוןתנחש 𝑉𝑉𝑆𝑉

.←ותקבלהבדיקותבכלתצליח←הוא 𝑘𝑁((𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚) ∈ 𝐿(𝑁)

קבוצהתתקיימתלא←● ((𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚) ∉ 𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

תבדוק:המכונה,שלניחושלכל←וגםהואשסכומהכך 𝑉 ⊆ 𝑆 = (𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
)𝑘𝑉| | = 𝑚𝑉𝑁

ב-גםנמצאיםב-המספריםשכל○ 𝑉𝑆
הואהקבוצהשסכוםתבדוק○ 𝑉𝑘
.←לעילהבדיקותבאחתתדחה← 𝑁((𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚) ∉ 𝐿(𝑁)

𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇.כילהוכיחנותרכעת − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 ∈ 𝑁𝑃𝐻
𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇.רדוקציהנראה − 𝑆𝑈𝑀≤

𝑝
𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

>)𝑓.:הרדוקציהפונקצית (𝑥
1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >) =  (< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
, 0, 0,...., 0, 0), 𝑘, 𝑛 >)

הימנית.בקבוצהאפסיםנרפדאנחנו:הסבר 𝑛
:תקפות
ש:כךבגודל,ל-המסתכמתקבוצהתתיש←● < (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >∈ 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀𝑘𝑟𝑟 ≤ 𝑛

←.הואוגודלהל-מסתכמתשעדייןקבוצהנקבלאפסים,לקבוצהנוסיףאם← 𝑛 − 𝑟𝑘𝑛
.< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
, 0, 0,...., 0, 0), 𝑘, 𝑛 >∈ 𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

קבוצהתתיש←● < (𝑥
1
,...., 𝑥

𝑛
, 0, 0,...., 0, 0), 𝑘, 𝑛 >∈ 𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

תתתהיהזו←ל-מסתכמתעדייןהאפסיםבליקבוצהאותה←הואוגודלהל-המסתכמת 𝑘𝑛𝑘
.←הקבוצה (𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
)< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >∈ 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

∎
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7תרגול-6תרגיל
נגדיר שפה:

𝐿
1/8

= {ϕ| ϕ 𝑖𝑠 3𝐶𝑁𝐹 𝑎𝑛𝑑 ∃ 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑡𝑜 ϕ,

𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 1
8  𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔}

𝐿.ש:הוכיחו
1/8

∈ 𝑁𝑃𝐻

3.ברדוקציהנוכיח:הוכחה − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝐿

1/8

(אוב-פסוקיתעודלוומוסיפיםהקיים,הפסוקאתלוקחיםהיינועםבשאלותתמידעכשיועד:הסבר ϕ𝐴𝑁𝐷

מספקות,לאיהיושלנומההשמותשלפחותנרצהאנחנוהנוכחית.לבעיהלהמירלנושתעזורכאלה)כמה 1
8

לכן נרצה שהפסוקית החדשה תשלוט בקיום הדרישה הזאת. לפסוקית הנוכחית, נוסיף פסוקית חדשה:

השמהקיימתמתוכןאפשריות,השמותהחדשהבפסוקיתשקיימותלבנשים. ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)23 = 8

לאהםהחדשההפסוקיתשלהאפשריותההשמותמתוךכלומר,.מספקת:לאשהיאאחת (𝐹 ∨ 𝐹 ∨ 𝐹)1
8

עדייןהחדשה,בפסוקיתמספקתהשמהקיימתאםכימספקות,לאהשמותלפחותקיימותמכאןמספקות. 1
8

."לפחות"זהולכןמספקתלאתהיהההשמהב-כיייתכן ϕ1
8

חדשים.משתניםהםכאשר.:הרדוקציהפונקצית 𝑓(ϕ) = ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)𝑥, 𝑦, 𝑧
:תקפות הפונקציה

ל-גםמספקתהשמהיש←ל-מספקתהשמהקיימת←● ϕ ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇ϕ
נקבלאזל-אותהנרחיבאם,שלהשמהלכלכילבנשים← ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)πϕπ · 𝐹𝐹𝐹

לאהםההשמותמכלשמיניתאפשריות,השמותשמונהיששל-מכיוון←מספקתלאהשמה 𝑥, 𝑦, 𝑧
ϕ.←מספקות ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) ∈ 𝐿

1/8

מספקתהשמהיש←ל-מספקתהשמהקיימת←● ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) ∈ 𝐿
1/8

ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)

.←ל- ϕϕ ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
∎

7תרגול-NAE-K-CNF-SAT-7תרגיל
פסוקיותשלשפהזוהי)(כאשרהשפה:הגדרה 𝑁𝐴𝐸 − 𝐾 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑁𝐴𝐸 = 𝑁𝑜𝑡 𝐴𝑙𝑙 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑙

.שמקבלליטרלישפסוקיתבכלאבלמספקת,השמהלהןשיש, 𝑘 − 𝐶𝑁𝐹𝐹

ϕ.הפסוקנתון:דוגמה = (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) ∧ (𝑥 ∨ 𝑦‾ ∨ 𝑧‾)
נגדיר השמות:

π.ההשמה.1
1

= (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑇, 𝑇, 𝑇)

π.ההשמה.2
2

= (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑇, 𝑇, 𝐹)

.וגםמספקתהיאההשמהשני,מצד.לאאבלמספקת,השמההיאכילבנשים π
1

𝑁𝐴𝐸π
2

𝑁𝐴𝐸
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𝑁𝐴𝐸.ש:הוכיח:תרגיל − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶
𝑁𝐴𝐸.כינוכיחתחילה:פתרון − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
.השפהאתשתכריעא"דמ"טנבנה 𝑁𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
תבצע:פסוק,הואכאשרקלטעל 𝑁< ϕ >ϕ
π.תנחש השמה.1
:עלבדוק השמה.2 πϕ

a.דחהאחרת,-שהואאחדליטרלקייםשאכןובדוקהשמהבצעפסוקיתלכל. 𝑝 ∈ ϕπ𝐹
.דחה. אחרת -קבלאזמספקת אתאם.3 πϕ

.פולינומיולכןהיאהשמהבדיקת,הניחושגודל:פולינומיבזמןלחישובניתנתהמכונה 𝑂( π| |)𝑂( ϕ| |)
:נכונות הבנייה

קייםב-פסוקיתשלכלכךמספקתהשמהקיימת←● < ϕ >∈ 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇πϕ
בכלשאכןתבדוק,עלאותהתבדוקתנחש,ש-זוהשמהשלניחושקיים←שהואליטרל 𝐹π𝑁ϕ

.←ותקבלשלבבדיקהתצליח←שהואליטרלקייםפסוקית 𝐹π𝑁< ϕ >∈ 𝐿(𝑁)
ב-פסוקיתשלכלכךמספקתהשמהקיימתלא←● < ϕ >∉ 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇πϕ

:עלאותהתבדוקהיאתנחש,ש-השמהשלניחושלכל←שהואליטרלקיים 𝐹π𝑁ϕ
.שהואליטרלקייםפסוקיתבכלשאכןתבדוק○ 𝐹
.מספקת אתתבדוק שההשמה○ πϕ

.←תדחההיאולכןשלבבדיקהנכשלולעילמהתרחישיםאחדלפחות 𝑁< ϕ >∉ 𝐿(𝑁)

רדוקציות:שתיידיעלכילהראותנותרכעת 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐻
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

3.:ראשונהרדוקציה − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

.החדשבמשנהאותהומרחיבהמ-פסוקיתשמקבלתכלשהיפונקציהנגדיר 𝑔φ
𝑖

= (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)ϕ𝑤

.הבאה:בצורהחדשמשתנהנגדיר,פסוקיתלכלכלומר: φ
𝑖

𝑤𝑔(𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑤)

ומספקת.היאגםאזומספקתהיאהשמהאם:אבחנה π𝑁𝐴𝐸π‾𝑁𝐴𝐸
ש:כך:הרדוקציהפונקצית 𝑓(ϕ) = ϕ'

● ϕ = φ
1

∧ φ
2

∧... ∧ φ
𝑚

● ϕ' = 𝑔(φ
1
) ∧ 𝑔(φ

2
) ∧... ∧ 𝑔(φ

𝑚
)

𝑂(1).חדשמשתנהשלקבועהכמותלהוסיף:פולינומיבזמןלחישובניתנתהפונקציה
:הפונקציה תקפה

היאש:כךההשמה←ל-מספקתהשמהקיימת←● ϕ ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇πϕπ · 𝑤𝑤 = 𝐹
.←מספקתוגם 𝑁𝐴𝐸ϕ' ∈ 𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

למקרים:נחלק←וגםמספקתהשמהקיימת←● ϕ' ∈ 𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇π𝑁𝐴𝐸
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גםמספקתההשמהולכןשקיבל"מהמקוריים"משתנהישפסוקיתבכל,אם○ π(𝑤) = 𝐹𝑇
.את ϕ

הזאתההשמהגםשהצגנו,האבחנהולפי,שלהההופכהאתניקחאז,אם○ π(𝑤) = 𝑇π‾

'ϕמספקת את
←.ϕ ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

𝑁𝐴𝐸.:שניהרדוקציה − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

𝐶𝑁𝐹.שללרדוקציהשעשינולהרחבותבדומהנפעל − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

המשנהבעזרתאותהומפרקתמ-פסוקיתשמקבלתכלשהיפונקציהנגדיר 𝑔φ
𝑖

= (𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
)ϕ

הבאה:בצורהחדשמשתנהנגדיר,פסוקיתלכלכלומר:.שללצורה,החדש 𝑤3𝐶𝑁𝐹φ
𝑖

𝑤

𝑔(𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
) = (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑤

𝑖
) ∧ (𝑤

𝑖
‾ ∨ 𝑥

3
∨ 𝑥

4
)

ש:כך:הרדוקציהפונקצית 𝑓(ϕ) = ϕ'
● ϕ = φ

1
∧ φ

2
∧... ∧ φ

𝑚

● ϕ' = 𝑔(φ
1
) ∧ 𝑔(φ

2
) ∧... ∧ 𝑔(φ

𝑚
)

לפסוקיות.ולפצלחדשמשתנהשלקבועהכמותלהוסיף:פולינומיבזמןלחישובניתנתהפונקציה 𝑂(1)
:הפונקציה תקפה

פסוקיתלכל←ל-מספקתהשמהקיימת←● ϕ ∈ 𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑁𝐴𝐸ϕ
נבדוק: φ

𝑖
= (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑥

3
∨ 𝑥

4
)

.נבחראזאם○ 𝑥
1

≠ 𝑥
2

𝑤
𝑖

= 𝑥
3

.נבחראזאם○ 𝑥
1

= 𝑥
2

𝑤
𝑖

= 𝑥
2

←ל-מספקתהשמהנקבלמקרה,בכל← 𝑁𝐴𝐸(𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑤
𝑖
) ∧ (𝑤

𝑖
‾ ∨ 𝑥

3
∨ 𝑥

4
)

.ϕ' ∈ 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
פסוקיתלכלמספקתהשמהקיימת←● ϕ' ∈ 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑁𝐴𝐸

←קיבלואולכן←ש:להניחניתןבה"כ← (𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑤
𝑖
) ∧ (𝑤

𝑖
‾ ∨ 𝑥

3
∨ 𝑥

4
)𝑤

𝑖
= 𝑇𝑥

1
𝑥

2
𝐹

←אתמספקתההשמה←קיבלואווגם←לכן 𝑤
𝑖

‾ = 𝐹𝑥
3

𝑥
4

𝑇𝑁𝐴𝐸(𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
)

.ϕ ∈ 𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
∎
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:1כיווןתקיפותלהסברפרקטיתדוגמה
נבחרו-מאחראזאם● φ

𝑖
= (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑥

3
∨ 𝑥

4
) = (𝑇 ∨ 𝑇 ∨ 𝑇 ∨ 𝐹)𝑥

1
= 𝑥

2

.ונקבל: 𝑤
𝑖

= 𝑥
2

‾ = 𝑇‾ = 𝐹𝑔(𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
) = (𝑇 ∨ 𝑇 ∨ 𝐹) ∧ (𝑇 ∨ 𝑇 ∨ 𝐹)

נבחרו-מאחראזאם● φ
𝑖

= (𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
) = (𝑇 ∨ 𝐹 ∨ 𝑇 ∨ 𝑇)𝑥

1
≠ 𝑥

2
𝑤

𝑖
= 𝑥

3

𝑔(𝑥.ונקבל:
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
) = (𝑇 ∨ 𝐹 ∨ 𝑇) ∧ (𝐹 ∨ 𝑇 ∨ 𝑇)

PLANAR-8תרגיל COLOR7תרגול-צביע)מישורי(גרף
משמאל:בגרףנתבונןהבאה,לרדוקציהשנגיעלפני 𝑊

שהקשתותהוא גרף שניתן לצייר במישור מבליגרף מישורי:הגדרה
תחתוכנה זו את זו (חוץ מאשר בצמתי הגרף).

אותואתיקבלוהצמתים,שלחוקית-צביעה3בכל:1תכונה 𝑊𝑎, 𝑏
הצבע.אותואתהצמתיםוגםהצבע, 𝑐, 𝑑

כולו.שליחידהלצביעהלהרחיבניתן,וגםש:כךצמתיםשלצביעהבכל:2תכונה 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑𝑎 = 𝑏𝑐 = 𝑑𝑊

:הגדרת השפה
3 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 = {< 𝐺 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑎𝑛𝑑 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑣𝑎𝑙𝑖𝑑 3 − 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑛𝑔}

3.הוכיחו:תרגיל − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 ∈ 𝑁𝑃𝐻
≥3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅.ברדוקציה:נפתור:פתרון

𝑃
3 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

בעצם אנחנו רוצים לקחת גרף
ולהפוך אותו למישורי וגם לשמור

על תכונת הצביעות.
:תיאור הרדוקציה (לא פורמלי)
נצייר את הגרף במישור. בכל

מקום שיש חיתוך בין שתי
𝑊הגרףאתנכניסצלעות,

שראינו, כך:
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𝑊:שלהעתקותכמהנבצעאזהצלעבאותוחיתוכיםכמהלנושישבמקרה

:תקפות הרדוקציה
צבעיםאותםעםיישארוהמקורייםהקודקודים←לגרף-צביעה3קיימת←● < 𝐺 >∈ 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝐺

לפי←צבעבאותויהיונגדייםשקודקודיםכךהחיצונייםהקודקודיםאתנבצע,שלעותקבכל← 𝑊
←.ל-חוקית-צביעה3יש←הקודקודיםשארכלעלצביעהמשרהזה,2תכונה 𝐺'

.< 𝐺' >∈ 3 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅
שלעותקבכל,1תכונהלפי←ל-חוקית-צביעה3יש←● < 𝐺' >∈ 3 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝐺'

המקורי,בגרףבצלעמחוברשהיהקודקודיםזוגכל←הצבעאותואתקיבלוהנגדייםהקודקודים 𝑊
קיבל צבע שונה כל אחד ← הצביעה על הקודקודים המקוריים היא צביעה חוקית ←

.< 𝐺 >∈ 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

-צביעה.4ישמישוריגרףשלכלמבטיחהצבעים"ארבעת"משפט:חשובטריק
דטרמיניסטיתמ"טלבנותאפשרהמשפט,בעזרתכיהשפהכלומר, 4 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 ∈ 𝑃

.ל--צביעה4קייםבהכרחאזכן,אםמישורי,כילבדוקלהמספיק,גרףשבהינתן 𝐺𝐺𝐺

7תרגול-kCOL-9תרגיל
𝑘𝐶𝑂𝐿השפות:משפחתאתנגדיר:הגדרה = {< 𝐺 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑎𝑛𝑑 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑘 − 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑛𝑔}
1𝐶𝑂𝐿?האם:1תרגיל ∈ 𝑃, 𝑁𝑃, 𝑁𝑃𝐶
בכלל.צלעותבוקיימותלאאםרקבודדבצבעגרףלצבועניתן.:1פתרון 1𝐶𝑂𝐿 ∈ 𝑃

2𝐶𝑂𝐿?האם:2תרגיל ∈ 𝑃, 𝑁𝑃, 𝑁𝑃𝐶
.אתהמכריעהדטרמיניסטיתמ"טנבנהפורמלי:לאבאופןאלגוריתםנראה.:2פתרון 2𝐶𝑂𝐿 ∈ 𝑃𝑀2𝐶𝑂𝐿
תבצע:קלטעל 𝑀< 𝐺 >
".1"בצבעאותוונבצעבאקראיקודקודנבחר.1 𝑢
מהשכניםאחדלכלמכןלאחר",2"בצבעל-השכניםהקודקודיםאתלצבועלהכריחניתןזה,מרגע.2 𝑢

הלאה…וככה"1ב-"שלהםהשכניםאתגםנצבע
נמשיך לצבוע עד שנגיע לסתירה או שנסיים את כל רכיב הקשירות..3
𝐺.ב-הקשירותרכיביכלעבורנבצע.4
.דחה-אחרת.קבל-לסתירהלהגיעמבליכלאתצבענואם.5 𝐺

יותרקיימיםאזש:כךקודקודיםרקישבגרףכאשר-צביעגרףממנוביקשואם:חשובההערה 𝑘𝑛𝑘 ≥ 𝑛
צבעים מקודקודים ולכן אפשר לפתור באופן דטרמיניסטי ובזמן פולינומי מקרים פרטיים כאלה.
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בעיות חיפוש למול בעיות הכרעה

הכרעהכבעיותNPב-שפות
.מהצורה:היוכהעדב-שראינוהשפותכל 𝑁𝑃{< 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 >  | ∃(𝑎 𝑐𝑒𝑟𝑡𝑎𝑖𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 π) 𝑖𝑛 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡}

הנתון.בגודלקליקהקיימתהאםלהכריעצריכיםהיינוב-● 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
הנדרש.בגודלקודקודיםכיסויקייםהאםשאלנוב-● 𝑉𝐶
מספקת.השמהקיימתהאםשאלנוב-● 𝑆𝐴𝑇

.בעיות הכרעהכל השפות/בעיות הללו הן

הגדרה - בעיות חיפוש
לכל אחת מבעיות ההכרעה שהצגנו, ניתן להתאים בעיית חיפוש:

>.:קלט● 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 >
כנדרש").(למשל את המחרוזת "לא קייםקיים - נחזיר אותו. אחרת - נחזיר סימן מוסכם: אםפלט● ππ
שפות.ולאיחסיםהמכילהלמחלקהשייכותוהןחיפושבעיותהןאלובעיות 𝐹𝑁𝑃

CNF-SATל-המתאימההחיפושבעיית
כך:מוגדרתל-המתאימההחיפושבעיית:הגדרה 𝐶𝑁𝐹 = 𝑆𝐴𝑇
𝐶𝑁𝐹.בצורתהנתוןפסוק:קלט●
: השמה המספקת את הפסוק (אם קיימת).פלט●

.שלהחיפושלבעייתפולינומידטרמיניסטיאלגוריתםקייםאזיאם:משפט 𝑃 = 𝑁𝑃𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
ל-המתאימההחיפושלבעייתופולינומידטרמיניסטיאלגוריתםקייםאזאם(כלומר: 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃

.(𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
מסויםמשתנהלבחורניתן,משתניםעםבצורתפסוקבהינתןראשית,:המשפטהוכחת ϕ𝐶𝑁𝐹𝑛(𝑥

1
,..., 𝑥

𝑛
)

ערךאתנכתובמדויק,לאבאופןמשתנים.עםחדשפסוקונקבלמסוים.אמתערךעבורוולהציב 𝐶𝑁𝐹𝑛 − 1
)השלימוהאמת בתוך הפסוק. נשתמש בכללי הלוגיקה הבאים: (

𝑎 ∨ 0 ≡ 𝑎      𝑎 ∧ 0 ≡ 0
𝑎 ∨ 1 ≡ 1      𝑎 ∧ 1 ≡ 𝑎

נגדיר:
ביותר.הקטןהאינדקסעםבמשתנה0ערךהצבתע"ימ-המתקבלהפסוקהוא● ϕ

0
ϕ

ביותר.הקטןהאינדקסעםבמשתנה1ערךהצבתע"ימ-המתקבלהפסוקהוא● ϕ
1

ϕ
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.אתהמכריעפולינומידטרמיניסטיאלגוריתםקייםאזי.ש:נניח:הוכחה 𝑃 = 𝑁𝑃𝑀𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
המחרוזתאתמחזיראונתון,לפסוקמספקתהשמההמחזירדטרמיניסטיאלגוריתםנתאר 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑆𝐴𝑇𝐶𝑁𝐹

האמתערךיהיהבמילהה-שהמקוםכך,מעלכמילהלפסוקהשמהנגדירמספקת".השמהקיימת"לא {0, 1}𝑖
𝑖.ה-המשתנהשל

תבצע:משתנים,עםפסוקהואכאשרקלטעלהאלגוריתם 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑆𝐴𝑇ϕϕ𝐶𝑁𝐹𝑛
.הקלטעלאתסמלץ.1 𝑀ϕ

a.מספקת".השמהקיימת"לאהחזראזאם 𝑀(ϕ) = 0
b.,2לשלבהמשךאחרת.

π.אתחל השמה ריקה:.2 = ε
תבצע:עודכל.3 𝑛 > 0

a.הפסוקאתונקבלשלביותרהנמוךהאינדקסבעלבמשתנה'0'ערךהצב. ϕϕ
0

b.הקלטעלריצתאתסמלץ: 𝑀ϕ
0

i.בצע:אזאם 𝑀(ϕ
0
) = 1

1.π = 0 · π
2.ϕ = ϕ

0

ii.,בצע:אזאםאחרת 𝑀(ϕ
0
) = 0

1.π = 1 · π
2.ϕ = ϕ

0

c..𝑛 = 𝑛 − 1
π.החזר את ההשמה.4

:הוכחת נכונות האלגוריתם
ערךלקבלצריךהואהאםיחידמשתנהעבוריכריעהמכונהשלב,בכל←אם● ϕ ∈ 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑀

מספקת.השמהלנותהיההתהליךבסוף←1או0של
השמה".קיימת"לאיחזיר←0תחזירהמכונה1בשלב←אם● ϕ ∉ 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑀𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑆𝐴𝑇

פולינום.הואההנחה,פיעל,שלהריצהשלהסיבוכיותאתב-נסמן:ריצהזמןסיבוכיות 𝑡(·)𝑀𝑡(·)
.פולינומית-היאהסיבוכיותלכןפעמים,כ-ל-קוראהאלגוריתם 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑆𝐴𝑇𝑀𝑛𝑂(𝑛 · 𝑡(𝑛))

צומתבכלאותומכווןו-שציירנו,הבינאריבעץאחתרמה"יורד"האלגוריתםחישובשלבשבכללבנשים 𝑀
.אכןהיאשלנוהאלגוריתםשלשהסיבוכיותכךהואהעץעומקלרדת.בןלאיזה 𝑛𝑂(𝑛 · 𝑡(𝑛))
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CLIQUEל-דטרמיניסטיאלגוריתם-חיפושלבעיותדוגמאות
אותוומימש,ל-פולינומידטרמיניסטיאלגוריתםלמצואהצליחמוכשרשחוקרנניחמבחן):(שאלת 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

מחזירה,קלטשבהינתןיעילהמ"טשלמימוש(במילים)תארו.טיורינגמכונתבאמצעות 𝑀
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

< 𝐺, 𝑘 >

כזה.קליקקייםלאאםקיים","לאמחזירהאו,שגודלוב-קליק 𝐺𝑘

:פתרון
אותו.נחזירולכןנחוץקודקודהיהזה,יחזירשהאלגוריתםפעםוכלקודקודיםנוריד:הרעיון 𝑀

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸

.לשפהשייךהקלטאםראשונית,בדיקה● < 𝐺, 𝑘 >𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
ההורדה.לאחרהמתקבלהגרףיהיבו,החלותהצלעותכלואתקודקוד,נורידשלבבכל● 𝐺'
.אלנחזוראחרתנמשיך,כן,אם,בשפהאםנבדוק● < 𝐺', 𝑘 >𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐺
קודקודים.בדיוקהואהגרףגודלכאשרנעצור● 𝐺'𝑘
'𝐺.שלהקודקודיםקבוצתאתנחזיר●

תבצע:טבעי,ו-גרףהואכאשרקלטעלהאלגוריתם 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸< 𝐺, 𝑘 >𝐺𝑘
.קלטעלאתסמלץ.1 𝑀

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
< 𝐺, 𝑘 >

a.קיים"."לאהחזר,אם 𝑀
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

(< 𝐺, 𝑘 >) = 0

b.,2לשלבעבוראחרת.
𝑆.ריקהקודקודיםקבוצתהגדר.2 = {}
בצע:עבור.3 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑉(𝐺)| |

a.והגדרקודקודהוצא. 𝑣
𝑛

𝐺
𝑛

= 𝐺
𝑛−1

\{𝑣
𝑛
}

b.עלריצתאתסמלץ. 𝑀
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

< 𝐺
𝑛
, 𝑘 >

i.אז:אם 𝑀
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

(< 𝐺
𝑛
, 𝑘 >) = 0

1..𝑆 = 𝑆 ∪ {𝑣
𝑛
}

2..𝐺
𝑛−1

= 𝐺
𝑛

∪ {𝑣
𝑛
}

c..𝑛 = 𝑛 + 1
𝑆.ההשמהאתהחזר.4

:הוכחת נכונות האלגוריתם
כלשלשייכותבודקוהאלגוריתםהיות←בגודלקליקהקיימת←אם● < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝑘

קודקוד בנפרד, הוא ימצא את הקליקה.
הראשונה.בשורהכברקיים""לאיחזירהאלגוריתם←אם● < 𝐺, 𝑘 >∉ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

.פולינומי-בזמןרץהאלגוריתםאזי.בזמןרץכינניח:הריצהזמןסיבוכיות 𝑀
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

𝑡𝑂(𝑛𝑡)
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HAMPATHל-דטרמיניסטיאלגוריתם-חיפושלבעיותדוגמאות
השפה:אתהמכריע)במ"ט(הממומשפולינומידטרמיניסטיאלגוריתםקייםכינניחמבחן):(שאלת 𝑀

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 = {< 𝐺 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ}
𝑃?האםלשאלההזההאלגוריתםקיוםשלההשלכהמה:א'סעיף = 𝑁𝑃
הגרףקודקודישלפרמוטציהמחזירקלטבהינתןאשרפולינומידטרמיניסטיאלגוריתםהראו:ב'סעיף < 𝐺 >

אשר מהווה מסלול המילטוני, אם קיים כזה, אחרת - מחזירה את המחרוזת "לא קיים מסלול המילטוני".
הסבירו את פעולת האלגוריתם במילים שלכם. אין צורך להוכיח נכונות, אך יש להראות שהסיבוכיות הינה

פולינומית.

וגםכימעידפולינומידטרמיניסטיאלגוריתםקיום,ו-היות:א'פתרון 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑃
.לכן,מרדוקציה.ב-השפותשארכל 𝑁𝑃𝑃 = 𝑁𝑃

:פתרון ב'
:הרעיון
.בשפההקלטאםראשונית,בדיקה● < 𝐺 >𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻
'𝐺.אתונקבלצלענורידשלבבכל●
.אלנחזוראחרתנמשיך,כן,אםבשפה,אםנבדוק● < 𝐺' >𝐺
.בדיוקהיאבגרףהצלעותכמותכאשרנעצור● 𝐺'𝑛 − 1
נשתמש בקבוצת הצלעות שנותרה כדי להחזיר את הסידור של הקודקודים על המסלול ההמילטוני●

בגרף.

תבצע:גרף,הואכאשרקלטעלאלגוריתם 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻< 𝐺 >𝐺
:קלטעלאתסמלץ.1 𝑀

𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻
< 𝐺 >

a.המילטוני".מסלולקיים"לאהחזר-אם 𝑀
𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

(< 𝐺 >) = 0

b.,2לשלבהמשךאחרת.
𝑆.ריקהצלעותקבוצתנגדיר.2 = {}
בצע:עבור.3 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝐸(𝐺)| |

a.והגדרצלעהוצא. 𝑒
𝑚

𝐺
𝑚

= 𝐺
𝑚−1

\{𝑒
𝑚

}

b.קלטעלריצתאתסמלץ. 𝑀
𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

< 𝐺
𝑚

>

i.אז:אם 𝑀
𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻

(< 𝐺
𝑚

>) = 0

1..𝑆 = 𝑆 ∪ {𝑒
𝑚

}

2..𝐺
𝑚−1

= 𝐺
𝑚

∪ {𝑒
𝑚

}

c..𝑚 = 𝑚 + 1
𝑆.אתהחזר.4
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אניגםביום,למידהשעות12שלאינטנסיבייםלימודיםשלשנים4כמעטאחריאז
מסיים את התואר. זה הקורס האחרון שלי. חשוב לי להגיד שאין דבר העומד בפני
הרצון. התחלתי את התואר בזלזול רב וחוסר רצון ללמוד, בנוסף יש לי הרבה קשיי
למידה ולוקח לי זמן להבין דברים. עם הזמן תפסתי את עצמי ברצינות והתחלתי

לקחת את ענייני הסיכומים ברצינות כדי להוכיח לעצמי שאני יכול הכל. אם יש לכם
מטרה שאולי מרגישה לכם בהתחלה מאוד מטופשת כמו האופן שבו אני סיכמתי כל

קורס, אני ממליץ לכם דווקא כן ללכת עליה ולהלחם עליה כי בסוף הדרך זה נותן
את הסיפוק הגדול ביותר (וגם אחלה של תוסף לרזומה).
בהצלחה לכולנו בהמשך, זה רק ההתחלה! ��

חלאס.וכן, נותר רק לכתוב בפעם האחרונה:
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