
2הסתברות-נוסחאותדף

מרחב הסתברות רציף
במרחב כזה, כל דגימה לא תקבל הסתברות אלא כל תת קבוצה לא בת מניה תקבל הסתברות. במרחב הסתברות

:Pr.כזה: Pr(Ω) → [0, 1]

Pr(ω) = מניהבתלכל0 Pr(𝐴) = 0𝐴

.Pr(Ω) = 10 ≤ Pr(𝑋) ≤ 1

את,Øאתבהשישקבוצהזה.ב-ונסמןאלגברהסיגמאהיאאזבת-מניהאוסופיתאם-אלגברהסיגמא Ω2Ωℱ
הכל והיא סגורה לפעולות על קבוצות כאשר מספר הפעולות הוא בן מניה.

Pr(𝑋.-רציףמקרימשתנה ∈ 𝐵) =
𝐵
∫ 𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥

הסתברותי).למרחב(תנאי.-הצפיפותפונקצית Pr(ℝ = Ω) = ∫
−∞
∞ 𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥 = 1

𝐹:המצטברתההסתברותפונקצית
𝑋

(𝑎) = Pr(𝑋 ≤ 𝑎) = ∫
−∞
𝑎 𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥

||:רציףמ"משלתוחלת 𝐸(𝑋) = ∫
−∞
∞ 𝑥 · 𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥𝐸(𝑋2) = ∫

−∞
∞ 𝑥2𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥

||:תכונות 𝐸(𝑔(𝑋)) = ∫
−∞
∞ 𝑔(𝑥)𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥𝐸(𝑋) = ∫

0
∞ Pr(𝑋 > 𝑥)𝑑𝑥

𝐸(𝑎𝑋.:התוחלתלינאריות + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏
.1הסתברותבקורסשנלמדכמוהדבראותובדיוקהם-שונותשלתכונות

Pr(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = Pr(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫
𝑎
𝑏𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥

|| Pr(𝑋 = 𝑎) = ∫
𝑎
𝑎𝑓

𝑋
(𝑥)𝑑𝑥 = 0Pr(𝑋 > 𝑎) = 1 − 𝐹

𝑥
(𝑎)  

התפלגות רציפה אחידה

צפיפות.פונקציתבעלהיאאםהקטעעלאחידמתפלג(רציף)שמ"מנאמר 𝑋[𝑎, 𝑏]
.אזאם:צפיפותפונקציית 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑓

𝑋
(𝑥) = 1

𝑏−𝑎

:פונקציית ההסתברות המצטברת
.אזאם● 𝑎 > 𝑥𝐹

𝑋
(𝑥) = 0

.אזאם● 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝐹
𝑋

(𝑥) = Pr(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑥−𝑎
𝑏−𝑎

.אזאם● 𝑏 < 𝑥𝐹
𝑋

(𝑥) = 1

.:שונות||:תוחלת 𝐸(𝑋) = 𝑎+𝑏
2𝐸(𝑋2) = 𝑏3−𝑎3

3(𝑏−𝑎) = 𝑎2+𝑎𝑏+𝑏2

3𝑉𝑎𝑟(𝑋) = (𝑏−𝑎)2

12

.ונסמן.פרמטר-מעריכית/אקספוננציאליתהתפלגות λ > 0𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(λ)

הבאה:הצפיפותבעלהיאאםעםמעריכיתמתפלגמ"מ 𝑋λ
אחרתאז:צפיפותפונקצית 𝑥 ≥ 0𝑓

𝑋
(𝑥) = λ𝑒−λ𝑥𝑓

𝑋
(𝑥) = 0

אז:אם:המצטברתההסתברותפונקציית 𝑥 ≥ 0
𝐹

𝑋
(𝑥) = Pr(𝑋 ≤ 𝑥) = 1 − 𝑒−λ𝑥 

:שונות||:תוחלת 𝐸(𝑋) = 1/λ𝐸(𝑋2) = 2/λ2𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 1/λ2 
,𝑠:לכל-זיכרוןחוסר 𝑡 ∈ 𝑅+Pr(𝑋 > 𝑠 + 𝑡|𝑋 > 𝑡) = Pr(𝑋 > 𝑠)

Pr(𝑋 > 𝑠 + 𝑡) = Pr(𝑋 > 𝑠) · Pr(𝑋 > 𝑡)
מתפלג מעריכית.: משתנה רציף אי-שלילי - חסר זיכרוןמשפט● ⇔
:נסמןלכל● 𝑥 ∈ ℝ𝑔(𝑥) = Pr(𝑋 > 𝑥) = 1 − 𝐹

𝑋
(𝑥) = 𝑒−λ𝑥

מתקיים:טבעייםו-לכל● 𝑚𝑛𝑔 𝑚
𝑛( ) = 𝑔𝑚 1

𝑛( ) = 𝑔 1( )
𝑚
𝑛

תקןהסטייתהיאכאשר-נורמליתהתפלגות σ > 0

𝑓:הצפיפותפונקציית
𝑋

(𝑥) = 1
σ· 2π

· 𝑒−(𝑥−µ)2/2σ2

:שונות:תוחלת 𝐸(𝑋) = µ𝑉𝑎𝑟(𝑋) = σ2

µש:במקרה:סטנדרטיתנורמליתהתפלגות = 0,  σ = 1

Φ(𝑥):המצטברתההסתברותפונקציית = 1
2π −∞

𝑥

∫ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡

שמתפלג סטנדרטי עושים: כדי להמיר מ"מ שמתפלג נורמלי למ"ממ"מ נורמלי סטנדרטי
𝑌.כך:הזזה = (𝑋 − µ)/σ

אז:סטנדרטינורמלימ"מאם 𝑌𝐹
𝑋

(𝑎) = Pr(𝑋 ≤ 𝑎) = Pr 𝑌 ≤ 𝑎−µ
σ( ) = Φ 𝑎−µ

σ( )
ממוצעעםנורמאליתמתפלגאז.וגםנורמאליתמתפלגאם● 𝑋𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌𝑎µ + 𝑏

נורמאליתשמתפלגלמשתנהנורמאליתשמתפלגמשתנהלהמירכדילכן.ושונות: 𝑎2σ2

𝑍.הזזה:עושיםסטנדרטית = (𝑋 − µ)/σ
..לכל● 𝑥 ∈ 𝑅Φ(𝑥) + Φ(− 𝑥) = 1
●.Φ(− 𝑥) = 1 − Φ(𝑥)
●.Pr(− 𝑎 < 𝑋 < 𝑎) = 2Φ(𝑎) − 1

CLT-המרכזיהגבולמשפט

.סופיתושונותתוחלתעםהתפלגותאותהובעליב"תמ"משלסדרהתהי 𝑋
𝑖{ }

𝑖=1

∞µσ2 > 0

.יהי:טבעילכל 𝑛𝑌
𝑛

=
𝑋

1
+...+𝑋

𝑛( )−𝑛µ

σ 𝑛

𝐹.:המצטברתההסתברותפונקצית
𝑛
(𝑎) = Pr(𝑌

𝑛
≤ 𝑎)

.אז:תהי Φ(𝑎) = 1
2π

∫
−∞
𝑎 𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥

𝑛 ∞
lim
→

𝐹
𝑛
(𝑎) = Φ(𝑎)

המשפט עוזר כאשר לא ידועה ההתפלגות אלא רק הממוצע וסטיית התקן, לכן נעבור להתפלגות
לנויעזורהמשפטבאינסוף.נורמליתמתפלגכלומרהטבלה.אתלנויששםכינורמלית 𝑌

𝑛
לחשב חסמים דו-כיווניים בצורה מהירה ומדויקת יותר.

● Pr(𝐴 < 𝑋 < 𝐵) = Pr 𝐴−𝑛·µ
σ· 𝑛

< 𝑋−𝑛·µ
σ· 𝑛

< 𝐵−𝑛·µ
σ· 𝑛( )

● Pr − 𝑎 < 𝑍 < 𝑎( ) = Pr 𝑍 < 𝑎( ) − Pr 𝑍 <− 𝑎( ) ≈ Φ(𝑎) − Φ(− 𝑎) =
= Φ(𝑎) − (1 − Φ(𝑎)) = 2Φ(𝑎) − 1

● Φ(𝑏) − Φ(𝑎) = 1
2π

∫
−∞
𝑏 𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥 − 1

2π
∫

−∞
𝑎 𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥 = 1

2π
∫

𝑎
𝑏𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥

)Berry-Esseen(משפט:

ושונותתוחלתעםזהההתפלגותבעליבשניאחדב"תמ"מאינסוףשלסדרהאם 𝑋
𝑖{ }

𝑖=1

∞0σ2

שכך.:לכלנסמןאםבנוסף:.כאשר σ > 0𝐸(|𝑋
𝑖
|3) = ρ𝑛 ∈ 𝑁𝑌

𝑛 
=

𝑋
1
+𝑋

2
+...+𝑋

𝑛

σ 𝑛
𝐹

𝑛

.אז:.שלהמצטברתההסתברותפונקצייתהיא 𝑌
𝑛

|𝐹
𝑛
(𝑥) − Φ(𝑥)| ≤ ρ

σ3 𝑛
המשפט מבטיח, בהינתן התנאים הנ"ל את הקצב שבו מתקרבים להתפלגות הנורמאלית הסטנדרטית.לא רק

המשפט.שלהיתרוןוזהמ-רחוקיםאנחנוכמהלכללהגידאפשראלאCLTב-שראינוכמול-שנשאף Φ𝑛Φ

גרפים

קשת.ישבגרףצמתיםשניבכלאשרגרףהוא"מלא"או-שלםגרף 𝐺
(שכולם מחוברים בו לכולם).תת גרף שלם-קליקה
ביניהםשאיןכלנמצאיםשבהב-קבוצה-בגרףתלויהבלתיקבוצה 𝐺𝑉𝐸
קודקודיםעםגרףשכלכךביותרהקטןה-הואעבוררמזימספר 𝑅(𝑘, 𝑙)𝑘, 𝑙 ∈ ℕ+𝑛𝑛

.מגודלתלויהבלתיקבוצהאומגודלקליקהמכיל 𝑘𝑙

זהאז:המקיימים:יהיו-47הרדוסמשפט 𝑛, 𝑡 ∈ ℕ+𝑛
𝑡( ) · 2

1− 𝑡
2( )

< 1𝑅(𝑡, 𝑡) > 𝑛

.tבגודלב"תקבוצהואיןtבגודלקליקהשאיןאומר

.מתקיים:לכל-מסקנה 𝑡 ≥ 4𝑅(𝑡, 𝑡) > ⎣2𝑡/2⎦
האפשריים.משני הכיווניםמאחד- גרף שלם שכל קשת מכוונתגרף טורניר

לקבוצהשייךלאהואאםקודקודיםשלתת-קבוצהעלשולטקודקוד-שולטקודקוד 𝑢𝐴
בקבוצה.הקודקודיםכלעלצלעב"מצביע"הואוגם 𝐴

כך:יהיו-63הרדוסמשפט 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ+𝑛
𝑘( ) 1 − 2−𝑘( )

𝑛−𝑘
< 1

𝑆.המקייםקודקודיםnעםטורנירגרףקייםאזי
𝑘

לכלאםשולטתקבוצהתקראקבוצהגרף.יהי-שולטתקבוצה 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑆 ⊆ 𝑉
לקבוצהמחוץשהואקודקודכלכלומר.צלע:שישכךקיים 𝑣 ∈ 𝑉/𝑆𝑢 ∈ 𝑆𝑢𝑣 ∈ 𝐸𝑣

.בקבוצהכןשהואאחדלקודקודלפחותמחובר 𝑆𝑢𝑆
.מינימליתדרגהעםקודקודיםnעלגרףיהי-משפט 𝐺 = (𝑉, 𝐸)δ > 1

.ש:כךשולטתקבוצהב-קיימתאזי 𝐺𝑆𝑆| | ≤ 𝑛·[1+ln(δ+1)]
δ+1

מהתוחלת וקיים איבר-  בכל מרחב הסתברות קיים איבר שערכו קטן או שווההערה
.שולטת:קיימתבפרט,מהתוחלת.שווהאוגדולשערכו 𝑆𝑆| | ≤ 𝑛·[1+ln(δ+1)]

δ+1

.ב-ביותרהקצרהמעגלאורךהואב-שנסמןגרףשל)Girth(המותן 𝐺𝑔(𝐺)𝐺
קשתות,מכילהאינההיאאםתלויהבלתיקבוצהש-נאמר.ותהיגרף● 𝑆 ⊆ 𝑉𝑆

.לכלכלומר 𝑥𝑦 ∉ 𝐸𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆
צלעותוקודקודיםעםבעולםהגרפיםכלשלהסתברותמרחב:G(n,m(מודל 𝑛𝑚

ולכןשונים.גרפיםישהצלעות".אתלהניח"איפההיאההסתברותכאשר
𝑛
2( )

𝑚( )
אחידה.בהתפלגותהיא:גרףלכלההסתברות 𝑃(𝐺 ∈ 𝐺(𝑛, 𝑚)) =

𝑛
2( )

𝑚( )−1

עםבעולםהגרפיםכלשלהסתברותמרחב:G(n,p(בינומימודל
לגרףוההסתברותהיאבגרףאותהלשיםההסתברותצלע,לכלכאשרקודקודים. 𝑛𝑝

𝑃(𝐺מוגדרת: ∈ 𝐺(𝑛, 𝑝)) = 𝑝|𝐸| · (1 − 𝑝)
𝑛
2( )−|𝐸|

לצלעו-½קבוצהלכלקודקודיםקבוצות2עםדו-צדדיגרףהואהגרף● 𝐵(𝑛, 𝑛, 1/2)𝑛
בודדקודקודישקשיר,גרףלדוגמא:לתאריכולהגרפיםשלתכונה:גרפיםשלתכונה 𝑄

.שנסמןהתכונהאתמקייםגרףכאשרוכו'...בגרף 𝐺𝐺 ∈ 𝑄
כלומר, תכונה היא קבוצת כל הגרפים שמקיימים אותה.

Staged-בשלביםחשיפה Exposure-ויהיוטבעימספריהי 𝑘0 ≤ 𝑝,  𝑝
1
,...., 𝑝

𝑘
≤ 1

מרחבאותוו-אזיהמקיימות: 1 − 𝑝 = Π
𝑖=1
𝑘 (1 − 𝑝

𝑖
)𝐺(𝑛, 𝑝)∪

𝑖=1
𝑘 𝐺(𝑛, 𝑝

𝑖
)

הסתברות.
ש:מתקייםמונוטוניתתכונהלכל:מונוטוניתתכונה 𝑄

𝑛→∞
lim Pr(𝐺(𝑛, 𝑚) ∈ 𝑄) = 1 ⇔

𝑛→∞
lim Pr(𝐺(𝑛, 𝑝) ∈ 𝑄) = 1

אחיד.הסתברותמרחבהואההסתברותמרחב● 𝐺(𝑛, 1
2 )

התכונה.עלתשמורצלעותשלהוספהאזבגרףמתקיימתהיאשאםתכונה:עולה 𝑄
כלומר לא ייתכן שנוסיף צלעות והתכונה כבר לא תתקיים.

התכונה.עלתשמורצלעותשלהחסרהאזבגרףמתקיימתהיאשאםתכונה:יורדת 𝑄
כלומר לא ייתכן שנחסיר צלעות והתכונה כבר לא תתקיים.

-הגדרות של תכונה מונוטונית עולה (סימטרי ליורדת)
.תכונהלכל● Pr(𝐺(𝑛, 1) ∈ 𝑄) = 1𝑄 ≠ Ø
.אזאם● 𝑝

1
≤ 𝑝

2
Pr(𝐺(𝑛, 𝑝

1
) ∈ 𝑄) ≤ Pr(𝐺(𝑛, 𝑝

2
) ∈ 𝑄)

:עולהמונוטוניתתכונהלקיוםסףהואש:נאמר-סף 𝑝
0

= 𝑝
0
(𝑛) 𝑄

.אז:)(כלומראם⇚ 𝑝 ≫ 𝑝
0

𝑝 = ω(𝑝
0
)

𝑛→∞
lim Pr(𝐺(𝑛, 𝑝) ∈ 𝑄) = 1

.אז:)(כלומראם⇚ 𝑝 ≪ 𝑝
0

𝑝 = 𝑜(𝑝
0
)

𝑛→∞
lim Pr(𝐺(𝑛, 𝑝) ∈ 𝑄) = 0

.האגפים אבל אסורמותר לבצע פעולות חילוק וכפל בין- עבורהערה ≪  ,  ≫+, −
מתקיים:לכלאםסף-חדיקראתכונהשלסף-חדסף 𝑝

0
𝑄ε > 0

אז:אם⇚ 𝑝 ≥ (1 + ε)𝑝
0𝑛→∞

lim Pr(𝐺(𝑛, 𝑝) ∈ 𝑄) = 1

אז:אם⇚ 𝑝 ≤ (1 − ε)𝑝
0𝑛→∞

lim Pr(𝐺(𝑛, 𝑝) ∈ 𝑄) = 0

לכל תכונה מונוטונית יש סף אבל לא בהכרח שיש לה סף חד.●

סד"פים

סד"פ חסם הסתברותי באמצעות צ'רנוף:

𝑋.קיבלנו)1(
𝑛

= Σ
𝑖=1
𝑛 𝑋

𝑖

].0,1[בטווחערכיםמקבליםשהמשתניםבדיקה)2(
אם המשתנים לא בטווח הזה אז נבצע את השלבים הבאים:)3(

)a(הזזה:נבצע.𝑌
𝑖

=
𝑋

𝑖
−𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑎𝑥−𝑚𝑖𝑛

)b(אתנגדיר𝑌
𝑛

= Σ
𝑖=1
𝑛 𝑌

𝑖

)c(שוויוןבאינציבואז,באמצעותאתנגדיר. 𝑋
𝑛

𝑌
𝑛

𝑋כלומר,
𝑖

= (𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛)· 𝑌
𝑖

+ 𝑚𝑖𝑛

צריךהיהלא(אם(אוצ'רנוףאתנפעילעליוהמשתנהשלהתוחלתאתנמצא)4( 𝑋
𝑛

ההזזה.אחרישקיבלנואוהזזה), 𝑌
𝑛

נתחיל לפשט את המשוואה שקיבלנו ונמצא באיזה צ'רנוף יהיה הכי נוח להשתמש)5(
(בהתאם לתוחלת וכו').

משתנה מקרי רציף ופונקציות צפיפות:
ערכילפיעד..מ..אינטגרללעשותצריךאזמפוצלתפונ'לנוישאם:"a,bאת"מצאו●

הפונקציה.
מתיהשורשיםבנוסחתנבדוק:למשוואה"פתרונותaשיש"הסתברות●

הטווח.מהונחליטאוהפרבולהאםחיובי.מתינבדוק, 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0∩∪
.1ל-בסוףשווההערכיםביןשלהשהאינטגרללהראות:צפיפות"פונק'"הוכח●
טווחלכלהצפיפותפונ'אתולהציגכלשהולפילהראות:מצטברת"צפיפות"פונק'● 𝑎

𝑎.יהיהתמידהעליוןהטווח:לזכורהערכים.

חסמים

Pr(𝑋.מרקוב:אי-שוויון ≥ 𝑎) ≤ 𝐸(𝑋)
𝑎

.צ'בישב:אי-שוויון Pr( 𝑋 − 𝐸(𝑋)| | ≥ 𝑎) ≤ 𝑉𝑎𝑟(𝑋)

𝑎2

ויהיבקטעב"תיהיוצ'רנוף:אי-שוויון {𝑋
𝑖
}

𝑖=1

𝑛[0, 1]𝑋 = Σ
𝑖=1
𝑛 𝑋

𝑖

מתקיים:ממשילכל.1 𝑡 > 0𝑃(|𝑋 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝑡) ≤ 2𝑒(−2𝑡2/𝑛)  

|| Pr(𝑋 ≥ 𝐸(𝑋) + 𝑡) ≤ 𝑒(−2𝑡2/𝑛)Pr(𝑋 ≤ 𝐸(𝑋) − 𝑡) ≤ 𝑒(−2𝑡2/𝑛)

.מתקיים:לכל.2 ε > 0Pr(𝑋 ≤ (1 − ε) · 𝐸(𝑋)) ≤ 𝑒(−ε2·𝐸(𝑋))/2

.:אפסילוןעבורהחישובנוסחתעבור Pr(𝑋 ≤ 𝑎)ε = 1 − 𝑎
𝐸(𝑋)

.:לכל.3 0 < ε ≤ 3
2Pr(𝑋 ≥ (1 + ε) · 𝐸(𝑋)) ≤ 𝑒(−ε2·𝐸(𝑋))/3

.:אפסילוןעבורהחישובנוסחתעבור Pr(𝑋 ≥ 𝑎)ε = 𝑎
𝐸(𝑋) − 1

מתקיים:שלכלכךב"תיהיוהופדינג:צ'רנוףאי-שוויון {𝑋
𝑖
}

𝑖=1

𝑛1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

ויהי Pr(𝑋
𝑖

= 1) = Pr(𝑋
𝑖

=− 1) = 1
2𝑋 = Σ

𝑖=1
𝑛 𝑋

𝑖

מתקיים:לכלאזי 𝑡 > 0

Pr(𝑋 ≥ 𝑡) ≤ 𝑒−(𝑡2/2𝑛)   ,       Pr(𝑋 ≤− 𝑡) ≤ 𝑒−(𝑡2/2𝑛)

.בערכיםוהופדינגבקטעצ'רנוף:(נרמול)הזזהנוסחאות [0, 1]{− 1, 1}

וגם:צ'רנוף:עבורהזזה● 𝑌
𝑖

=
𝑋

𝑖
−𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑎𝑥−𝑚𝑖𝑛𝑋
𝑖

= (𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛) · 𝑌
𝑛

+ 𝑚𝑖𝑛( )
𝑌.הופדינג:עבורהזזה●

𝑖
= 2

𝑚𝑎𝑥−𝑚𝑖𝑛 · (𝑋
𝑖

− 𝑚𝑎𝑥) + 1

מומנטים

ה-כאשראם,ערכיםעםמ"מ-ראשוןמומנט 𝑋ℕ+𝑛 → ∞𝐸(𝑋) = 0
Pr(𝑋אז ≥ 1) ≤ 𝐸(𝑋)/1 = 𝐸(𝑋) ⇒

𝑛→∞
lim Pr(𝑋 = 0) = 1

אזכאשרכלשהו,עבורכינניח,ערכיםעםמ"מ-שנימומנט 𝑋ℕ+𝑛𝑛 → ∞
כי:להוכיחצריךוגםלכן. 𝐸(𝑋) ≥ 1Pr(𝑋 ≥ 1) = 1Pr(𝑋 = 0) = 0

.𝑃(𝑋 = 0) ≤ 𝑉𝑎𝑟(𝑋)

(𝐸(𝑋))2   

סכומיםבעלתתקראשלקבוצה-שוניםסכומיםקבוצת 𝑆 = {𝑥
1
,  ....  ,  𝑥

𝑘
}ℕ+

.לכלמזהזהשוניםהסכומיםאםשונים 2𝑘Σ
𝑖∈𝑆

 𝑥
𝑖

𝑆 ⊆ {1,..., 𝑘}

משפטי גבול

הסתברות,מרחבאותועלתלויים,בלתימקרייםמשתניםשלסדרהתהי {𝑋
𝑖
}

𝑖=1

∞

ממשי:לכלאזי,סופיתתוחלתבעלי µε > 0
:החוק החלש של המספרים הגדולים.1

𝑛→∞
lim Pr

𝑋
1
+....+𝑋

𝑛

𝑛 − µ|||
||| ≥ ε( ) = 0

):שונות סופית(בנוסף עםהחוק החזק של המספרים הגדולים.2

Pr
𝑛→∞
lim

𝑋
1
+....+𝑋

𝑛

𝑛 = µ( ) = 1

לכלאםלמ"מבהסתברותמתכנסתמ"מסדרת:בהסתברותהתכנסות {𝑋
𝑛
}𝑋

מתקיים: ε > 0
𝑛 ∞
lim
→

Pr  ω ∈ Ω: |𝑋
𝑛
(ω) − 𝑋(ω)| ≥ ε{ } ( ) = 0

אםלמ"מבוודאותכמעטמתכנסתמ"מסדרת:בוודאותכמעטהתכנסות {𝑋
𝑛
}𝑋

Pr.מתקיים: ω ∈ Ω:
𝑛 ∞
lim
→

𝑋
𝑛
(ω) = 𝑋(ω)

⎰
⎱

⎱
⎰( ) = 1

ההפך לא תמיד נכון."התכנסות בהסתברות""התכנסות כמעט בוודאות"●   ⇐

אלגוריתמים

שלו תלוי במ"מ. (כמו- אלגוריתם שתמיד צודק בתשובה אבל זמן הריצהלאס וגאס
).RandQSאלגוריתםלמשל

- אלגוריתם שטועה בהסתברות (בדרך כלל נמוכה):מונטה קרלו
צריךאםצודק.תמידהאלגוריתםאזtrueלהחזירצריךאם:צדדיתחדטעות.1

להיפך)(אונמוכה.בהסתברותtrueלהחזיריכולהאלגוריתםאזfalseלהחזיר
:  בכל מקרה יש טעות (נמוכה) בהסתברות.טעות דו צדדית.2
.הואשלהממוצעהריצהזמן● 𝑅𝑎𝑛𝑑𝑄𝑆Θ(𝑛 ln 𝑛)

חסמים מוכרים

(1 − 𝑝)𝑥 ≥ 𝑒−𝑝𝑥(1+𝑝) 𝑛𝑘

𝑘𝑘 ≤ 𝑛
𝑘( ) ≤ 𝑛𝑘 𝑛

𝑘( ) ≤ ( 𝑒𝑛
𝑘 )𝑘

 1 − 𝑥( ) ≤ 𝑒−𝑥

1 + 𝑥( ) ≤ 𝑒𝑥
.ש:בתנאי (1 − 𝑥)𝑛 ≤ 𝑒−𝑥𝑛0 ≤ 𝑥 ≤ 1

חשוב לזכור

צריך לדעת שזה מגדיל את ההסתברות.ורוציםאם יש● >≥
Pr(𝑎.רציףהסתברותבמרחב● < 𝑋 < 𝑏) = Pr(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏)

●Pr( 𝑋| | ≤ 𝑎) = Pr(− 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑎) = Pr(𝑋 ≤ 𝑎) − Pr(𝑋 <− 𝑎)
●Pr( 𝑋| | ≥ 𝑎) = Pr(𝑋 ≤− 𝑎    𝑂𝑅    𝑋 ≥ 𝑎)
●Pr(𝐴 > 𝐵) = 1 − Pr(𝐴 ≤ 𝐵)
●Pr( 𝐴| | > 𝐵) = 1 − Pr( 𝐴| | ≤ 𝐵) = 1 − Pr(− 𝐵 ≤ 𝐴 ≤ 𝐵)
●Pr(𝑋 = 0) = 1 − Pr(𝑋 ≥ 1)
●Pr(|𝑋 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝑡) = 1 − Pr(𝐸(𝑋) − 𝑡 ≤ 𝑋 ≤ 𝐸(𝑋) + 𝑡)
●𝐸(𝑋 ≥ 1) ≤ 𝐸(𝑋)

±𝑏−השורשים:נוסחת● 𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎

𝑦שניה:ממעלהפונקציה● = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0
כל מ"מ מתפלג בינומי מורכב מאינדיקטורים וניתן לעשות עליו חסם צ'רנוף.●

.לצלעות:האופציהסה"כמתוךכמותשלספירה,בגרף:צלעות● 𝑛
2( )

𝑛
2( )
𝑘( )

.מוגדרת:שלהתקןסטיית● 𝑋σ
𝑋

= 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = σ2 

"קבוצה רעה"קבוצה כלשהי, נראה שההסתברות לקבלקיימתכדי להוכיח ש●
.1מ-ממשקטנה

2022-עזריהדור

1



1הסתברות

∪)Pr.:זריםמאורעות
𝑛=1
∞ 𝐴

𝑛
) = Σ

𝑛=1 
∞ Pr(𝐴

𝑛
)

Pr(𝐴:זרלאאיחוד ∪ 𝐵) = Pr(𝐴) + Pr(𝐵) − Pr(𝐴 ∩ 𝐵)
Union-איחודחסם Bound:.Pr(∪

𝑛=1
∞ 𝐴

𝑛
) ≤ Σ

𝑛=1 
∞ Pr(𝐴

𝑛
)

אז:,ש-כךמאורעותו-אם-מותניתהסתברות 𝐴𝐵Pr(𝐵) > 0
Pr(𝐴|𝐵) = Pr(𝐴∩𝐵)

Pr(𝐵)

אז:,ש-כך:השלמהההסתברותחוק 0 < Pr(𝐵) < 1
Pr(𝐴) = Pr(𝐵) Pr(𝐴|𝐵) + Pr(𝐵𝑐) Pr(𝐴|𝐵𝑐)

Pr(𝐵|𝐴).:בייסחוק = Pr(𝐵)·Pr(𝐴|𝐵)
Pr(𝐴)

Pr(𝐴אמ"מ::בלתי-תלוייםמאורעותזוג ∩ 𝐵) = Pr(𝐴) · Pr(𝐵) 
.אמ"מב-תלויבלתיבנוסף, 𝐴𝐵Pr(𝐴|𝐵) = Pr(𝐴)

)Pr.:בלתי-תלוייםמאורעות
𝑖∈𝐼
⋂ 𝐴

𝑖
) =

𝑖∈𝐼
∏ Pr(𝐴

𝑖
)

אם:תלוייםבלתי:בלתי-תלוייםמקרייםמשתנים  𝑋
1
, 𝑋

2
,.., 𝑋

𝑛

Pr(𝑋
1

= 𝑥
1
,..., 𝑋

𝑛
= 𝑥

𝑛
) =

𝑖=1

𝑛

∏ Pr(𝑋
𝑖

= 𝑥
𝑖
)

||תוחלת: 𝐸(𝑋) = Σ
𝑘

Pr(𝑋 = 𝑘) · 𝑘𝐸(𝑋2) = Σ
𝑘

Pr(𝑋 = 𝑘)· 𝑘2

אז:יהי:התוחלתליניאריות 𝑎 ∈ ℝ

𝐸(𝑎𝑋) = 𝑎𝐸(𝑋)𝐸(𝑎) = 𝑎

𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌)

תכונות של תוחלת

.אזהערכיםלכלאם 𝑋 ≤ 𝑌𝐸(𝑋) ≤ 𝐸(𝑌)
.אז:תלוייםבלתיאם 𝑋, 𝑌𝐸(𝑋 · 𝑌) = 𝐸(𝑋) · 𝐸(𝑌)

𝐸(𝑋 · 𝑌) = Σ
𝑎
Σ

𝑏
 𝑎𝑏 · Pr(𝑋 = 𝑎, 𝑌 = 𝑏)

.𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏𝐸(𝑌)
𝐸(𝑋 + 𝑌|𝑌 = 𝑦) = 𝐸(𝑋|𝑌 = 𝑦) + 𝑦

𝐸(𝑋 · 𝑌|𝑌 = 𝑦) = 𝑦 · 𝐸(𝑋|𝑌 = 𝑦)

𝐸(𝑋) = Σ
𝑖=1
𝑘 𝐸(𝑋|𝐴

𝑖
) · Pr(𝐴

𝑖
)

𝐸(𝑌|𝑋מותנה:תוחלת = 𝑛) = Σ
𝑘
𝑘 · Pr(𝑌 = 𝑘|𝑋 = 𝑛)

𝐸(𝑋)שלמה:תוחלת = 𝐸(𝐸(𝑋|𝑌)) = Σ
𝑦

Pr(𝑌 = 𝑦) · 𝐸(𝑋|𝑌 = 𝑦)

סופית:תוחלתעםמקרימשתנהעבור-שונות 𝑋
𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸((𝑋 − 𝐸(𝑋))2) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2

𝑎אז:יהי:השונותליניאריות ∈ ℝ

,𝑋תלויים:אם 𝑌𝑉𝑎𝑟(𝑋 ± 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) ± 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌)
תלויים:בלתיאם 𝑋, 𝑌𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌)

𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝑌 = 𝑘) = 𝐸(𝑋2|𝑌 = 𝑘) − [𝐸(𝑋|𝑌 = 𝑘)]2

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑎) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑎𝑋) = 𝑎2𝑉𝑎𝑟(𝑋)

𝑉𝑎𝑟(𝑋).שלילית:איתמיד ≥ 0𝑉𝑎𝑟(𝑎) = 0

𝑉𝑎𝑟(𝑋)השלמה:שונות = 𝐸( 𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝑌) ) + 𝑉𝑎𝑟( 𝐸(𝑋|𝑌) )

,ρ(𝑋.:המתאםמקדם 𝑌) = 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)
𝑉𝑎𝑟(𝑋)· 𝑉𝑎𝑟(𝑌)

|ρ(𝑋, 𝑌)| ≤ 1ρ(𝑋 + 𝑎, 𝑌) = ρ(𝑋, 𝑌)

ρ(𝑋, 𝑋) = 1ρ(𝑎𝑋, 𝑌) = 𝑎
|𝑎| · ρ(𝑋, 𝑌)

ρ(𝑎𝑋, 𝑏𝑌) = 𝑎𝑏 · ρ(𝑋, 𝑌)

בלתי-תלויים.אםרקאםרק ρ(𝑋, 𝑌) = 0𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0𝑋, 𝑌

.תלויים- לחשב שונות כשהמשתנים המקרייםשונות משותפת
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋 · 𝑌) − 𝐸(𝑋) · 𝐸(𝑌)

1..𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋)
מתואמיםלאהםתלוייםבלתיאם.2 𝑋, 𝑌  ⇐  ⇐𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0
3.𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑋)
4.𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋, 𝑏𝑌) = 𝑎 · 𝑏 · 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)
5.𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌,  𝑍) = 𝑎 · 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍) + 𝑏 · 𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑍)
6.𝐶𝑜𝑣(𝑋 + 𝑍, 𝑌 + 𝑊) = 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) + 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑊) +  𝐶𝑜𝑣(𝑍, 𝑌) + 𝐶𝑜𝑣(𝑍, 𝑊)

7.𝐶𝑜𝑣(Σ
𝑖=1
𝑛  𝑋

𝑖
, Σ

𝑗=1
𝑚  𝑌

𝑗
) = Σ

𝑖=1
𝑛 Σ

𝑗=1
𝑚 𝐶𝑜𝑣( 𝑋

𝑖
 𝑌

𝑗
)

8.𝑉𝑎𝑟 Σ
𝑖=1
𝑛  𝑋

𝑖( ) = Σ
𝑖=1
𝑛 𝑉𝑎𝑟 𝑋

𝑖( ) + 2Σ
 𝑖 < 𝑗 

 𝐶𝑜𝑣 𝑋
𝑖
,  𝑋

𝑗( )
אינדיקטורים

.אוכלומרברנולי,מתפלגשלאינדיקטור 𝑋
𝑖

𝑋
𝑖

= 0𝑋
𝑖

= 1

.התוחלתלינאריותולפינסמן 𝑋 = Σ
𝑖=1
𝑛 𝑋

𝑖
𝐸(𝑋) = Σ

𝑖=1
𝑛 𝐸(𝑋

𝑖
)

𝐸(𝑋.אינדיקטור:שלתוחלת●
𝑖
) = Pr(𝑋

𝑖
= 1)

𝑉𝑎𝑟(𝑋.אינדיקטור:שלשונות●
𝑖
) = Pr(𝑋

𝑖
= 1) · Pr(𝑋

𝑖
= 0)

של אינדיקטור (עבור המקרה ששניהם יקרו):שונות משותפת●
𝐶𝑜𝑣(𝑋

𝑖
, 𝑋

𝑗
) = Pr(𝑋

𝑖
= 1, 𝑋

𝑗
= 1) − Pr(𝑋

𝑖
= 1) Pr(𝑋

𝑗
= 1)

קומבינטוריקה
𝑛
𝑘( ) = 𝑛−1

𝑘−1( ) + 𝑛−1
𝑘( )𝑛

𝑘( ) = 𝑛
𝑘 · 𝑛−1

𝑘−1( )
Σ

𝑘=1
𝑛  𝑘 · 𝑛

𝑘( ) = 𝑛 · 2𝑛−1Σ
𝑘=0
𝑛  𝑛

𝑘( ) = 2𝑛

יש חזרותאין חזרות

!𝑛יש חשיבות לסדר
(𝑛−𝑘)!𝑛𝑘

𝑛אין חשיבות לסדר
𝑘( ) = 𝑛!

𝑘!·(𝑛−𝑘)!
𝑛+𝑘−1

𝑘( )

נגזרות

(𝑎𝑥)' = 𝑎𝑥 ln(𝑎)(𝑒𝑥)' = 𝑒𝑥

(ln(𝑥))' = 1
𝑥(𝑥𝑛)' = 𝑛𝑥𝑛−1

אינטגרלים

∫ 1
𝑎𝑥+𝑏 𝑑𝑥 = ln 𝑎𝑥+𝑏| |

𝑎∫𝑥𝑛𝑑𝑥 = 𝑥𝑛+1

𝑛+1

∫𝑒𝑚𝑥+𝑛𝑑𝑥 = 𝑒𝑚𝑥+𝑛

𝑚∫𝑎𝑚𝑥+𝑛𝑑𝑥 = 𝑎𝑚𝑥+𝑛

𝑚·ln(𝑎)

∫ 1
𝑥 𝑑𝑥 = ln 𝑥| |∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 = (𝑎𝑥+𝑏)𝑛+1

𝑎(𝑛+1)

∫:בחלקיםאינטגרציה
𝑎
𝑏 𝑓 · 𝑔' = 𝑓 · 𝑔[ ]

𝑎
𝑏 − ∫

𝑎
𝑏 𝑓' · 𝑔

∫
−∞
∞ 𝑥| |𝑑𝑥 = ∫

−∞
0 − 𝑥𝑑𝑥 + ∫

0
∞𝑥𝑑𝑥∫

−∞
∞ − 𝑥| |𝑑𝑥 = ∫

−∞
0 𝑥𝑑𝑥 + ∫

0
∞ − 𝑥𝑑𝑥

∫:בגבולות
−∞
0 𝑎𝑒𝑥𝑑𝑥 + ∫

0
∞𝑎𝑒−𝑥𝑑𝑥 =

𝑖→−∞
lim 𝑎𝑒𝑥[ ]𝑖

0
+

𝑗→∞
lim − 𝑎𝑒−𝑥[ ]0

𝑗

סופית)קבוצהכאשר(לכלאחידההתפלגות                                                               𝑈(𝑆)𝑠 ∈ 𝑆𝑆

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = (𝑏−𝑎+1)2−1
12

𝐸(𝑋) = 𝑎+𝑏
2Pr(𝑋 = 𝑘) = 1

𝑆| |

𝑘בתלוילאהמקריהמשתנהאםהוגנת.קוביהלמשל,אחיד.באופןשנעשהניסויכלערך.לכלשווה:הסתברותדוגמה
אחיד.מתפלגכילהסיקניתןאזי,ללאביטוימקבליםאתכשפותחיםאםכלומר,אחידמתפלגהואאזי 𝕡(𝑋 = 𝑘)𝑘𝑋

בערכיםברנוליהתפלגות  𝐵𝑒𝑟(𝑝)(𝑝 ∈ ℝ: 0 ≤ 𝑝 ≤ 1)

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑝 · (1 − 𝑝)𝐸(𝑋) = 𝑝Pr(𝑋 = 1) = 𝑝 , Pr(𝑋 = 0) = 1 − 𝑝

מטבע.:  אינדיקטור. ניסוי מקרי. כן או לא. למשל, הטלתדוגמה

בערכיםבינומיתהתפלגות  𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝)𝑛 ∈ ℕ,  𝑝 ∈ ℝ: 0 ≤ 𝑝 ≤ 1 ,   0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑛 · 𝑝 · (1 − 𝑝)𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝Pr(𝑋 = 𝑘) = 𝑛
𝑘( ) · 𝑝𝑘 · (1 − 𝑝)𝑛−𝑘

פעמים.nהניסויועריכתלהצלחה,pהסתברותעםניסויהצלחות.מספר:דוגמה
הפעמים.nמתוךשהצלחנוהפעמיםכמותאתמייצג µ(𝑘)

𝐺𝑒𝑜𝑚(𝑝)(𝑘 גיאומטריתהתפלגות ∈ ℕ+, 𝑝 ∈ ℝ: 0 < 𝑝 < 1)                                                

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 1−𝑝

𝑝2𝐸(𝑋) = 1
𝑝Pr(𝑋 = 𝑘) = (1 − 𝑝)𝑘−1 · 𝑝

הראשונה.ההצלחה(כולל)עדpהסתברותעםניסוייםמספר:דוגמה

,𝐻𝑦𝑝(𝑁 גיאומטריתהיפרהתפלגות 𝐷, 𝑛)(𝑁,  𝐷,  𝑛 ∈ ℕ,  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 )                                 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐷·𝑛·(𝑁−𝐷)(𝑁−𝑛)

𝑁2(𝑁−1)
𝐸(𝑋) = 𝑛·𝐷

𝑁Pr(𝑋 = 𝑘) =
𝐷
𝑘( )· 𝑁−𝐷

𝑛−𝑘( )
𝑁
𝑛( )

kהחזרהללאכדוריםובוחריםאדומיםהםמתוכםכאשרכדוריםמתוךהאדומיםהכדורים. 𝑁𝐷𝑛

𝑃𝑜𝑖(λ)  (   𝑘פואסוניתהתפלגות ∈ ℕ ∪ {0},   λ ∈ ℝ: λ > 0   )                                        

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = λ 𝐸(𝑋) = λPr(𝑋 = 𝑘) = 𝑒−λ · λ𝑘

𝑘!

בפרק זמן קבוע. הנוסחה מתארת את הסיכוי: התפלגות פואסון מתקבלת כאשר סופרים אירועים המתרחשיםדוגמה
ממוצע).(קצבל-פרופורציונליבזמןאירועיםשיקרו 𝑘λ

,𝑁𝐵(𝑟שליליתבינומיתהתפלגות 𝑝)𝑟, 𝑘 ∈ ℕ: 𝑘 ≥ 𝑟 ,  𝑝 ∈ ℝ: 0 < 𝑝 < 1

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑟·(1−𝑝)

𝑝2𝐸(𝑋) = 𝑟
𝑝Pr(𝑋 = 𝑘) = 𝑘−1

𝑟−1( ) · 𝑝𝑟 · (1 − 𝑝)𝑘−𝑟

בפעםעץנקבלכאשרונעצורכעץכישלוןנגדירושוב,שובמטבענטילאםלמשל,.rה-ההצלחה(כולל)עדניסוייםמספר
שלילי.בינומיבאופןמתפלגשנקבל,"פלי")(קבלתההצלחותמספראז,ה- 𝑟

נוסחאות טורים

Σגיאומטרי
𝑛=0
∞  𝑞𝑛 =

𝑎
1

1−𝑞
Σחזקות

𝑛=0
∞  𝑥𝑛 = 1

1−𝑥

Σטיילור
𝑚=0
∞  λ𝑚

𝑚! = 𝑒λבינוםΣ
𝑘=0
𝑛  𝑛

𝑘( ) · 𝑥𝑘 · 𝑦𝑛−𝑘 = (𝑥 + 𝑦)𝑛

Σ
𝑖=1
𝑛  𝑖2 =  𝑛·(𝑛+1)·(2𝑛+1)

6Σ
𝑖=1
𝑛  𝑖 =  𝑛·(𝑛+1)

2

.𝑠) :בטווחטורים 𝑡.  − 1 < 𝑥 < 1)

Σ
𝑖=0 
∞ (𝑖 + 1) · 𝑥𝑖 =

1

1−𝑥     |||    Σ
𝑖=0
∞ 𝑖 · 𝑥𝑖 =

𝑥

(1−𝑥)2      |||      Σ
𝑖=0 
∞ 𝑎 · 𝑥𝑖 =

𝑎

1−𝑥

Σ
𝑖=1 
∞ 𝑖 · ( 1

2 )𝑖 = Σ
𝑖=1 
∞ 𝑖 · ( 1

2 )𝑖−1 · ( 1
2 ) = 1

שיטות סכומי טורים

𝕡(𝑋 > 𝑎) = Σ
𝑥=𝑎+1
∞ 𝕡(𝑋 = 𝑥)𝕡(𝑋 ≥ 𝑎) = Σ

𝑥=𝑎
∞ 𝕡(𝑋 = 𝑥)

שליליים-איערכיםרקהמקבלמ"מעבור 𝑋𝐸(𝑋) = Σ
𝑘=0
∞ 𝕡(𝑋 > 𝑘) = Σ

𝑘=1
∞ 𝕡(𝑋 ≥ 𝑘)

𝕡(𝑋מתקיים:תלוייםבלתימ"מעבור ≥ 𝑎,  𝑌 ≥ 𝑏) =  Σ
𝑥=𝑎
∞ Σ

𝑦=𝑏
∞ 𝕡(𝑋 = 𝑥,  𝑌 = 𝑦)

=  ( Σ
𝑥=𝑎
∞  𝕡(𝑋 = 𝑥)  ) ·  ( Σ

𝑦=𝑏 
∞ 𝕡(𝑌 = 𝑦)  )

סד"פ קיימת צביעה

).שלהסתברות(כלומר.עבורוב"תאחידהצביעהנקבע.1 {1,..., 𝑛}1
מספר הצבעים

(מתקיים התנאי)𝑃.כילהראותנרצה.2 > 0
𝑋.בודדת-קבוצהעבורהטעותשלאינדיקטורנגדיר.3

𝑖

נפוצה).התפלגותזהאולי(לחשובמ"מנגדיר.4 𝑋 = Σ𝑋
𝑖 

חסם.נמצאנפתורובעזרתהשלהתוחלתאתנמצא.5 𝑋
𝑃(𝑋≥1).נראה.6 ≤  ?( )
(מתקיים התנאי)𝑃.נקבל.7 = 𝑃(𝑋 = 0) = 1 −  𝑃(𝑋≥1) > 1 −  ?( )

.ש:הוכיחו.יהיהוגםיהי 𝑈 ∼ 𝑈[0, 1]𝑋 =− ln(1 − 𝑈)𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(1)
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.שלהמצטברתההסתברותפונקצייתאתנחשב.עבור:פתרון 𝑥 ≥ 0𝑋

𝐹
𝑋

(𝑥) = Pr(𝑋 ≤ 𝑥) = Pr(− ln(1 − 𝑈) ≤ 𝑥) = Pr(ln( 1
1−𝑈 ) ≤ 𝑥) =

= Pr( 1
1−𝑈 ≤ 𝑒𝑥) = Pr(𝑈 ≤ 1 − 𝑒−𝑥) = 1 − 𝑒−𝑥

.כלומר,.אזאםולכן 𝑥 ≥ 0𝐹
𝑋

(𝑥) = 1 − 𝑒−λ𝑥 = 1 − 𝑒−𝑥𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(1)

תרגילים

.והיש:כךתלוייםבלתימ"משלסדרהתהי 𝑋
𝑖{ }

𝑖=1

∞𝑋
𝑖

∼ 𝑈({− 1, 0, 1})𝑆
𝑛

= Σ
𝑖=1
𝑛 𝑋

𝑖

Pr.עלהאפשרככלטובעליוןחסםלמצואכדיצ'רנוףשוויוןבאיהשתמשוא. 𝑆
𝑛| | > 2 𝑛( )

Prלהאפשרככלטובההערכהלמצואכדיהמרכזיהגבולבמשפטהשתמשוב. 𝑆
𝑛| | > 2 𝑛( )

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.1ל-0ביןיהיהבסכוםמקרימשתנהכלשלהערכיםשטווחצריךצ'רנוףלפי:א'פתרון

.להגדירצריךאזשלנובמקרהבטווחשהואמשתנהלהזיזכדי 𝑋
𝑖

[𝑎, 𝑏][− 1, 1]𝑌
𝑖

=
(𝑋

𝑖
−𝑎)

𝑏−𝑎

.לכלשלבנשים.מקרימשתנהויהא.נגדירלכן 𝑌
𝑖

=
(𝑋

𝑖
+1)

2𝑌 = Σ
𝑖=1
𝑛 𝑌

𝑖
𝑌

𝑖
∼ 𝑈({0, 1

2 , 1})1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

המשתנהביןהיחסאתלמצואנרצה.נקבלישירבאופןאזאחידבאופןמתפלגו-מאחר 𝑌
𝑖

𝐸(𝑌
𝑖
) = 𝑎+𝑏

2 = 1
2

𝑋.ונקבל:נבודדתחילהשהגדרנו,החדשהמקריהמשתנהלביןבשאלההמקרי
𝑖

= 2𝑌
𝑖

− 1

𝑆היחס:אתנמצא
𝑛

= Σ
𝑖=1
𝑛 𝑋

𝑖
= Σ

𝑖=1
𝑛 (2𝑌

𝑖
− 1) = 2Σ

𝑖=1
𝑛 𝑌

𝑖
− 𝑛 = 2𝑌 − 𝑛

החדשהמקריהמשתנהעםיחדצ'רנוףשללצורהנביאכעת:נחשב 𝐸(𝑌)𝐸(𝑌) = Σ
𝑖=1
𝑛 𝐸(𝑌

𝑖
) = Σ

𝑖=1
𝑛 1

2 = 𝑛
2

Prבהתאם: 𝑆
𝑛| | > 2 𝑛( ) = Pr 2𝑌 − 𝑛| | > 2 𝑛( ) = Pr 𝑌 − 𝑛

2
|| || > 𝑛( ) ≤ Pr 𝑌 − 𝑛

2
|| || ≥ 𝑛( )

Prנקבל:)1(צ'רנוףלפיולכן 𝑆
𝑛| | > 2 𝑛( ) ≤ Pr 𝑌 − 𝑛

2
|| || ≥ 𝑛( ) ≤ 2𝑒

− 2𝑛
𝑛 = 2𝑒−2

.לכלש:לבנשים:ב'פתרון 𝐸(𝑋
𝑖
) = 1

3 (− 1 + 0 + 1) = 0𝑖

ומכאן:.לכל 𝑉𝑎𝑟(𝑋
𝑖
) = 𝐸(𝑋

𝑖
2) − 𝐸(𝑋

𝑖
)2 = (1+0+1)

3 − 02 = 2
3𝑖

𝑃(|𝑆
𝑛
| > 2 𝑛) = 1 − 𝑃(− 2 𝑛 ≤ 𝑆

𝑛
≤ 2 𝑛) = 1 − 𝑃( −2 𝑛

2/3 𝑛
≤

𝑆
𝑛

2/3 𝑛
≤ 2 𝑛

2/3 𝑛
) =

= 1 − 𝑃(− 6 ≤ 𝑍 ≤ 6) ≈ 1 − (Φ( 6) − Φ(− 6)) = 1 − Φ( 6) − (1 − Φ( 6))( ) =

= 1 − Φ( 6) − 1 + Φ( 6)( ) = 2 − 2Φ( 6) = 2(1 − Φ( 6))

מקיים:וקטורכל.באורךבינארייםוקטוריםשלמשפחהתהי 𝐹𝑛𝑥
1
,  .  .  .  ,  𝑥

𝑛( ) ∈ 𝐹Σ
𝑖=1
𝑛 𝑥

𝑖
≥ 2𝑛/3

קטן).הואשהוקטורנאמר(אזאוגדול)הואשהוקטורנאמר(אז 𝑥
1
..  𝑥

𝑛( )Σ
𝑖=1
𝑛 𝑥

𝑖
≤ 𝑛/3𝑥

1
,..  𝑥

𝑛( )
כתבו אלגוריתם המקיים את כל התכונות הבאות:

כלשהו.וקטורקלט:.1 𝑥
1
,  .  .  .  ,  𝑥

𝑛( ) ∈ 𝐹

גדול"."אוקטן""פלט:.2 𝑥
1
,  .  .  .  ,  𝑥

𝑛( )𝑥
1
,  .  .  .  ,  𝑥

𝑛( )
לפחות.בהסתברותנכוןלהיותצריךהאלגוריתםשלהפלטקלט,לכל.3 1 − 2−100

).nב-תלוילא(כלומרקבועהאלגוריתםשלהריצהזמן.4
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

𝑥).וקטורקלט::האלגוריתם:פתרון
1
, 𝑥

2
,..., 𝑥

𝑛
) ∈ 𝐹

.מתוך:אינדקסיםהחזרהעםתלויובלתיאחידאקראיבאופןבחר● 𝑡{1, 2..., 𝑛}
𝑎.ב:שנבחרוהערכיםאתסמן●

1
, 𝑎

2
,..., 𝑎

𝑡

"קטן".שהוקטורהחזרואחרת"גדול"שהוקטורהחזראזאם● Σ
𝑖=1
𝑡 𝑎

𝑖
≥ 𝑡

2

.היא:הסיבוכיותולכןבתלותאין-תשובהומחזיריםאותןסוכמיםדגימות,מבצעים:ריצהזמן 𝑡𝑛𝑂(1)

שדגמנו.האחדותמספראתבנסמן.ההדגימהתוצאתאתבנסמן:הסתברות 𝑋
𝑖

𝑖𝑋 = Σ
𝑖=1
𝑡 𝑋

𝑖

וגם.:גדולהוקטוראם 𝐸(𝑋
𝑖
) = 𝑃(𝑋

𝑖
= 1) ≥ 2𝑛/3

𝑛 = 2
3𝐸(𝑋) = Σ

𝑖=1
𝑡 𝐸(𝑋

𝑖
) ≥ Σ

𝑖=1
𝑡 2

3 = 2
3 𝑡

הם:הערכיםוטווחב"ת)הן(הדגימותב"תהםהמשתנים:לטעות:ההסתברותאתכעתננתח 𝑃(𝑋 < 𝑡
2 )𝑋

𝑖

צ'רנוף.בחסםלהשתמשניתןולכןהללוהמשתניםסכוםהוא. {0, 1}𝑋

.ומכאן:ומכאן:עבור:בנוסחהנשתמש 𝑃(𝑋 ≤ 𝐸(𝑋) − 𝑎)2
3 𝑡 − 𝑎 = 𝑡

2𝑎 = 𝑡
6

𝑃(𝑋.ומכאן: < 𝑡
2 ) ≤ 𝑃(𝑋 ≤ 𝑡

2 ) ≤ 𝑃(𝑋 ≤ 𝐸(𝑋) − 𝑡
6 ) ≤ 𝑒

− 2(𝑡/6)2

𝑡 = 𝑒
− 𝑡

18 ≤ 2−100

אז ההסתברות שהאלגוריתם פולט בטעות את "וקטור: באופן אנלוגי נראה שאם "וקטור  קטן",אם הוקטור קטן

היאנכוניםהאלגוריתםשלשהפלטיםההסתברותקלט,כלעבורכימסיקיםאנו.היותרלכלהיאגדול" 2−100

כנדרש.לפחות 1 − 2−100

שלקבוצותתתשלמשפחהתהיטבעיים.מספריםוכןיהיו 𝑛 ≥ 𝑘 ≥ 4𝑚 < 2𝑘−3𝐴
1
,  .  .  .  ,  𝐴

𝑚{ }
בארבעהאיברישלצביעהשקיימתהוכיחו.לכלש-כך 1,  .  .  .  ,  𝑛{ }𝐴

𝑖| | = 𝑘1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚{1,  .  .  .  , 𝑛}

.לכללפחות,שוניםצבעיםמשלושהאיבריםתכילש-כךצבעים 𝐴
𝑖
 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

תלוי.ובלתיאחידאקראיבאופןצבעים4בהאיבריםאתנצבעההסתברותית:בשיטהנשתמש:פתרון {1, 2,..., 𝑛}
ש:נראה.נגדיר:צבעים.2באואחדבצבעכולהצבועההאםהאומראינדיקטור=נגדיר 𝑋

𝑖
𝐴

𝑖
𝑋 = Σ

𝑖=1
𝑚 𝑋

𝑖

.נראה:למעשהכזאת.צביעהקיימתולכןכנ"ללצביעהסיכויקייםומכן. 𝑃(𝑋 = 0) > 0𝑃(𝑋 ≥ 1) < 1
𝐸(𝑋תוחלת:נחשב

𝑖
) = 𝑃(𝐴

𝑖
 𝑖𝑛 𝑜𝑛𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟) + 𝑃(𝐴

𝑖
 𝑖𝑛 𝑡𝑤𝑜 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠) =

= 4 · ( 1
4 )𝑘 + 4

2( ) · [( 2
4 )𝑘 − 2 · ( 1

4 )𝑘] = 6 · ( 1
2 )𝑘 − 8 · ( 1

4 )𝑘

𝐸(𝑋).ומכאן: = 𝐸(Σ
𝑖=1
𝑚 𝑋

𝑖
) = Σ

𝑖=1
𝑚 𝐸(𝑋

𝑖
) = 𝑚 · (6 · ( 1

2 )𝑘 − 8 · ( 1
4 )𝑘)

𝑃(𝑋 ≥ 1) ≤ 𝐸(𝑋) = 𝑚(6( 1
2 )𝑘 − 8( 1

4 )𝑘) < 2𝑘−3(6( 1
2 )𝑘 − 8( 1

4 )𝑘) = 6
8 − 8

2𝑘+3 < 6
8 < 1

מגודלשלקודקודיםשלזרותקבוצותשתישקיימותשההסתברותהוכיחומקרי.גרףיהי 𝐺 ∼ 𝐺(𝑛,  𝑙𝑛(𝑛)/𝑛)𝐺
לאינסוף.שואףכאשר0ל-שואפתביניהןשלקשתאףללאאחתכל 𝑛/100 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝐺𝑛

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

אחת.כלבגודלבגרףכלשהוזרותקודקודיםקבוצות2,עבור:פתרון 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑉𝑡

..בנוסחא:נשתמש.היא:ביניהןצלעאףשאיןההסתברות (1 − 𝑙𝑛(𝑛)
𝑛 )𝑡2

(1 − 𝑥)𝑘 ≤ 𝑒−𝑥𝑘𝑛
𝑘( ) ≤ ( 𝑒𝑛

𝑘 )𝑘

,𝑃(∃𝑋היאכנ"לקבוצות2שקיימותההסתברות 𝑌....) ≤ 𝑛
𝑡( ) · 𝑛−𝑡

𝑡( ) · (1 − 𝑙𝑛(𝑛)
𝑛 )𝑡2

≤ 𝑛
𝑡( ) · 𝑛

𝑡( ) · 𝑒
− 𝑡2𝑙𝑛(𝑛)

𝑛

≤ ( 𝑒𝑛
𝑡 )2𝑡 · 𝑒

− 𝑡2𝑙𝑛(𝑛)
𝑛 ≤ ( 𝑒𝑛

𝑛/100 )2𝑛 · 𝑒
− (𝑛/100)2𝑙𝑛(𝑛)

𝑛 ≤ (100𝑒)2𝑛 · 𝑒
− 𝑛𝑙𝑛(𝑛)

1002

≤ 𝑒
12𝑛− 𝑛𝑙𝑛(𝑛)

1002

→ 0

.ולכן:כי 12𝑛 = Θ(𝑛),   𝑛𝑙𝑛(𝑛)

1002 = Θ(𝑛𝑙𝑛(𝑛))12𝑛 << 𝑛𝑙𝑛(𝑛)

1002

כאשר1ל-שואפתמעגלים)חסרגרף(כלומריערש-שההסתברותהוכיחומקרי.גרףיהי 𝐺 ∼ 𝐺(𝑛,  𝑛−3/2)𝐺𝑛
שואף לאינסוף.

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

הקבוצההאםאינדיקטורלהיותנגדיר:לכל.לכל.באורךהמעגליםמספר-נגדיר::פתרון 𝑋
𝑖

𝑖3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑖𝑌𝑖
𝐴

𝐴

היותר:לכלהיאמעגלשהיאההסתברותקודקודים.שלAקבוצהעבורמעגל.מהווהבגודלקודקודיםשל 𝑖𝑖

.מכאן:.מכאן:. 𝑖! · (𝑛−3/2)𝑖𝐸(𝑌
𝐴
𝑖 ) ≤ 𝑖! · (𝑛−3/2)𝑖𝑋

𝑖
= Σ

𝐴|=𝑖
𝑌

𝐴
𝑖

בגרף.הכוללהמעגליםמספר-נגדיר:לבסוף.ולכן: 𝐸(𝑋
𝑖
) = Σ

𝐴|=𝑖
𝐸(𝑌

𝐴
𝑖 ) ≤ 𝑛

𝑖( ) · 𝑖! · (𝑛−3/2)𝑖𝑋 = Σ
𝑖=3
𝑛 𝑋

𝑖

𝐸(𝑋)מכאן: = Σ
𝑖=3
𝑛 𝐸(𝑋

𝑖
) ≤ Σ

𝑖=3
𝑛 𝑛

𝑖( ) · 𝑖! · (𝑛−3/2)𝑖 ≤ Σ
𝑖=3
𝑛 ( 𝑒𝑛

𝑖 )𝑖 · 𝑖𝑖 · (𝑛−3/2)𝑖 ≤

≤ Σ
𝑖=3
𝑛 (𝑒𝑛)𝑖 · (𝑛−3/2)𝑖 = Σ

𝑖=3
𝑛 𝑒𝑖𝑛𝑖

𝑛3/2𝑖 = Σ
𝑖=3
𝑛 𝑒𝑖

𝑛1/2𝑖 = Σ
𝑖=3
𝑛 ( 𝑒

𝑛
)𝑖 ≤ Σ

𝑖=3
𝑛 ( 𝑒

𝑛
)3 = 𝑒3·𝑛

𝑛3/2 = 𝑒3

𝑛
→ 0

𝑃(𝑋.מרקוב:חסםלפיולכן ≥ 1) ≤ 𝐸(𝑋) → 0
בגרף.מעגליםאין1לשואפתבהסתברותכלומר.ולכן: 𝑃(𝑋 = 0) → 1

.שלהצפיפותופונקצייתהמצטברתההסתברותפונקצייתאתחשבו.יהיוגםיהי 𝑋 ∼ 𝑈 [0, 1]( )𝑌 = 𝑒𝑋𝑌
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.אזאםש:נובעאזו-מאחר:פתרון 𝑋 ∼ 𝑈 [0, 1]( ) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1𝐹
𝑋

(𝑥) = Pr(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑥−0
1−0 = 𝑥

לנו:ישלכלאז 𝑦 ∈ [𝑒0, 𝑒1] = [1, 𝑒]

𝐹
𝑌
(𝑦) = Pr 𝑌 ≤ 𝑦( ) = Pr 𝑒𝑋 ≤ 𝑦( ) = Pr 𝑋 ≤ ln(𝑦( )) = 𝐹

𝑋
(ln(𝑦)) = ln(𝑦)

אתומצאנומאחרכעת,אזאםהיא:שלהמצטברתההסתברותפונקצייתלכן 𝑌1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑒𝐹
𝑌
(𝑦) = ln(𝑦)

גזירה:ידיעלהצפיפותפונקצייתאתלמצואאפשראז 𝐹
𝑌
(𝑦)𝑓

𝑌
𝑓

𝑌
(𝑦) = 𝐹'

𝑌
(𝑦) = ln(𝑦)( )' = 1

𝑦
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