
חישוביות - דף נוסחאות

תורת הגרפים
-  קבוצתכיסוי קודקודים

קודקודים שנוגעת בכל
צלעות הגרף.

מנחש קבוצהמכונה:
אחדאםובודקהקשתותכלעלעובר,Kבגודל

.Kב-שלהמהקודקודים

קבוצת קודקודים שנוגעת בכלקבוצה שולטת -
שאר הקודקודים בגרף.

,Kבגודלקבוצהמנחשמכונה:
עובר על כל הקודקודים ובודק

.Kב-אני)(אושלהמהשכניםאחדאם

- הוא מסלול בגרף העובר בכל צומתמעגל המילטון
פעם אחת פרט לצומת שממנו יצא.

: מנחש רשימת קודקודים , עוברים ובודקיםמכונה
שהם שונים אחד מהשני, עובר אחד אחד ובודק שהם

מחוברים בצלע ושהאחרון מחובר לראשון.

- הוא מסלול בגרף מכוון או בלתימסלול המילטון
מכוון העובר בכל צומת בדיוק פעם אחת.

: מנחש רשימת קודקודים , עוברים ובודקיםמכונה
שהם שונים אחד מהשני, עובר אחד אחד ובודק

שהם מחוברים בצלע.

תת גרף שבוקליקה -
כולם מחוברים לכולם

בצלע.

הוא מסלול אוילר מעגלי (מתחילמעגל אוילר -
ונגמר באותו צומת) העובר בכל קשת פעם אחת.

ורקאםאוילרמעגלקיים)BFS(קשירבגרף:זהות
אם כל הקודקודים בעלי דרגה זוגית.

קבוצה בלתי תלויה -
תת גרף שבו אף אחד
לא מחובר לאף אחד

בצלע.

הוא מסלול בגרף העובר בכל קשתמסלול אוילר -
בו בדיוק פעם אחת.

ורקאםאוילרמסלולקיים)BFS(קשירבגרף:זהות
זוגית.אידרגהבעליצמתים0או2בדיוקישאם

שניתןגרף--צביעהkגרף
kב-קודקודיואתלצבוע

צבעים שונים כך שלא יהיו
הצבע.אותועםסמוכים2

גםהוא-צביעגרףכלאזאם:זהות 𝑛 > 𝑚𝑚
nצביע-

גרף שבו ניתן לחלק את הקודקודיםגרף דו צדדי -
לשתי קבוצות זרות, כך שלא קיימת קשת בין שני

קודקודים השייכים לאותה הקבוצה.
גרף הוא דו-צדדי אם ורק אם אין בו מעגל●

באורך אי-זוגי.
-צביע.2הואאםורקאםדו-צדדיהואגרף●

הוא גרף שניתן לצייר במישור מבליגרף מישורי -
שהקשתות תחתוכנה זו את זו (חוץ מאשר בצמתי

-צביע.4הואמישוריגרףכל:זהותהגרף).

kגרף PLANARמישוריגרף-צביעk.צביע-
-צביע.4הואמישוריגרףכל:זהות

(כאלו שיש ביניהן איזומורפיזם) הםגרף איזומורפי -
זהים זה לזה מכל בחינה תאורטית.

ומטלותתרגוליםבהרצאות,שהוכחנו)NPC(-שלמותNPשפות
𝑆𝐴𝑇 =  {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎} ∈ 𝑁𝑃𝐶

𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎} ∈ 𝑁𝑃𝐶
: בעזרת משפט קוק לווין.איך הוכח?

𝑆𝐴𝑇
2

= {< ϕ > |∃ 𝑡𝑤𝑜 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑡𝑜 ϕ}

.כאשרעםברדוקציה:הוכח?איך 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝑆𝐴𝑇

2
𝑓(ϕ) = ϕ'ϕ' = ϕ ∧ (𝑦 ∨ 𝑦‾)

𝐷𝐻𝐿 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ} 
מכוונות.צלעות2במקומהונשיםב-צלעכלניקח-עםברדוקציה:הוכח?איך 𝐻𝐿≤

𝑃
𝐷𝐻𝐿𝑓(𝐺) = 𝐺'𝐺

𝐻𝐿 = {< 𝐺 >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ} 
קודקודיםלשניאותוו"נפצל"קודקודניקח-עםברדוקציה:הוכח?איך 𝐻𝐶≤

𝑃
𝐻𝐿𝑓(𝐺) = 𝐺'𝑣𝑢, 𝑤

חדשים.לקודקודיםו-מ-שיוצאותצלעותגםנוסיף.שלהשכניםלכלמחובריםשיהיו 𝑣𝑤𝑢

𝑉𝐶 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}
2ניצור,ב-משתנהלכל-עםברדוקציה:הוכח?איך 3𝐶𝑁𝐹𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝑉𝐶𝑓(ϕ) =< 𝐺, 𝑘 >𝑥ϕ

קודקודים לו ולמשלים שלו ונחבר ביניהם צלע. כל פסוקית היא שלשה של קודקודים (הליטרלים בפסוקית
𝑥.משתנהלכלשיצרנו(בהתאם)שלהםהמשתניםלקודקודימחובריםוגםביניהםומחובריםהזאת)

3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 3 − 𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 }
נבחרליטרלים,2או1בהשישפסוקיתלכל-עם.ברדוקציה:הוכח?איך 𝑆𝐴𝑇 ≤

𝑃
 3𝑆𝐴𝑇𝑓(ϕ) = ϕ'

ליטרלים,3מ-יותרבהשישפסוקיתלכלליטרלים.3ל-שנגיעעדהפסוקיתבתוךאותוונשכפלמהםאחד
עזרבמשתניבמשתנהנבחראזלהשליםשאריתלנוונשארבמידה,3בגודלפסוקיותלכמהאותהנפצל

הפסוקיות.בכלליטרלים3ל-שנגיעעדאותםונשכפל 𝑦
𝑖

𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 = {ϕ | ∃ 𝑏𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑑 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑓𝑜𝑟 ϕ}
עםברדוקציה:הוכח?איך 𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇𝑓(ϕ) = ϕ'

.כך:הפסוקאתנבנה ϕ'ϕ' = ϕ ∧ (𝑦
1

∨ 𝑦
1

‾ ) ∧  ...  ∧  (𝑦
𝑛

∨ 𝑦
𝑛

‾ )

𝐼𝑆 = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑘 − 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑡}
גרףעבור:למה.עםברדוקציה:הוכח?איך 𝑉𝐶≤

𝑃
𝐼𝑆𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺, 𝑛 − 𝑘 >𝐺 = (𝑉, 𝐸)

.שלקודקודיםכיסויהיאאם"םב-תלויהבלתיהיאקודקודיםקבוצת 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺)𝐺𝑉\𝑆𝐺

𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 = {< 𝐺, 𝑘 > |𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}
קבוצת,גרףעבור:למה.כאשרברדוקציה:הוכח?איך 𝐼𝑆≤

𝑝
𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺',  𝑘' >𝐺

שכנים).הםשלשכניםהלא(כלב-ב"תקבוצההיאאם"םב-קליקההיאהקודקודים 𝑆 ∈ 𝑉(𝐺)𝐺𝑆𝐺‾𝐺

𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆 = {< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘

1
 𝑂𝑅 𝑎𝑛 𝐼𝑆 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘

2
}

.כאשרברדוקציה:הוכח?איך 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑝
𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐼𝑆𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) = (< 𝐺', 𝑘

1
, 𝑘

2
>)

𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 = {< 𝑆, 𝑡 > | 𝑆 = {𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
},  ∃{𝑦

1
,.., 𝑦

𝑘
} ⊆ 𝑆,  Σ𝑦

𝑖
 = 𝑡}

).טבלהבניית(בעזרת.ברדוקציה:הוכח?איך 3𝑆𝐴𝑇≤
𝑃
𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀.𝑦, 𝑧, ℎ, 𝑔

𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 = {(𝐺, 𝑘)| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑜𝑟 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}
אתנאלץ.כאשרברדוקציה:הוכח?איך 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤

𝑝
𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺',  𝑘 >𝐺'

'𝐺.לגרףובודדחדשקודקודהוספתבעזרתזאת-המילטונימסלולפעםאףלהכיללא

𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 = {(𝐺, 𝑘)| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑎𝑛𝑑 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘}
.כאשרברדוקציה:הוכח?איך 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻≤

𝑝
𝐻𝑎𝑚𝐴𝑛𝑑𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝑓(< 𝐺 >) = (< 𝐺 >, 1)

3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 = {< 𝐺 > | 𝐺 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑒𝑑 𝑤𝑖𝑡ℎ 3 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠}
ליטרללכלאותם.ונחברקודקודים3ניצורכאשרברדוקציה:הוכח?איך 3𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑇, 𝐹, 𝐵

המהוויםליטרליםשלושהלכללשלילתו.משתנהכלביןנחבר.ל-אותוונחברקודקודניצורבפסוק, 𝐵
צלעות.13ו-קודקודים6בעלת'תוספת'נוסיףפסוקית,

𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 = {(𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚 | ∃𝐼 ⊆ [𝑛] 𝑠. 𝑡.  Σ

𝑖∈𝐼
𝑥

𝑖
= 𝑘 ∧ 𝐼| | = 𝑚}

כאשרברדוקציה:הוכח?איך 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀≤
𝑝
𝐸𝑋𝐴𝐶𝑇 − 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀

מימין).לקבוצהאפסים(נרפד 𝑓(< (𝑥
1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >) =  (< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
, 0, 0,...., 0, 0), 𝑘, 𝑛 >)𝑛

ישפסוקיתבכלאבלמספקת,השמהלהןשיש,פסוקיותשלשפהזוהיהשפה 𝑁𝐴𝐸 − 3𝑐𝑛𝑓𝑆𝐴𝑇3𝑐𝑛𝑓
.:הוכח?איך.שמקבלליטרל 𝐹3𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 4𝑐𝑛𝑓𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 3𝑐𝑛𝑓𝑆𝐴𝑇

3 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 = {𝐺| 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑎𝑛𝑑 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑣𝑎𝑙𝑖𝑑 3 − 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑛𝑔}
שתיביןחיתוךשישמקוםבכל.ברדוקציה::הוכח?איך 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅≤

𝑃
3 − 𝑃𝐿𝐴𝑁𝐴𝑅 − 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

).PLANARעבורלמעלההגרפיםתורתשלבחלקבציור(שמופיעהמישוריהגרףאתנכניסצלעות, 𝑊

נקודות שערן הוסיף בסוף
EXACT-SUBSETהשפה SUM-קבוצהמקבליםAשלnמספרעםמספריםkמספרועודmשקיימתכך
.mהואIשלוהגודלkהואהקבוצהשלשהסכוםIקבוצהקבוצה
שווהאמתשקיבלוהמשתניםמספראםמאוזנתשהיאההשמהעלנאמר-BALANCES-SATהשפה

למספר המשתנים שקיבלו שקר.
)coREב-מוכרות(שפותRל-ולאדוחה)(מכונהcoREל-שייכותלהראותנרצהכאשר
)REב-מוכרות(שפותRל-ולאמקבלת)(מכונהREל-שייכותלהראותנרצהכאשר

לשניהם.שייכתשלאלשפהרדוקציה-coREל-ולאREל-שייכותאי

מחלקת שפות בזמן ריצה
להןשישהשפותמחלקתאתב-נסמן.פונקציהתהי:שפותשלמחלקה-הגדרה 𝑡: ℕ → ℕ𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛))
𝑂(𝑡(𝑛)).הואשלההריצהשזמןמכריעהדטרמיניסטיתטיורינגמכונת
.אזאם:1משפט 𝑡

1
(𝑛) = 𝑂(𝑡

2
(𝑛))𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡

1
(𝑛)) ⊆ 𝐷𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡

2
(𝑛))

רגולרית.בהכרחהיאאחדסרטעםבמכונהבזמןלהכרעהשניתנתשפה:2משפט 𝑂(𝑛 · log(𝑛))
𝑂(𝑡(𝑛)2).היותר:לכלריבועיהואחד-סרטיתמכונהע"יסרטיתמרובתמכונהשלהסימולציהזמן:מסקנה

מכונת טיורינג פולינומית
:מכונה דטרמיניסטית פולינומית מכריעה

:הוכחת נכונות.1
a.← 𝑥 ∈ 𝐿𝑀(𝑥) = 1
b.← 𝑥 ∉ 𝐿𝑀(𝑥) = 0

זמן,קלטשלכללהוכיח:סיבוכיותהוכחת.2 𝑥
כלשהופולינוםע"יחסוםעלהמכונהשלהריצה 𝑥

.𝑝( 𝑥| |)

שלהריצהזמןחסםיקראהפולינום 𝑝(𝑛) = 𝑛𝑐

𝑀.המכונה

:מכונה א"ד פולינומית מכריעה
:הוכחת נכונות.1

a.←החישובבעץמקבלמסלולקייםאז 𝑥 ∈ 𝐿
𝑥.עלהמכונהשל

b.←שלהחישובבעץהמסלוליםכלאז 𝑥 ∉ 𝐿
.דוחיםעלהמכונה 𝑥

מסלולולכל,קלטשלכללהוכיח:סיבוכיותהוכחת.2 𝑥
ע"יחסוםעלהמכונהשלהריצהזמןהחישוב,בעץ 𝑥

)𝑝.כלשהופולינום 𝑥| |)

המחלקות בעולם הסיבוכיות
לפתורשניתןלא)או(כןהכרעהבעיות-Pהמחלקה

מספר-c(פולינומי:בזמןלעצור)(תמידאותן 𝑂(𝑛𝑐)
קבוע) האלגוריתם צריך להיות דטרמיניסטי (ללא

ניחושים).
-קשותNPשהןבעיות-)NPC(-שלמהNPהמחלקה

.NPלשייכותוגם
אם:ב-שלמההיאשפה 𝐿

2
𝑁𝑃

למחלקה).(שייכת.1 𝐿
2

∈ 𝑁𝑃

.ש:מתקייםשפהלכל.2 𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2

יותרשקשותבעיות-)NPH(-קשהNPהמחלקה
חייבותלאעצמןהןאךNPבהאחרותהבעיותמכל

רדוקציהע"יקושי?מודדיםאיך.NPבלהיות
'𝐿לכלאז-קשהNPהיאLאםפולינומית: ∈ 𝑁𝑃

≥'𝐿.מתקיים:
𝑝
𝐿

מבחוץ,פתרוןשבהינתןהכרעהבעיות-NPהמחלקה
ניתן לאמת שאכן זהו הפתרון בזמן פולינומי.

(איך בפועל מקבלים את הפתרון? ע"י מכונה אי
דטרמיניסטית שפשוט מנחשת את הפתרון ומניחים שהיא

𝑁𝑃יחסע"יאוהפתרון.אתמוודאתהיאואזנכוןמנחשת
ואזעצמוהפתרון-yעדגםהקלט,xלבנוסףשמקבל

היחס/האלגוריתם מוודא בצורה דטרמיניסטית את
הפתרון).

שלהןשהשלימהההכרעהבעיות-coNPהמחלקה
ולוודאבולהשתמשניתןעד,בהינתןכלומר,.NPלשייכת

בזמן פולינומי אי קיום פתרון (שהקלט לא בשפה). כאן
מנחשים את ההוכחה שהקלט לא בשפה.

שהןבעיות--שלמהcoNPהמחלקה
)בהאחרותהבעיותמכליותר(קשותקשות 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑐𝑜𝑁𝑃

𝑐𝑜𝑁𝑃.לבעצמןשייכותוגם

מה ידוע?:
𝑃 ⊆ 𝑁𝑃𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃

𝑃 ⊆ 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑃𝐻

𝑁𝑃𝐶 ⊂ 𝑁𝑃𝐻וגם 𝑃 ⊆ 𝑅𝑁𝑃 ⊆ 𝑅
𝑃.אזPלהשייכתNPCשפהתמצאואם = 𝑁𝑃

מה לא ידוע?:
)האםידועלא(כלומר● 𝑁𝑃 ⊆ 𝑃𝑃 = 𝑁𝑃
●𝑁𝑃 = 𝑐𝑜𝑁𝑃
●.𝑃 = 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃

שרשור,חיתוך,איחוד,למשלים,סגורה● 𝑃
איטרציה, רוורס, הפרש, חזקה.

איטרציה,שרשור,חיתוך,לאיחוד,סגורה● 𝑁𝑃, 𝑐𝑜𝑁𝑃
רוורס, חזקה.

𝑅יחס
𝐿

.שמתקיים:כךזוגותהמכילדו-מקומייחסקייםאםשפה:הגדרה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑅
𝐿

(𝑥, 𝑦)𝑥 ∈ 𝐿

:מקייםהיחס.עבור"עד"הינווגם 𝑦𝑥𝑅
𝐿

.שמתקיים:כךפולינוםקייםזוגלכלכלומר:פולינומית.חסום.1 𝑅
𝐿

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

𝑝(·)𝑦| | ≤ 𝑝( 𝑥| |)

אתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טקיימת-כלומרפולינומי.דטרמיניסטילזיהויניתןהיחס.2 𝑅
𝐿

𝑉

מאמת.נקראהמכונה).אוהאםתענהזוג(לכלהיחס (𝑥, 𝑦)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅
𝐿

𝑉

.מקיימת:השפה.3 𝐿𝐿 = {𝑥 ∈ Σ⋆| ∃𝑦 𝑠. 𝑡.  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿
}

כלומר לכל מילה בשפה קיים עד פולינומי, ולכל מילה שלא בשפה לא קיים עד פולינומי.

.ש:כךוקייםפולינוםקיים←● 𝑥 ∈ 𝐿𝑝(·)𝑦 ∈ Σ𝑝( 𝑥| |)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

.ש:כךולכלפולינוםלכל←● 𝑥 ∉ 𝐿𝑝(·)𝑦 ∈ Σ𝑝( 𝑥| |)(𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅
𝐿

סיבוכיות)(שלפולינומיתרדוקציה ≤
𝑝

.מסמניםל-שלפולינומיאליבזמןרדוקציהישאם 𝐴𝐵𝐴≤
𝑃
𝐵

ונסמןל-פולינומיתלרדוקציהניתנתש:נאמר,שפותשתיבהינתן:פולינומיתרדוקציה 𝐿
1
, 𝐿

2
𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2

.כלומרתקפה,)2פולינומי.בזמןלחישובניתנת)1ש:כךפונקציהקיימתאם 𝑓𝑓𝑓𝑥 ∈ 𝐿
1

⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿
2

.אזאם 𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
.גםאזו-אם 𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
∈ 𝑁𝑃

מ-וגםמ-ששונהכלשהישפההיאו-אם 𝐿
1

∈ 𝑃𝐿
2

∅

.אז, Σ⋆𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2

סימטרי.וגםטרנזיטיביהיחס ≤
𝑃

רפלקסיבי.היחסאםידועלא ≤
𝑃

הכיוונים:בשני.ב-שפהלכלפולינומיתלרדוקציהניתנתב-שפהכל 𝑁𝑃𝐶𝑁𝑃𝐶𝐿
1
≤

𝑝
𝐿

2
∧ 𝐿

2
≤

𝑝
𝐿

.אזיכלומרלשפהפולינומיתלרדוקציהשניתנתשפהקיימתאם 𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿
2

∈ 𝑃𝐿
1
≤

𝑝
𝐿

2
𝑃 = 𝑁𝑃

פסוקים
אמת למשתנים של הפסוק שבה ערך האמת שלאם יש לפחות השמה אחת של ערכיספיק: פסוק נקראהגדרה
𝑡𝑟𝑢𝑒.הואהפסוק

𝑥)בצורת-?DNFזהמה ∧ 𝑦) ∨ (𝑧 ∧ 𝑡)זהמהCNF?-בצורת(𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑧 ∨ 𝑡)

(𝑥):נכוןלאשתמידCNFזהות ∧ (𝑥)‾זהותCNFנכוןשתמיד:(𝑥 ∨ 𝑥‾)

Pב-שפות
𝐷𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ > | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}

𝑃𝐴𝑇𝐻 = {< 𝐺, 𝑠, 𝑡, >  | 𝐺 𝑖𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑠 𝑡𝑜 𝑡}
, 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆 = {𝑛 | 𝑛 = 𝑝𝑞,  𝑓𝑜𝑟 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟𝑠 𝑝, 𝑞 > 1}𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸𝑆 = {𝑛 | 𝑛 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒}

11 − 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 = {< 𝐺 > | ∃𝐶 ⊆ 𝑉(𝐺) 𝑠. 𝑡.  𝐶| | = 11 𝑎𝑛𝑑 𝐶 𝑖𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒}
𝑆𝑃 = {(< 𝐺 >, 𝑘)|  𝑇ℎ𝑒 𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑖𝑛 𝐺 𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ < 𝑘}

2𝑆𝐴𝑇 = {< ϕ >  | ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 2𝐶𝑁𝐹 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎}
𝐿

log𝑛
= {ϕ| ϕ ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 π,  𝑎𝑛𝑑 ∃𝑖  𝑠. 𝑡.  ∀

𝑗∉[𝑖+1,𝑖+2,...,𝑖+log𝑛]
π(𝑥

𝑗
) = 𝑇}

 2𝐶𝑂𝐿 = {𝐺 | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 2 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑛𝑔}1𝐶𝑂𝐿 = {𝐺 | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 1 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑛𝑔}

𝐸𝑃 = {< 𝐺 > | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 𝑝𝑎𝑡ℎ}𝐸𝐶 = {< 𝐺 > | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒}

בעזרתכיכלומר,-צביעה.4ישמישוריגרףשלכלמבטיחהצבעים"ארבעת"משפט 4𝑃𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟 ∈ 𝑃
בהכרחאזכן,אםמישורי,כילבדוקלהמספיק,גרףשבהינתןדטרמיניסטיתמ"טלבנותאפשרהמשפט, 𝐺𝐺

𝐺.ל--צביעה4קיים

מקודקודיםצבעיםיותרקיימיםאזש:כךקודקודיםרקישבגרףכאשר-צביעגרףממנוביקשואם 𝑘𝑛𝑘 ≥ 𝑛
ולכן אפשר לפתור באופן דטרמיניסטי ובזמן פולינומי מקרים פרטיים כאלה.

מהםאחדעללנוידועאםליטרלים,שנירקבהשישפסוקיתשלבמקרה:להוכחהמבוא.הוכחת: 2𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃
התנאיםכלאתשירכזמכווןגרףלבנותשניתןשאומרמהיסתפק.שהפסוקכדילהיותחייבהשניאזשהוא 𝐹𝑇

של כל הפסוקיות ולהשתמש בגרף הנ"ל כדי למצוא השמה מספקת. כך שאם השמה זו לא קיימת, נוכל לזהות
זאת ולהחזיר תשובה שלילית.נוכיח ע"י בניית גרף שייצג שקילות לוגית לפסוק. הבנייה תעשה בזמן פולינומי,

בעלהואבושנעסוקהפסוקפולינומי,בזמןייעשוהגרףעלהפעולות ϕ(𝑥
1
,..., 𝑥

𝑛
) = 𝐶

1
∧ 𝐶

2
∧  ...  ∧ 𝐶

𝑚
𝑚

הגרףאתבונה)1תבצע:קלטעלפולינומי:דטרמיניסטימכונה/אלגוריתםנתארפסוקבהינתןלסיכום,פסוקיות. 2𝐶𝑁𝐹𝑀
2𝑆𝐴𝑇

< ϕ >

נמצאאם,מ-גםמבצעת,אלמ-מסלולקייםאם)2.2.מ-)(אומבצעת)2.1תבצע:לכל)2הנ"ל. 𝑣 ∈ 𝑉𝐵𝐹𝑆𝐷𝐹𝑆𝑣𝑣𝑣‾𝐵𝐹𝑆𝑣‾
שלסיבוכיותריצה:זמןשהוכחנו.סיבוכיותהקריטריוןנכונותישירותנובעתהבניה:נכונותקבל.)3דחה.אז-אלחזרהמגיעשהמסלול 𝑣
י.פולינומזמן-נקבלסה"כפעמים.למשךה-אתונבצעהיא 𝐷𝐹𝑆𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |) = 𝑂(𝑛 + 𝑛2)𝐷𝐹𝑆𝑛 = 𝑉| |𝑂(𝑛3)

מכונת טיורינג

.שביעייההיאטיורינגמכונת 𝑀𝑀 = 𝑄, 𝑞
0
,  𝐹,  Γ,  Σ,  𝑏‾,  δ( )

אינסוף.עדלרוץעלולהאחרת,-סופילמצבכשתגיעתעצורמ"ט.1 𝑀
לראש.שמשמאלהסרטעלהתוויםכלרצףשהיאמילההואהמכונה:פלט.2 𝑦 ∈ Γ *

או כל שפה:שפות רגולריות לדוגמה Σ⋆, ∅ 
סופית.

:𝑎𝑛𝑏𝑛}.:לדוגמהרגולריתלאשפה  𝑛 ∈ 𝑁}

כאשר:שלשההיאקונפיגורציה 𝑐𝑐 = (α,  𝑞,  𝑖)
הוא מחרוזת תוכן הסרט.● α ∈ Γ *
הנוכחי.המצבהוא● 𝑞 ∈ 𝑄
כותב.הקוראהראשמיקוםהוא● 𝑖 ∈ ℕ

שתישלהתוצאהקלטלכלאםשקולותיקראוטיורינגמכונותשתי:מודליםשקילות 𝑀
1
,  𝑀

2
 𝑥 ∈ Σ *

שקולהלמכונהאותהונמיר,הראשוןמהמודל(כללית)מכונהניקח:ראשוןכיוון⇐זהה.המכונות 𝑀
𝐴

𝐴𝑀
𝐵

שקולהלמכונהונמירהשנימהמודלמכונה(ניקחהפוך.רקהדבראותו:שניכיוון⇒.השנימהמודל 𝐵
מהמודל הראשון). הערה: בדרך כלל אחד הכיוונים יהיה קל להוכיח והשני ידרוש מעט עבודה.

,REמחלקותשלתכונות R, coRE
מקבלת.בהכרחשפה,המכריעהמ"ט: 𝑅 ⊆ 𝑅𝐸:דוחה.גםבהכרחשפה,המכריעהמ"ט 𝑅 ⊆ 𝑐𝑜𝑅𝐸

|רוורס.איטרציה,שרשור,חיתוך,איחוד,למשלים,סגורה● 𝑅𝑅 = 𝑅𝐸 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸
|רוורס.איטרציה,שרשור,חיתוך,לאיחוד,סגורה● 𝑅𝐸, 𝑐𝑜𝑅𝐸

Rב-מוכרותשפות
𝐿

2
= < 𝑀

1
> | ∃ < 𝑀

2
> 𝑠. 𝑡.  𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | <  10 𝑜𝑟 𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  1000{ }

𝐿
𝑐

= {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑥 𝑤𝑖𝑡ℎ𝑖𝑛 𝑐 ∈ ℕ 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}

𝐵𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 > | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑥,  𝑎𝑛𝑑 𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑡ℎ𝑒 ( 𝑥| |2 + 1)'𝑡ℎ 𝑐𝑒𝑙𝑙 𝑜𝑓 𝑖𝑡𝑠 𝑡𝑎𝑝𝑒

𝐿 = {(𝑤
1
, 𝑤

2
,..., 𝑤

𝑛
) | ∃𝑖 𝑠. 𝑡.  𝑤

𝑖
= 𝑖}𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸 = {𝑛 | 𝑛 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒}

𝐿
𝑀

0
,𝑐

= {< 𝑀 > |𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
0
) 𝑎𝑛𝑑 < 𝑀 >| | = 𝑐}

𝐿 = {< 𝑀, 𝑥 > | ∃ 𝑎 𝑇𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 𝑀𝑎𝑐ℎ𝑖𝑛𝑒 𝑀',  𝑠. 𝑡.  𝑀' 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥 𝑜𝑟 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀' >}

REב-מוכרותשפות
𝐿

𝑢
= < 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥{ } 𝐿

𝐷
= < 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 < 𝑀 >{ }

𝐿 = {< 𝑀 > | ∃𝑥 𝑠. 𝑡.  𝑓
𝑀

(𝑥) = 𝑥 }𝐻𝑃 = {< 𝑀, 𝑥 >  | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 (𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠) 𝑜𝑛 𝑥}

𝐿 = {< 𝑀 >  :  𝑀(001) = 001}𝐿
ε

= {< 𝑀 > | 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 ε}

𝐿
3

= < 𝑀
1

>, < 𝑀
2

> | 𝑠. 𝑡.  𝐿(𝑀
1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  10 𝑜𝑟 𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  1000{ }

𝐿 = {< 𝑀
1

>, < 𝑀
2

> | 𝑀
1
 𝑎𝑛𝑑 𝑀

2
 𝑎𝑟𝑒 𝑇𝑀 𝑎𝑛𝑑 𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
) ≠ ∅}

𝐿
3

= {< 𝑀 > | ∃𝑤 ∈ 𝐿(𝑀) 𝑠. 𝑡.  𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑤 𝑖𝑛 𝑙𝑒𝑠𝑠 𝑡ℎ𝑎𝑛 𝑤| | 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}

𝐿 = {< 𝑁, 𝑥 >  | 𝑁 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑥 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑎𝑛𝑑 𝑎 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ}

coREב-מוכרותשפות
𝐿 = {< 𝑀 > | < 𝑀 >∉ 𝐿(𝑀) }𝐻𝑃,  𝐿

𝑢
,  𝐿

𝑑

𝐿 = {< 𝑀 > | 𝐿(𝑀) = ∅}

𝐿
4

= {< 𝑀 > | 𝑀 𝑖𝑠 𝑎 𝑇𝑀 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑠𝑡 𝑜𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡}

𝑐𝑜𝑅𝐸כלומרcoREב-לאוגםREב-לאשהםמוכרותשפות ∪ 𝑅𝐸 
𝐿

Σ*
= {< 𝑀 >  | 𝐿(𝑀) = Σ *}𝐿

∞
= {< 𝑀 >  :  𝐿(𝑀)| | = ∞}

𝐿
=3

= {< 𝑀 >:  𝐿(𝑀)| | = 3}𝐿
𝑒𝑞

= {< 𝑀
1
 ,  𝑀

2
>   |   𝐿(𝑀

1
) = 𝐿(𝑀

2
)}

𝐿
1

= < 𝑀
1

>, < 𝑀
2

> | 𝑠. 𝑡.  𝐿(𝑀
1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | <  10 𝑜𝑟 𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  1000{ }

𝐿 =  < 𝑀
1

>,  < 𝑀
2

>,  𝑥( )  |   𝑀
1
 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑀

2
 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑜𝑛 𝑥{ }

𝐿
1

= {< 𝑀 > | 𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑡𝑜 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑎𝑓𝑡𝑒𝑟 𝑚𝑜𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑛 42 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}

(חישוביות - לא פולינומיות)רדוקציות ≤

קיימתאםורקאם)(נסמןל-לרדוקציהניתנתש:נאמר,שפותתהיינה:הגדרה 𝐿
1
, 𝐿

2
⊆ Σ⋆𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
≤ 𝐿

2

לחישוב:הניתנתפונקציה)2קלט.לכלהמוגדרתפונקציהמלאה:פונקציה)1שהיא:פונקציה 𝑓: Σ⋆ → Σ⋆

𝑥∀.תקפה:פונקציה)3הזו.הפונקציהאתלחשבשיכולהמ"טקיימת ∈ Σ⋆ :  𝑥 ∈ 𝐿
1
 ⇔ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2

אז:)ל-לרדוקציהניתנת(אםאם 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝐿
1

𝐿
2

.גםאזאם● 𝐿
2

∈ 𝑅𝐿
1

∈ 𝑅

.גםאזאם● 𝐿
2

∈ 𝑅𝐸𝐿
1

∈ 𝑅𝐸

.גםאזאם● 𝐿
2

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
1

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸

אז:)ל-לרדוקציהניתנת(אםאם 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝐿
1

𝐿
2

.גםאזאם● 𝐿
1

∉ 𝑅𝐿
2

∉ 𝑅

.גםאזאם● 𝐿
1

∉ 𝑅𝐸𝐿
2

∉ 𝑅𝐸

.גםאזאם● 𝐿
1

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
2

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.גםאזאם 𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝐿
1

≤ 𝐿
2

סימטרי.ולאהוא רפלקסיבי, טרנזיטיביהיחס ≤

.וגםרדוקציות:2ב-להוכיחצריך,ש:להוכיחכדי 𝐿 ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

:מקרי קצה חוקיים

.לרדוקציהניתןשפהלכל● 𝐿 ≠ Σ⋆∅ ≤ 𝐿
.לרדוקציהניתןשפהלכל● 𝐿 ≠ ∅Σ⋆ ≤ 𝐿

וגם:מקרי קצה לא חוקיים ∅ ≤ Σ⋆Σ⋆ ≤ ∅

פונקציית הרדוקציה היא תמיד דטרמיניסטית!

.וגםש:כךכלומראחרתשפהלכללרדוקציהניתנתב-שפהכל 𝐿
1

∈ 𝑅𝐿
2

𝐿
1

≤ 𝐿
2

𝐿
2

≠ Σ⋆𝐿
2

≠ ∅

ℵ)מנייהבת(לחישוב.ניתנתרדוקציהשכלכיווןהמ״טבכמותחסומהבעולםהקיימותהרדוקציותכמות
0

שפות שלמות
)עללרדוקציהניתנת()2)1היא:אם"םב-שלמההיאשפה 𝐿𝑅𝐸𝐿 ∈ 𝑅𝐸∀𝐿' ∈ 𝑅𝐸  :   𝐿' ≤ 𝐿𝐿'𝐿

.שהוכחנו:שלשלמותשפות 𝑅𝐸𝐿
𝑢
,  𝐻𝑃הטריוויאליות:מלבדשלמותהםב-השפותכל. 𝑅Σ⋆,  ∅

.גםאזש:מתקייםאם.נוספתשפהונתונהשלמהשפהנתונה 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐶𝐿 *∈ 𝑅𝐸𝐿 ≤ 𝐿 *𝐿 *∈ 𝑅𝐸𝐶

שלמהשפהאיןבמחלקה 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

משפט רייס
.וכןש:כךתכונותהןב-טריוויאליותלאתכונות:הגדרה 𝑅𝐸𝑆𝑆 ⊆ 𝑅𝐸∅ ≠ 𝑆 ≠ 𝑅𝐸
.ב-אחתשפהולפחותב-אחתשפהלפחותקיימתטריוויאליתלאתכונהלכל:אבחנה 𝑆𝑆𝑅𝐸\𝑆
.השפהאתנגדיר,תכונהבהינתן:הגדרה 𝑆 ⊂ 𝑅𝐸𝐿

𝑆
= {< 𝑀 >  | 𝐿(𝑀) ∈ 𝑆}

.מתקייםטריוויאליתלאתכונהלכל:רייס)(משפטהגדרה ∅ ≠ 𝑆 ⊂ 𝑅𝐸𝐿
𝑆

∉ 𝑅

.גםאזואםגםאזאםבנוסף,:המורחב)רייס(משפטהגדרה ∅ ∉ 𝑆𝐿
𝑆

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸∅ ∈ 𝑆𝐿
𝑆

∉ 𝑅𝐸

של המכונה אז משפט רייס לא עובד.: אם התכונה היא תכונה של מכונה ולא תכונה של שפהאבחנה

עובד"."לארייסמשפט-טריוויאליתאם 𝑆טריוויאלית.כאשר 𝐿
𝑆

∈ 𝑅𝑆

מכונת טיורינג אי דטרמיניסטית
מ"ט א"ד שקולה בכוח החישוב שלה למכונה דטרמיניסטית

אפשרויות:כמהיש,קלטעלא"דמכונההרצנואם:א"דמ"טשלאסימטריה 𝑥
עוצרת.לאהמכונה)3דחתההמכונה)2קיבלההמכונה)1

בינארי.עץבתורהזהההרצותעץעללחשובנוח.:מוגבלא"ד δ: 𝑄' × Γ → (𝑄 × Γ × {𝐿, 𝑆, 𝑅})2

אם:שפהמקבלתא"דמ"ט 𝑁𝐿
החישוב.בעץמקבלמסלולקייםלכל.1 𝑥 ∈ 𝐿
בעץ.מקבלמסלולקייםלאלכל.2 𝑥 ∉ 𝐿
אינסופיים.מסלוליםגםייתכןהמקרים,2ב-.3

אם:שפהמכריעהא"דמ"ט 𝑁𝐿
החישוב.בעץמקבלמסלולקייםלכל.1 𝑥 ∈ 𝐿
דוחים.המסלוליםכללכל.2 𝑥 ∉ 𝐿
סופיים.המסלוליםכלהמקרים,2ב-.3

2022-עזריהדור
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תורת הקבוצות וקומבינטוריקה

𝐿סימטרי:
1
∆𝐿

2
= (𝐿

1
\𝐿

2
) ∪ (𝐿

2
\𝐿

1
)𝐿

1
\𝐿

2
= 𝐿

1
∩ 𝐿

2

𝐿:1מורגןדה
1

∪ 𝐿
2

= 𝐿
1

∩ 𝐿
2

𝐿:2מורגןדה
1

∩ 𝐿
2

= 𝐿
1

∪ 𝐿
2

אינסופית Σ *| | = ℵ
0
 𝐿

1
= Σ *  \ 𝐿

1

𝐿
1

= (𝐿
1

∪ 𝐿
2
) \ ( 𝐿

2
 \ (𝐿

1
∩ 𝐿

2
)  )

𝑛
𝑘( ) = 𝑂(𝑛𝑘)𝑛

𝑘( ) = 𝑛!
𝑘!(𝑛−𝑘)!

")3"כמוקבועהוא(פולינומי- 𝑛
𝑛−𝑐( ) = 𝑂(𝑛𝑐)𝑐-.אקספוננציאלי 𝑛

𝑛/2( ) = 𝑂(2𝑛/2)

תורת המספרים
רִיקמספר● .1מ-גדוליםשלמיםשנישלכמכפלהאותולכתובשאפשרחיובישלםמספרהואפָּ
קטניםטבעייםמספריםשנישלכמכפלהלהציגוניתןשלא,1מ-גדולטבעימספרהואראשונימספר●

ובעצמו.1ב-רקמתחלקהואכלומרממנו,
שמחלקביותרהגדולהשלםהמספרהואשלמיםמספריםשנישלמקסימלימשותףמחלק● gcd(𝑎, 𝑏)

.6הוא18ו־12שלהמרביהמשותףהמחלקלמשל,שארית.ללאשניהםאת
להשלים - להסביר פתרון למציאת ראשוני בבינארי: "לחלק בכל הראשוניים עד השורש"●
משפט בזו????●

שאלות על מחלקות סיבוכיות

אזיו-מאחר.גםלמשליםסגירותלפיאזאם:הוכחה.:טענה 𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑃𝐿‾ ∈ 𝑃𝑃 ⊆ 𝑁𝑃𝐿‾ ∈ 𝑁𝑃

.מ.ש.ל..ומכאן 𝐿‾‾ = 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃

ניתנתכלומר,)2.)1הבאות:התכונותאתמקיימתוגםאם:משפט 𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿
2

𝐿
2

∈ 𝑁𝑃𝐿
1
≤

𝑃
𝐿

2
𝐿

1

שפהלכללהראותחייביםאנחנולכן,כילנונתון:הוכחה.גםאז.עםלרדוקציה 𝐿
2

𝐿
2

∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿
2

∈ 𝑁𝑃

לרדוקציהניתנתשפהכל,ש:מאחר.עםפולינומיתלרדוקציהניתנת 𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿
2

𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿' ∈ 𝑁𝑃

ניתנתכלאזטרנזיטיבי,הואוהיחסמאחרלכן,.כילנונתוןוגם,פולינומית 𝐿'≤
𝑃
𝐿

1
𝐿

1
≤

𝑃
𝐿

2
≤

𝑃
𝐿' ∈ 𝑁𝑃

ניתנתשפהכללכן,.עםפולינומיתלרדוקציהניתנתוגםעםפולינומיתלרדוקציה 𝐿
1

𝐿
1

𝐿
2

𝐿' ∈ 𝑁𝑃

.ומכאןעםפולינומיתלרדוקציה 𝐿
2

𝐿
2

∈ 𝑁𝑃𝐶

נותר,כיהוכחנו.יהי:הוכחה.אזאם:הוכח/הפרך 𝑁𝑃𝐶 ∩ 𝑃 ≠ Φ𝑃 = 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐶 ∩ 𝑃𝑃 ⊆ 𝑁𝑃
ולפיש:מאחר.ש:נובע,ש:מאחראז,.יהי.ש:להראות 𝑁𝑃 ⊆ 𝑃𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿'≤

𝑝
𝐿𝐿 ∈ 𝑃

'𝐿.שגםנקבלהרדוקציה,משפט ∈ 𝑃

אז.יהי.ש:נראה:הוכחה.אזאם:הוכח/הפרך 𝑁𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑁𝑃 = 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑐𝑜𝑁𝑃 ⊆ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃

.לכן.שגםנובע,ש:ומאחר 𝐿‾ ∈ 𝑁𝑃𝑁𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿‾ ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿 = 𝐿‾‾ ∈ 𝑁𝑃

NPCל-שייכותשאלות
𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅.השפהאתנגדיר:פונקציותהרכבת = {(< 𝐺 >, 𝑘)| 𝐺 𝑐𝑎𝑛 𝑏𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑒𝑑 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑘 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠}

שלהרדקוציהפונקציתאתב-נסמן:פתרון.רדוקציההראו 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅ℎ

.שלהרדקוציהפונקציתאתב-נסמן. 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
3_𝐶𝑁𝐹_𝑆𝐴𝑇𝑔3_𝐶𝑁𝐹_𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅

←א':כיוון:תקפות.:הרדוקציהפונקצית 𝑓(< ϕ >) = (𝑔(ℎ(ϕ)),  3)< ϕ >∈ 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇
←שלמהתקפות, ℎ(< ϕ >) =< ϕ' >∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇ℎ

←שלמהתקפות, 𝑔(ℎ(< ϕ >)) = 𝑔(< ϕ' >) =< 𝐺 >∈ 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑔
←ב':כיוון. (𝑔(ℎ(< ϕ >)), 3) ∈ 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅(𝑔(ℎ(< ϕ >)), 3) ∈ 𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅
←כינקבלשלהתקפותלפי← 𝑔(ℎ(< ϕ >)) ∈ 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑔ℎ(< ϕ >) ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

מ.ש.ל..כינקבלשלהתקפותלפי ℎ< ϕ >∈ 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

:ANDאוORעםלשפותNPHלהוכחתאצבעכלל
.שלהקרובעםרדוקציהונעשהתמידלהיותאתבה"כנאלץאזלנוכתובאם.1 𝐿 = {𝐴 𝑂𝑅 𝐵}𝐵𝐹𝐴
.שלהקרובעםרדוקציהונעשהתמידלהיותאתבה"כנאלץאזלנוכתובאם.2 𝐿 = {𝐴  𝐴𝑁𝐷 𝐵}𝐵𝑇𝐴

𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒:הוכיחו = {(𝐺, 𝑘)| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑜𝑟 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘} ∈ 𝑁𝑃𝐶
.רדוקציהנראה.ל-פתרוןעכשיונראה).ל-שייכות(להראות:פתרון 𝑁𝑃𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤

𝑝
𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒

אזקליקהקיימתלאב-שאםנרצהאנחנו:הסבר.הרדוקציה:פונקצית 𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) = (< 𝐺', 𝑘 >)𝐺
פעםאףלהכיללאאתנאלץזה,אתלהבטיחכדיהמילטוני.מסלולקייםלאוגםקליקהקיימתלאב- 𝐺'𝐺'

בזמןלחישובוניתנתמלאההפונקציה.לגרףובודדחדשקודקודהוספתבעזרתזאת-המילטונימסלול 𝐺'
.קבועבזמןאחדבודדקודקודתוספתעםגרףהעתקתידיעלבניית:פולינומיאלי 𝐺'𝐺𝑂(1)

העתקהואגרף←בגודלקליקהבגרףקיים←א':כיוון:תקפההפונקציה < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐺𝑘𝐺'
←בגודלקליקהב-קיים←הקליקהבהגדרתפוגעשלאנוסףמבודדקודקודעםשל 𝐺𝐺'𝑘

בגודלקליקהבגרףקיים←ב':כיוון. < 𝐺', 𝑘 >∈ 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒< 𝐺', 𝑘 >∈ 𝐻𝑎𝑚𝑂𝑟𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐺'𝑘
קליקהרקקייםולכןב-מבודדקודקודקייםכיהמילטונימסלולקייםכייתכןלאהמילטוני←מסלולאו 𝐺'

←אתנקבלהזההקודקודבהסרתנוסף,מבודדקודקודעםאךשלהעתקהואו-מאחר←בגודל 𝑘𝐺'𝐺𝐺
.←מגודלקליקהל-קיים 𝐺𝑘< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚.:תרגיל = {(𝑥
1
,.., 𝑥

𝑛
), 𝑘, 𝑚 | ∃𝐼 ⊆ [𝑛] 𝑠. 𝑡.  Σ

𝑖∈𝐼
𝑥

𝑖
= 𝑘 ∧ 𝐼| | = 𝑚} ∈ 𝑁𝑃𝐶

.נסמן.ל-פתרוןעכשיונראה).ל-שייכות(להראות:פתרון 𝑁𝑃𝑁𝑃𝐻𝐸𝑆𝑆 = 𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚
:הרדוקציהפונקצית.רדוקציהנראהנסמןוגם 𝑆𝑆 = 𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚𝑆𝑆≤

𝑝
𝐸𝑆𝑆

הימנית.בקבוצהאפסיםנרפדהסבר:. 𝑓(< (𝑥
1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >) =  (< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
, 0,..., 0), 𝑘, 𝑛 >)𝑛

←ש:כךבגודל,ל-המסתכמתקבוצהתתיש←א':כיוון:תקפות < (𝑥
1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >∈ 𝑆𝑆𝑘𝑟𝑟 ≤ 𝑛

←.הואוגודלהל-מסתכמתשעדייןקבוצהנקבלאפסים,לקבוצהנוסיףאם 𝑛 − 𝑟𝑘𝑛
קבוצהתתיש←ב':כיוון. < (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
, 0,...., 0), 𝑘, 𝑛 >∈ 𝐸𝑆𝑆< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
, 0,...., 0), 𝑘, 𝑛 >∈ 𝐸𝑆𝑆

הקבוצהתתתהיהזו←ל-מסתכמתעדייןהאפסיםבליקבוצהאותה←הואוגודלהל-המסתכמת 𝑘𝑛𝑘
←. (𝑥

1
,.., 𝑥

𝑛
)< (𝑥

1
,...., 𝑥

𝑛
), 𝑘 >∈ 𝑆𝑆

𝑆𝐴𝑇.:הוכיחו
2

= {< ϕ > |∃ 𝑡𝑤𝑜 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑡𝑜 ϕ} ∈ 𝑁𝑃𝐶

השמהונחשהשמהנחש)1תפעל:קלטעלהמכונה.נוכיח:א'חלק-פתרון 𝑆𝐴𝑇
2

∈ 𝑁𝑃𝑁
2

< ϕ >π
1

ש-בדוק)3.ש:בדוקכלומרמספקת,השמהש-בדוק)2.כאשרנוספת π
2

π
1

≠ π
2

π
1

ϕ(π
1
) = 𝑡𝑟𝑢𝑒π

2

אחרת,קבל.-עבורמספקותהשמותוגםאם)4.ש:בדוקכלומרמספקת,השמה ϕ(π
2
) = 𝑡𝑟𝑢𝑒π

1
π

2
ϕ

סה"כהניחוש,כגודל:1שלבב-המשתניםמספראתב-נסמן:הריצהזמןסיבוכיותדחה. 𝑛ϕ
.כלומר,כגודללנויקחזהבפסוק,הצבהנבצעההשמהבבדיקת:2-3שלב. 𝑂(2𝑛) = 𝑂(𝑛)ϕ𝑂( ϕ| |)

(להשלים).:המכונהבנייתנכונותהוכחתפולינומי.-סה"כ 𝑂( ϕ| | + 𝑛)
.פולינומיתברדוקציהנוכיח.כינוכיח:ב'חלק-פתרון 𝑆𝐴𝑇

2
∈ 𝑁𝑃𝐻𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝑆𝐴𝑇

2

מכיווןהאלגוריתםאתלתארצורךאין.כאשרהרדוקציה:פונקצית 𝑓(ϕ) = ϕ'ϕ' = ϕ ∧ (𝑦 ∨ 𝑦‾)
שהפונקציה מתארת היטב את הפעולה הנדרשת.  הוכחת נכונות פונקצית הרדוקציה הפולינומית:

הפונקציה:תקפות)2קבועה.מחרוזתלהוסיףבסה"כצריךכיפולינומי,בזמןלחישובניתנתהפונקציה)1 𝑓
וגםההשמות←לפסוקמספקתהשמהקיימת←א':כיוון < ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇πϕπ

1
= π · 0

שתילפחותל-יש←נכונה)(תמידטאוטולוגיתפסוקיתבושקיימתכיווןאתמספקות π
2

= π · 1ϕ'ϕ'

שונותמספקותהשמותשניקיימות←ב':כיוון.←מספקותהשמות < ϕ' >∈ 𝑆𝐴𝑇
2

< ϕ' >∈ 𝑆𝐴𝑇
2

←הפסוקאתמספקתבפרטההשמה←המספקתההשמהאתבה"כנבחר←לפסוק π
1
, π

2
ϕ'π

1
π

1
ϕ

.< ϕ >∈ 𝑆𝐴𝑇

.שקיבלוהמשתניםלמספרשווהשקיבלוהמשתניםמספראםמאוזנתשהיאהשמהעלנאמר 𝑇𝐹
𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷.השפה:נתונה − 𝑆𝐴𝑇 = {ϕ | ∃ 𝑏𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑑 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑓𝑜𝑟 ϕ}

.כינוכיח:א'שלב-פתרון.הוכיחו: 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
קלטעלהמכונה.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"דמ"טנבנה 𝑁𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇𝑁< ϕ >

אם-מאוזנתשההשמהבדוק)3.השמהנחש)2דחה.-אי-זוגיהואב-המשתניםמספראם)1תבצע: ϕπ
(להשלים).:הריצהזמןסיבוכיותדחה.אחרת,קבל.כן,אם)5.שמתקייםבדוק)4דחה.לא, ϕ(π) = 𝑡𝑟𝑢𝑒

בעזרתכינוכיח:ב'שלב-פתרון(להשלים).:הבניהנכונותהוכחת 𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐻
פסוקכאשר.:הרדוקציהפונקצית.רדוקציה 𝑆𝐴𝑇≤

𝑃
𝐵𝐴𝐿𝐴𝑁𝐶𝐸𝐷 − 𝑆𝐴𝑇𝑓(< ϕ >) =< ϕ' >ϕ

ויחד איתוכך שהוא מכיל את הפסוקאת הפסוק: נבנהביצועפסוק עם מספר משתנים זוגי.רגיל ו- ϕ'ϕ'ϕ
נכונות).(תמידטאוטולוגיות)AND(ב-פסוקיותמחוברים 𝑛

שלקבועמספרמוסיפים:פולינומיתהפונקציה.כלומר ϕ' = ϕ ∧ (𝑦
1

∨ 𝑦
1

‾ ) ∧  ...  ∧  (𝑦
𝑛

∨ 𝑦
𝑛

‾ )

: להשלים.הפונקציה תקפהפסוקיות טאולוגיות - פולינומי.

Cook-Levinמשפט
דברים:שנילהוכיחצריך:ההוכחהרעיון-שלמה.היאהשפהכלומר,.:לוויןקוקמשפט 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑆𝐴𝑇𝑁𝑃

.ש:מתקייםשפהלכל)2חלק.)1חלק 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿≤
𝑃
𝑆𝐴𝑇

:2חלקלהוכחתהערות
מהבניה).כחלק(לאפסוקלייצרכדי(קונספטואלית)הזאתבטבלהנשתמש:tableauמטריצת.1
השורה הראשונה מתאימה לקונפיגורציה ההתחלתית..2
המטריצה תקרא מקבלת, אם אחת השורות שלה היא קונפיגורציה מקבלת..3
.עלשלמקבלתמטריצהישאם"םיהיהשערכופסוקמ-תבנההרדוקציה.4 𝑤𝑡𝑟𝑢𝑒𝑁𝑤
.אם"םש:מתקייםסימןולכללכל.5 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛𝑘 + 1𝑠 ∈ 𝐶𝑥

𝑖,𝑗,𝑠
= 𝑡𝑟𝑢𝑒𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒𝑎𝑢[𝑖][𝑗] == 𝑠

פסוקים:ארבעהשל)AND(קוניונקציהשהואהפסוקאתמ-תבנההרדוקציה.6 𝑤ϕ
ϕ = ϕ

𝑐𝑒𝑙𝑙
   ⋀   ϕ

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 
   ⋀   ϕ

𝑚𝑜𝑣𝑒
   ⋀   ϕ

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

.מתוךאחדתובדיוקלהיותיכולבמטריצהתאשבכלוידוא-● ϕ
𝑐𝑒𝑙𝑙

𝐶

תאבכל.עלשלההתחלתיתהקונפיגורציההיאהמטריצהשלהראשונהשהשורהוידוא-● ϕ
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑁𝑤

בשורה הראשונה במטריצה מופיע הסמל הנכון של הקונפיגורציה ההתחלתית.
דרךהבאה)(קונפיגורציההבאהלשורהלעבורמאפשרת(קונפיגורציה)שורהשכללוודא-● ϕ

𝑚𝑜𝑣𝑒

.שלהמעבריםפונקציית δ𝑁
האחרונה.בשורהרקמקבלמצבלוודאיספיקמקבל,הואהסופיתשהקונפיגורציהבודק-● ϕ

𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡

רצופיםתאיםבשלושההיותרבלכלמתבטאתעוקבותקונפיגורציותשתיביןההבדל:עבורהערה ϕ
𝑚𝑜𝑣𝑒

הואמסדר"חלון"שכללוודאמספיקלכןזהה.השארוכלולשמאלו)שלימינווהתאיםהראש,(מיקום 2 × 3
𝑁.לפיחוקי

מסדרחלוןוכל,עלשלההתחלתיתהקונפיגורציההיאבמטריצההראשונההשורהאם:טענה 𝑁𝑤2 × 3
שלפניה,השורהשללקונפיגורציהעוקבתקונפיגורציההיאבטבלהשורהכלאז,לפיחוקיחלוןהואבמטריצה 𝑁

חישוב .עלשלבְּ 𝑁𝑤
הקלט.לגודלביחספולינומיכלומרהואשלהגודל:מסקנה ϕ𝑂(𝑛2𝑘)

כלשהן)מחלקות(נגדירמחלקותשקילות 𝐴, 𝐵
נבנה,מכונהישלשפה.כלומרל-גםשייכתש-נראהשפהתהיאזצ"לאם 𝐴 ⊆ 𝐵𝐿 ∈ 𝐴𝐿𝐵𝐿 ∈ 𝐵𝐿𝑀

𝐴

.ולכןנקבלבכךכמוה.ונענהעלאתנסמלץובתוכהעלמכונה 𝑀
𝐵

𝑥𝑀
𝐴

𝑥𝐿(𝑀
𝐵

) = 𝐿𝐿 ∈ 𝐵

: עבור מ"ט א"ד נגדיר:דוגמה לשקילות מחלקות

𝐿
4
(𝑀) = {𝑥 ∈ Σ⋆| 𝑀 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 4 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑟𝑢𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛 𝑥}

הבאה:השפהאתנגדירשונים.מסלולים4לפחותמקבלתש-המיליםכלשפתזוהי 𝑀
.𝑁𝑃

4
= {𝐿| 𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑠 𝑎 𝑛𝑜𝑛 − 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑀 𝑠. 𝑡 𝐿

4
(𝑀) = 𝐿}

מ"טקיימתולכןשמאחר.כילהוכיחצריך.תהי:פתרון.הוכיחו: 𝑁𝑃 ⊆ 𝑁𝑃
4

𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃
4

𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑀
𝐿

קלטעלהמכונהחדשה.א"דמ"טאתנבנההמכונה:בניית.השפהאתהמכריעהפולינומיתא"ד 𝐿𝑀
𝐿
'𝑀

𝐿
'𝑥

ביט.מנחשת)5ביט.מנחשת)4:אתקיבלהאם)3דוחה.-דחתהאם)2.עלאתמריצה)1תבצע: 𝑀
𝐿

𝑥𝑀
𝐿

𝑥

,כיפולינומיתהיאעלשלהרצהפולינומית.ש:לראותקל:הריצהזמןסיבוכיותמקבלת.)6 𝑀
𝐿
'𝑀

𝐿
𝑥𝐿 ∈ 𝑁𝑃

נוכיח,ושפהשפהעבור:הבניהנכונותהוכחתקבוע.בזמןהםשלהניחושיםושאר 𝑀
𝐿
'𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿

4,𝑀
𝐿
'

∈ 𝑁𝑃
4

מכריעה)א"דמ"טשלהגדרה(לפיחישובמסלולבכלותדחהתעצור←אםא'כיוון.כי 𝐿
4,𝑀

𝐿
'

= 𝐿𝑥 ∉ 𝐿𝑀
𝐿

שבומקבלחישובמסלולקיים←אםב'כיוון.←חישובמסלולבכלותדחהתעצור← 𝑀
𝐿
'𝑥 ∉ 𝐿

4,𝑀
𝐿
'

𝑥 ∈ 𝐿

←00,01,10,11הביטיםניחושיעבורמקבלים,חישובמסלוליארבעהישל-←ותקבלתעצור 𝑀
𝐿

𝑀
𝐿
'

כנדרש.ומכאן.גםאזו-ומאחרכיהוכחנו 𝑥 ∈ 𝐿
4,𝑀

𝐿
'

𝐿
4,𝑀

𝐿
'

= 𝐿𝐿
4,𝑀

𝐿
'

∈ 𝑁𝑃
4

𝐿 ∈ 𝑁𝑃
4

𝑁𝑃 ⊆ 𝑁𝑃
4

הוכחת שקילות מודלים
מסלוליםשנילפחותקיימיםאםורקאךמתקבלתמילהבהא"דמ"טלעומתדטר'מ"ט:2ממטלהשאלה

המכונהשקולה.דטרמיניסטיתמכונהנראההחדש,מהמודלמכונהבהינתן:1כיוון:פתרוןמקבלים.
האיהבחירותעץשלBFSסריקתע"יהחדשמהמודלהמכונהאתותסמלץxקלטתקבלהדטרמיניסטית

דטרמיניסטיות בדומה להוכחת השקילות של המכונה הדטרמיניסטית לאי דטרמיניסטית הרגילה. ברגע שמצאנו
מסלולהיותרלכלומצאנוהמסלוליםכלסריקתהסתיימהואםנקבל.-בקבלההמסתיימיםמסלולים2לפחות

החדש.מהמודלשקולהמכונהנראההרגיל,הדטרמיניסטימהמודלמכונהבהינתן:2כיווןנדחה.-מקבלאחד
המכונהריצתאתתסמלץהיאאז1יצאואםתקבלהיא0יצאאם),1או0(ביטתגריל,xקלטתקבלהמכונה

חישובמסלולי2ישנםאזקיבלההמקוריתהמכונהשאםקיבלנווכךבהתאםותענהxעלהדטרמיניסטית
מקבל.אחדחישובמסלולרקיהיהואחרתהחדשבמודלxעבורמקבלים

סיבוכיות זמן ריצה

.בזמןולכןבזמןשכנויותמטר'עםביותר)קצרמסלולעבור(למשלחיפושאלגוריתם 𝐵𝐹𝑆𝐵𝐹𝑆𝑂(𝑛2)

מספרקידודעבורהואכאשרהואבגודלקבוצהשלניחושגודל,עבורא"דבמ"ט 𝑁𝑃𝑘𝑂(𝑘 log(𝑛))log(𝑛)
𝑛.ל-1ביןהואהמספרכאשרלבינארי

הספרותבכמותפולינומיאלילהיותצריךהריצהזמן,מספרשלקידודהואשלהשהקלטשפהכלעבור < 𝑛 >
שרצותבמ"טכאןנתענייןולכןבינאריתמחרוזתזוכיש:לבנשים.המספראתהמייצגות 𝑛< 𝑛 >| | = log(𝑛)

log(𝑛).ב-פולינומיבזמן

לשרשורדוגמה-NPל-סגירות
א"דמ"טלהןקיימותאזיש:מכיוון:הוכחה.גםאזיאם:טענה 𝐿

1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
· 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃

עלהמכונה.השפהאתשמכריעהפולינומיתא"דמ"טאתנבנה.מכריעותפולינומיות 𝑀
1
, 𝑀

2
𝑀'𝐿

1
· 𝐿

2
𝑀'

.עלאתתסמלץ.3.עלאתתסמלץ.2.מהצורהשלפירוקתנחש.1תבצע:קלט 𝑥𝑥𝑥 = 𝑤𝑢𝑀
1

𝑤𝑀
2

𝑢

כינוכיח:הבניהנכונותהוכחת.דחהדחתה,מהןאחתלפחותאםאחרת,.קבלקיבלו,שתיהןאם.4
ניחושקיים←ש:כךפירוקקיים←א':כיוון. 𝐿

1
· 𝐿

2
= 𝐿(𝑀')𝑥 ∈ 𝐿

1
· 𝐿

2
𝑥 = 𝑤𝑢𝑤 ∈ 𝐿

1
∧ 𝑢 ∈ 𝐿

2

פירוקלכל←ב':כיוון.←תקבל←כזה 𝑀
1
(𝑤) = 1 ∧ 𝑀

2
(𝑢) = 1𝑀'𝑥 ∈ 𝐿(𝑀')𝑥 ∉ 𝐿

1
· 𝐿

2

←תדחה←ניחוש,לכל←ש:כך 𝑥 = 𝑤𝑢𝑤 ∉ 𝐿
1

∨ 𝑢 ∉ 𝐿
2

𝑀
1
(𝑤) = 0 ∨ 𝑀

2
(𝑢) = 0𝑀'

פולינומית.גםולכןפולינומיותהמכונות:סיבוכיות. 𝑥 ∉ 𝐿(𝑀')𝑀
1
, 𝑀

2
𝑀'

דוגמה לשימוש במשפט רייס
אתנגדירהתכונה:הגדרת)1.:דוגמה 𝐿

3
= {< 𝑀 >: 𝐿(𝑀) ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸}𝑆 = {𝐿 ∈ 𝑅𝐸: 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸}

ולכןכיטריוויאלית:אינהשנוכיח:טריוויאליותאיהוכחת)2.ומכאן: 𝐿
𝑆

= 𝐿
3

𝑆𝐿
𝑢

∉ 𝑆𝐿
𝑢

∈ 𝑅𝐸\𝑐𝑜𝑅𝐸

טריוויאלית.אינהלכן.ולכן:כישני,מצד. 𝑆 ≠ 𝑅𝐸Φ ∈ 𝑆Φ ∈ 𝑅 = 𝑅𝐸 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑆 ≠ Φ𝑆
𝐿.רייס,משפטלפיולכן:מסקנה)3

3
∉ 𝑅

אתנגדיר:התכונההגדרת)1.:דוגמה 𝐿
1

= {< 𝑀 >:  |𝐿(𝑀)| > 10}𝑆 = {𝐿 ∈ 𝑅𝐸: |𝐿| > 10}

ולכןכיטריוויאלית:אינהשנוכיח:טריוויאליותאיהוכחת)2.ומכאן: 𝐿
𝑆

= 𝐿
1

𝑆Φ ∉ 𝑆|Φ| = 0 ≤ 10

טריוויאלית.אינה.לכןולכן:11הואהשפהגודלכישני,מצד. 𝑆 ≠ 𝑅𝐸{0, 02,..., 011} ∈ 𝑆𝑆 ≠ Φ𝑆
𝐿.רייס,משפטלפילכן:מסקנה)3

1
∉ 𝑅

.השפות:תכונתתהירייס.משפטשלפרטימקרהנוכיחזובשאלה:תרגיל 𝑆𝑆 = {𝐿| Σ107 ⊆ 𝐿}
ז"אהנתונה.עבוררייסמשפטאתהוכיחו)b.כיהוכיחו)a.ותהי 𝐿

𝑠
= {< 𝑀 > | 𝐿(𝑀) ∈ 𝑆}𝐿

𝑆
∈ 𝑅𝐸𝑆

:קלטעלאלגוריתם::aפתרוןבו).להשתמשולארייס,משפטאתלהוכיח(יש.כיהוכיחו 𝐿
𝑆

∉ 𝑅< 𝑀 >

(להשלים).:נכונותקבל.)2דחה.-דחתהאם.wעלMאתהרץ)1.1:המיליםכלעלעבור)1 𝑤 ∈ Σ107

עלMאתהרץ)1:קלטעל:כאשר:ע"י:רדוקציה:נראה:bפתרון 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
𝑆

𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑥

w.(להשלים).:תקפותדחה.-אחרת)3קבל.אם)2ואז |𝑥| = 107

בעיות חיפוש מול בעיות הכרעה
לבעיית ההכרעה וצריך למצואדטרמיניסטיבשאלות מהסגנון הזה נותנים לנו נתון שידוע פתרון פולינומי

פתרון לבעיית החיפוש (להחזיר את הפתרון עצמו ולא רק כן או לא)
𝑀.בהקיימתהמכריעההמכונהאתמסמניםכללבדרך:סד"פ

:קלטשמקבלהחיפושבאלגוריתם 𝐴𝑂𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡
פתרון".ש-"איןמחזיריםאזדחתההיאואםהקלטכלעלאתמריציםתחילה.1 𝑀
אם היא קיבלה, מנסים למצוא את מרכיבי הפתרון ע"י מעבר איטרטיבי אלמנט אחרי אלמנט ובדיקה.2

להיפך.אולפתרוןשייךהואהאםשבודקים)המרכיבללאהקלטעבורלמכונהושובשובקריאה(ע"י 𝑀
אם כן - נשמור אותו, אחרת - נזרוק אותו.

לבסוף, נחזיר את הפתרון..3

.אחרתאזהמילטונימעגלעדייןישב-האםבדוק,צלעלכל-● 𝐻𝐶𝑒𝐺' = 𝐺\{𝑒}𝐺 = 𝐺'𝐺 = 𝐺
.אחרתאזהמילטונימעגלעדייןישב-האםבדוק,צלעלכל-● 𝐷𝐻𝐶𝑒𝐺' = 𝐺\{𝑒}𝐺 = 𝐺'𝐺 = 𝐺
.אחרתאזהמילטונימסלולעדייןישב-האםבדוק,צלעלכל-● 𝐻𝑃𝑒𝐺' = 𝐺\{𝑒}𝐺 = 𝐺'𝐺 = 𝐺
.אחרתאזכןאםב"ת,קבוצהעדייןישב-האםבדוק,קודקודלכל-● 𝐼𝑆𝑣𝐺' = 𝐺\{𝑣}𝐺 = 𝐺'𝐺 = 𝐺
.אחרתאזכןאםקליקהישב-אםבדוק,קודקודלכל-● 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝑣𝐺' = 𝐺\{𝑣}𝐺 = 𝐺'𝐺 = 𝐺
אזלאאם,בגודלקודקודיםכיסויישב-האםבדוק,קודקודלכל-● 𝑉𝐶𝑣𝐺' = 𝐺\{𝑣}𝑘 − 1𝐺 = 𝐺'

𝐺.אזכן,אם = 𝐺

קליקהמציאתעבור(יעיל)אלגוריתםתארו.ש:נניח:מקסימליתקליקהמציאתעבורדוגמה 𝑃 = 𝑁𝑃
.ההנחהלפיש:כיווןהאלגוריתם.נכונותאתלהוכיחצורךאיןמקסימלית. 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑃

עבוראלגוריתםכלקודםנבנהראשון:אלגוריתם.אתשמכריעאלגוריתםיעילאלגוריתםיהי 𝐴𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
"איןנחזירדחה,אם.אתנריץ)1תבצע:קלטעלבגרף.נתוןבגודלקליקהמציאת 𝑘𝐵< 𝐺, 𝑘 >𝐴(𝐺, 𝑘)
אם.אתנריץ)2b.חדשגרףונקבלמהגרףאתנסיר)2aבגרף:קודקודכלעבור)2פתרון". 𝑣𝑣𝐺'𝐴(𝐺')

הקודקודיםאתנחזיר)3.עםהבאלקודקודנמשיךדחה,אם)2cהבא.לקודקודונמשיךקיבל, 𝐺 = 𝐺'𝐺
)1:קלטעלמקסימלית.קליקהמציאתעבוראלגוריתםנתארכעתשני:אלגוריתםשנשארו. 𝐶< 𝐺 >

.אתנריץדחה,אם)1c.קיבל,אם)1b.אתנריץ)1aאינסוף:עדעבור 𝑖 = 0𝐴(𝐺, 𝑖)𝑖 ++𝐵(𝐺, 𝑖 − 1)
1d(שהתקבל.הפתרוןאתנחזיר

קלטשבהינתןפולינומיתדטר'מ"טשלמימושבמיליםתארו.ש:ניח:ב"תקבוצהעבורדוגמה 𝑃 = 𝑁𝑃
להוכיחצורךאיןכזאת.קייםלאאםקיים""לאמחזירהאו,שגודלהב-ב"תקבוצהמחזירה < 𝐺, 𝑘 >𝐺𝑘

דטר'מ"טקיימת,שההנחהלפי:פתרוןהמכונה.שלהזמןסיבוכיותאתחשבואךנכונות, 𝑃 = 𝑁𝑃
קלטעלהמבוקש:האלגוריתםאתנראה.ISאתומכריעהבזמןהעובדתפולינומית 𝑀

𝐼𝑆
𝑂(𝑝(𝑛))

"לאהחזר-דחתהאם.עלאתהרץ)1חיובי.שלםמספר-גרף,-כאשר < 𝐺, 𝑘 >𝐺𝑘𝑀
𝐼𝑆

< 𝐺, 𝑘 >

בהמתקבלהגרףאתושמורבאליוהמחוברותהצלעותואתאתהורד)2a:עבור)2קיים". 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)𝑣𝐺
.2b(2.עלאתהרץc(אתקבעאזקיבלהאםGלהיותHהמשך)ללאv.(קודקוד 𝐻𝑀

𝐼𝑆
< 𝐻, 𝑘 >

2c(אתהחזרדחתה,אםvהמשך)עםG.(קודקודיאתהחזר)3שהיהG.בנסמן:סיבוכיותשנשארוNאת
כאשראיטרציותמבצעתראשיתלולאה.2.הראשונה:בפעםהרצת.1הקלט.גודל 𝑀

𝐼𝑆
𝑂(𝑝(𝑁))𝑂(𝑛)

ואזבסיבוכיותמהגרףקודקודמורידיםאיטרציה,בכל.3הקודקודים.כמותאתמייצג 𝑛 ≤ 𝑁𝑂(𝑁)
אתומחזיריםשנשארמהעלעובריםלבסוף.4.בזמןהנותרהגרףעלאתמריצים 𝑀

𝐼𝑆
𝑂(𝑝(𝑁))

.בהחסום:סה"כ.הנותרים:הקודקודים 𝑂(𝑁)𝑂(𝑝(𝑁) + 𝑛(𝑁 + 𝑝(𝑁)) + 𝑁)𝑂(𝑁𝑝(𝑁) + 𝑁2)
פולינומי בגודל הקלט.

.עלאתהרץ)1קלטעלהאלגוריתם::המילטוןמסלולחיפושבעיית < 𝐺 >𝑀
𝐻𝑎𝑚𝑃𝑎𝑡ℎ

< 𝐺 >

Hבוסמןמהגרףeהצלעאתהורד)2a:עבור)2המילטוני"מסלולקיים"לאהחזר-דחתהאם 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺)
אם)2dלגרף.eאתהחזר-דחתהאם)2c.עלאתהרץ)2bהמתקבל.הגרףאת 𝑀

𝐻𝑎𝑚𝑃𝑎𝑡ℎ
< 𝐻 >

אחדאתומצאהנותרהגרףאתסרוק)3הצלע)ללא,GבמקוםHעם(המשךקבע-קיבלה 𝐺 = 𝐻
המתקבלת.הקודקודיםסדרתאתוהחזרהמסלולעלמעברבצע)4המסלול.שלהקצוות

כיאזיש:מכיוון:PARTITIONחיפושבעיית 𝑃 = 𝑁𝑃𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚 ∈ 𝑃𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚 ∈ 𝑁𝑃
מ"טקיימתמכאן,במטלה).(הוכחכיוגםבהרצאה).(הוכח 𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁 ∈ 𝑃𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁 ∈ 𝑁𝑃

פולינומיתדטרמיניסטיתמ"טקיימתוגםאתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטית 𝑀
𝑆𝑆

𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚𝑀
𝑃

תתאתהמוצאתהבאההיעילההמכונהאתנגדיר.אתהמכריעה 𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛
תבצע:קלטעלהאלגוריתם:עבורהקבוצה 𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛< 𝑆 = (𝑥

1
, 𝑥

2
,.., 𝑥

𝑛
) >

ב-הקבוצהכל(סכוםסכום)2קיים"."לאהחזר-דחתהאם.עלאתהרץ)1 𝑀
𝑃

< 𝑆 >𝑠𝑢𝑚 = Σ
𝑥∈𝑆

𝑥𝑆

עלאתהרץ)4.1בצע:עדמ-כלעבור)4.והגדרריקהקבוצהצור)3). 𝑆' = ϕ𝑘 = 𝑠𝑢𝑚/2𝑖1𝑛𝑀
𝑆𝑆

)4.1.1.2.והגדרל-אתהוסף)4.1.1.1כן,ענתהאם)4.1.1. (𝑥
𝑖+1

, 𝑥
2
,..., 𝑥

𝑛
,  𝑘 − 𝑥

𝑖
)𝑥

𝑖
𝑆'𝑘 = 𝑘 − 𝑥

𝑖

פולינומי).בזמןוסיבוכיותנכונות(הוכחת:להשלים.הקבוצות2אתהחזראם 𝑘 = 0𝑆',  𝑆/

.כיאזיש:מכיוון:SUBSET-SUMחיפושבעיית 𝑃 = 𝑁𝑃𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚 ∈ 𝑃𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚 ∈ 𝑁𝑃
היעילההמכונהאתנגדיר.אתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טקיימתמכאן: 𝑀

𝑆𝑆
𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚

שלמים.מספריםהםכאשרהקלטעלהקבוצה:תתאתהמוצאתהבאה 𝑀(𝑥
1
, 𝑥

2
,..., 𝑥

𝑡
, 𝑘)𝑥

1
, 𝑥

2
,.., 𝑥

𝑡
, 𝑘

אינדקסים).(קבוצתהגדר:)2קיים"."לאהחזר-דחתהאם.עלאתהרץ)1 𝑀
𝑆𝑆

(𝑥
1
, 𝑥

2
,..., 𝑥

𝑡
, 𝑘)𝐼 = ϕ

.עלאתהרץ)4.1:בצע:עד1מ-עבור)4.אתהחזראם)3 𝑘 = 0𝐼𝑖𝑡𝑀
𝑆𝑆

(𝑥
𝑖+1

, 𝑥
2
,..., 𝑥

𝑛
,  𝑘 − 𝑥

𝑖
)

.אתהחזראם)4.1.1.2.והגדרל-אתהוסף)4.1.1.1כן,ענתהאם)4.1.1 𝑖𝐼𝑘 = 𝑘 − 𝑥
𝑖

𝑘 = 0𝐼

לגרףקודקודיםלכיסויהדרושkהמינימליהגודלמהו:ביותר)קטןkמספר(החזרתקודקודיםכיסוי
בזמןVCאתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטיתמ"טקיימתומכאןשנניח:פתרוןנתון? 𝑃 = 𝑁𝑃𝑀

𝑉𝐶

קיבלהאם.אתהרץ)1.1:עד1מעבור)1:קלטעלהאלגוריתם:פולינומי. < 𝐺 >𝑘|𝑉|𝑀
𝑉𝐶

(< 𝐺, 𝑘 >)

כאשרפולינומית::סיבוכיות.החזר)2מספר).(בצורתkאתהחזר- |𝑉|𝑂(|𝑉| · 𝑝(| < 𝐺, |𝑉| > |)𝑝
𝑀.שלהריצהזמןשלהפולינוםהוא

𝑉𝐶

מ"טקיימתמכאן:.כיאזיש:מכיוון:CNF-SATחיפושבעיית 𝑃 = 𝑁𝑃𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃
ההשמה:אתהמוצאתהבאההיעילההמכונהאתנגדיר.אתהמכריעהפולינומיתדטרמיניסטית 𝑀

𝑆𝐴𝑇
𝑆𝐴𝑇

)2ב-המשתניםכמותלהיותהגדר)1תבצע:נוסחתהיאכאשרקלטעלהמכונה 𝑀< ϕ >ϕ𝐶𝑁𝐹𝑛ϕ
)4.1תבצע:ועד1מ-עבור)4.הגדר)3קיים"."לאהחזר-דחתהאם.עלאתהרץ 𝑀

𝑆𝐴𝑇
ϕ𝑧 = ε𝑖𝑛

שלהשמהעםהנוסחהאותה-הגדר)4.2.שלהשמהעםהנוסחהאותה-הגדר ϕ
0

ϕ𝑥
𝑖

= 0ϕ
1

ϕ

.:ל-אתושרשרהגדרקיבלה:אם)4.3.1:עלאתהרץ)4.3. 𝑥
𝑖

= 1𝑀
𝑆𝐴𝑇

ϕ
0

ϕ = ϕ
0

0𝑧𝑧 = 𝑧0

וסיבוכיות).(נכונות:להשלים.אתהחזר)5.:ל-1אתושרשרהגדראחרת:)4.3.2 ϕ = ϕ
1

𝑧𝑧 = 𝑧1𝑧

ריקהקבוצהצור)2קיים"."לאהחזרדחה,אם.בדוק)1:פורמלי)(לאקודקודיםכיסוי 𝑀(< 𝐺, 𝑘 >)
אזקיבל,אם)3.3.בדוק)3.2הורד)3.1בצע:עבור)3 𝐻 = {}𝑣 ∈ 𝑉𝐺' = 𝐺\{𝑣}𝑀(𝐺', 𝑘 − 1)
.אתהחזר)4הבא.לקודקודהמשךדחה,אם)3.4וגם.וגם 𝑘 −−𝐻 = 𝐻 ∪ {𝑣}𝐺 = 𝐺'𝐻

NPשייכותשאלות
𝑆𝑃.הוכיחו::1תרגיל = {(< 𝐺 >, 𝑘)|  𝑇ℎ𝑒 𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑖𝑛 𝐺  𝑖𝑠 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ < 𝑘} ∈ 𝑁𝑃
כן,אם)3.מ-קטןשאורכובדוק)2מסלול.נחש)1תבצע:הקלטעלהמכונה:פתרון 𝑁

𝑆𝑃
(< 𝐺 >, 𝑘)𝑘

קבל. אחרת, דחה. (להמשיך להוכיח נכונות וסיבוכיות).

ביןמסלוליםלנויש?:בגרףלנוישאפשרייםמסלוליםכמה:לפתרוןרעיון.הוכיחו::2תרגיל 𝑆𝑃 ∈ 𝑃𝐺𝑛2

𝐺בגרףביותרהמינימליהמסלולאתלמצואאפשרהאלה,המסלוליםכלעלנעבורואםקודקודים,זוגכל
.השפהאתשתכריעפולינומיבזמןדטרמיניסטיתמכונהקיימתלכן.מ-מספיקקטןשהואלוודאובסופו 𝑘𝑆𝑃

הזוגותעלהיחסאתנגדיר.נוכיחב-"עד":לשימושדוגמה 𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑖𝑡𝑖𝑛𝑔𝑆𝑒𝑡 ∈ 𝑁𝑃𝑅
𝐷𝑆

((𝐺, 𝑘), 𝑦)

הקלטעלהמאמת.כלומרבגרףקודקודיםשלתת-קבוצההינובגודלהעדכך: 𝑦𝑘𝐺𝑦| | ≤ 𝑉(𝐺)| |𝑉
.מקבל)2.דחה-ב-לאמשכניואחדאףאם:ב-שאינוקודקודכלעלעבור)1תבצע: ((𝐺, 𝑘), 𝑦)𝑦𝑦

הקודקודיםכמותשכניו.כלעלהיותרלכלעוברקודקוד(לכלפולינומי1שלב:Vשלריצהזמןסיבוכיות
פולינומי.2שלבהגרוע.במקרהריבועיסה"כאחד.לכלשכניםהיותרולכל, 𝑉(𝐺)| | − 𝑘𝑉(𝐺)| |

coNPשייכותשאלות
𝐿.:תרגיל = {ϕ| ϕ 𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑠𝑡 𝑜𝑛𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡} ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃
להראות רק השמה אחת מספקת אלא: אינטואיציה: כדי לאמת שהקלט הוא בשפה, לא מספיקפתרון
כדיכי.coNPבהשפהלכןפולינומי)לא(וזהמספקותלאשהןולהראותהאחרותכלעללעבורצריךבנוסף
:המשלימהשפהלא"דמ"טנראהמספקות.השמות2רקלהראותצריךבשפהלאשהקלטלאמת

בנוסחאמההשמותאחתכלאתהצב)2.למשתנישונות:השמות2נחש)1:קלטעל: 𝑁< ϕ >𝑧
1
, 𝑧

2
ϕ

נכונות).+(סיבוכיותדחה.-אחרת)4קבל.-סיפקוההשמות2אם)3מסתפקת.הנוסחאהאםובדוק
בוליאנית.נוסחהמקודד-אם:ורקאם:יחס:("עד")יחסעםפתרון 𝑅

𝐿
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

𝐿
𝑥 =< Φ >

.ומתקיים:.למשתניהשמות2מקודד- 𝑦 =< 𝑧
1
, 𝑧

2
>ΦΦ(𝑧

1
) = 𝑇𝑟𝑢𝑒,  Φ(𝑧

2
) = 𝑇
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NPCל-שייכותשאלות
),עבור(להשלים:פתרון.:תרגיל 𝐿 = {(𝐺, 5𝑘) | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑉𝐶 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 5𝑘,  𝑎𝑛𝑑 𝑘 ∈ 𝑁} ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑁𝑃
הגרףאתנבנה.כאשררדוקציהבעזרת:ש:גםנראה 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑉𝐶≤

𝑝
𝐿𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺',  5𝑘 >

(להשלים).:תקפות.פולינומיהואבנית:סיבוכיות.כך:החדש 𝐺'𝐺' = 𝐺 ∪ 𝐺 ∪ 𝐺 ∪ 𝐺 ∪ 𝐺𝐺'𝑂(𝑛5)

(להשלים:פתרון.:תרגיל 𝐿 = {< 𝐺, 𝑘 > | < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 𝑎𝑛𝑑 𝑘 ≤ 𝑉(𝐺)| |/3} ∈ 𝑁𝑃𝐶
.כך:.רדוקציהנראה.ש:גםנראה).עבור 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤

𝑝
𝐿𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺',  𝑘' >

נבנהאזאם)2.וגםאזאם)1מפוצלת:פונקציהנראה 𝑘 ≤ 𝑉(𝐺)| |/3𝐺' = 𝐺𝑘' = 𝑘𝑘 > 𝑉(𝐺)| |/3
-להשלים.ותקפותסיבוכיות.וגםומבודדים.חדשיםקודקודיםבתוספתלהיותאת 𝐺'𝐺2 · 𝑉(𝐺)| |𝑘 = 𝑘'

𝐿.:תרגיל = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝑜𝑑𝑑 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑂𝑅 𝐺 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑘}
רדוקציה:נראה:ל-שייכותנראה).ל-שייכות(להשלים:פתרון.כיהוכיחו 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑁𝑃𝑁𝑃𝐻

זוגית.קודקודיםכמותGבישאם)1כאשר:ע"י: 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑝
𝐿

1
𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺', 𝑘 >𝐺' = 𝐺

להשלים.:ותקפותסיבוכיותזוגית.איקודקודיםכמותGבישאםבודדקודקודתוספתעםGיהיה)2 𝐺'

𝐿:תרגיל = {(𝐺, 𝑘)| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑡𝑤𝑜 𝑑𝑖𝑠𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠 𝐶
1
 𝑜𝑓 𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝐶

2 
𝑜𝑓 2𝑘.  𝑎𝑛𝑑 𝑉| | ≥ 3𝑘 + 10}

רדוקציה:נראה:ל-שייכות).ל-שייכות(להשלים:פתרון.כיהוכיחו 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝑁𝑃𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑝
𝐿

1

10ועודבגודלקליקהשהואנוסףרכיב,את:יכילכאשר:ע"י: 𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺', 𝑘' >𝐺'𝐺2𝑘
ולכןקודקודיםלפחותבישאזבגודלקליקהישבאם:א'כיוון:תקפות.בודדים.קודקודים 𝑘' = 𝑘𝐺𝑘𝐺𝑘

ועודשלבגודלהקליקהתהיהבבנוסף,קודקודים.לפחותיהיוב 𝐺'𝑘 + 2𝑘 + 10 = 3𝑘 + 10𝐺'𝑘𝐺
תהיהבאזבגודלקליקהאיןבאם:ב'כיוון.ולכן:שהוספנו)(מהבגודלקליקה 2𝑘< 𝐺', 𝑘 >∈ 𝐿

1
𝐺𝑘𝐺'

(להשלים).:סיבוכיות.ולכןבגודלאחתקליקהרק 2𝑘< 𝐺', 𝑘 >∉ 𝐿
1

𝐿.-הוכיחו = {ϕ| ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝐶𝑁𝐹 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 7 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠} ∈ 𝑁𝑃𝐶
למשתניהשמות7נחש)1:קלטעלא"ד:מ"טע"י:NPלשייכות.NPCלשייכתהשפה:פתרון < φ >

בנוסחאמההשמותאחתכלהצב)3דחה.-לאאםמזו.זושונותמהן2שכלבדוק)2.הנוסחא: 𝑧
1
, 𝑧

2
,..., 𝑧

7

ערכיnשלוקטור-הואהשמהכלגודל:סיבוכיותקבל.)4דחה.-לאאםמתקיימת,היאהאםובדוק 𝑂(𝑛)
.שונות:שההשמותבדיקה.הוא:יחדההשמותכלשלהכוללשהאורךנקבלסה"כולכןאמת. 𝑂(𝑛)𝑂(𝑛2)

הקלט.בגודלפולינומי-סה"כ:.הנוסחא:כלאתמספקתמההשמותאחתשכלבדיקה 𝑂(𝑁)𝑂(𝑁2)
נבדוקנציב,(השונות),הנ"להמספקותההשמות7אתננחשבוניחושקייםאזאם:נכונות < φ >∈ 𝐿

1

ייתכןבהכרחשונותהשמות7שלניחושכלולכןמספקותהשמות7קיימותלאאזאםונקבל. < φ >∉ 𝐿
1

ע"י:רדוקציה:ע"יקושי:הוכחתנדחה.ולכןמספקתשאינהאחתהשמהלפחות 𝑆𝐴𝑇 ≤ 𝐿
1

העתקת:סיבוכיותתקינה)CNF(נוסחתכאשר: 𝑓(< ϕ >) =< φ >φ = ϕ ∧ (𝑦
1

∨ 𝑦
2

∨ 𝑦
3
)

השמות7ישלפסוקית:תקפות.סה"כ:אחת.פסוקיתשלתוספת+הנוסחא 𝑂(𝑁)(𝑦
1

∨ 𝑦
2

∨ 𝑦
3
)

7לפחותיהיולאזימספקתאחתהשמהלפחותהייתהלאםולכן)FFFמחוץקומבינציה(כלמספקות ϕφ
אין השמה מספקת.אין השמה מספקת אז גם להשמות מספקות. ואם ל ϕφ

ומכיוון.ש:נראה:פתרון.אזיאם:הוכיחו 𝐼𝑆≤
𝑝
{𝑥 · 12 𝑥| |

| 𝑥 ∈ 𝐼𝑆}𝑃 = 𝑁𝑃{𝑥 · 12 𝑥| |

| 𝑥 ∈ 𝐼𝑆} ∈ 𝑃

אזישהיאב-שפהישאםמשפט:ולפיגםהיאהשפהאזי:שנתון 𝐼𝑆≤
𝑝
{𝑥 · 12 𝑥| |

| 𝑥 ∈ 𝐼𝑆}𝑁𝑃𝐶𝑃𝑁𝑃𝐶

:אתהמכריעההבאההדטר'המכונהאתנגדירהטענה.נובעת 𝑃 = 𝑁𝑃{𝑥 · 12 𝑥| |

| 𝑥 ∈ 𝐼𝑆}

)2.הגדר:)1.אכןשהיאובדוק.מהצורה:כאשרקלטעלהמכונה 𝑀𝑤𝑤𝑤 = 𝑥 · 12 𝑥| |

2 𝑥| |𝑥 =< 𝐺, 𝑘 >
קודקודיםזוגכלעבורבדוק)2.1הגרף:קודקודימתוךבגודלקודקודיםשלהקבוצותתתיכלעלעבור 𝑘 𝑛

)2.3הבאה.הקבוצהלתתהמשך-מחובריםשנייםנמצאואם)2.2בצלע.מחובריםאינםשהםבקבוצה

אבלבגודלאקספוננציאליהנראההואחישוב:פולינומיבזמןלחישובניתנתקבל.-אחרת 2 𝑥| |𝑂(2 𝑥| |)𝑥
ביןובדיקההיותרלכלהיאהקבוצותתתיכמות.הואהקלטגודלכיהקלטבגודלפולינומי 𝑥 · 2 𝑥| || |𝑂(2𝑛)

(השלימו).:נכונותהקלט.בגודלפולינומיסה"כ.צלע:שיששנייםכל 𝑛2 = 𝑂(𝑛2)

𝐿.:הוכיחו = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘 𝑂𝑅 𝑎𝑛 𝐼𝑆 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘} ∈ 𝑁𝑃𝐶
ע"ינראה.כינוכיח.ל-שייכותהוכחתלהשלים:הוכחה 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐼𝑆≤

𝑝
𝐿

קודקודיםלוונוסיףהגרףאתניקחהבא:באופןמוגדרכאשר 𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺', 𝑛 + 𝑘 >𝐺'𝐺𝑛
אחרקודקודלאףמחובריםלאשהוספנוהקודקודיםכיבגודלבגרףקליקהתיתכןלאכעת,בודדים. 𝑛 + 𝑘

אםמאידך,.בגודלהיאלהיותשיכולהביותרהגדולההקליקהולכןגדולהלקליקהלהצטרףיכוליםלאולכן 𝑛
בגרףב"תקבוצהביחדומייצריםמצטרפיםשהוספנוהקודקודיםאזיבגודלב-ב"תקבוצהקיימת 𝐺𝑘𝑛𝐺'
……:תקפות….:פולינומיבזמןלחישובוניתנתמלאההרדוקציה.בגודל 𝑛 + 𝑘

שאלות כלליות ממבחנים ותרגולים
בפעולתההזההמכונההינה,שלההופכיתהמכונהנגדיר:,אי-דטרמיניסטיתטיורינגמכונתבהינתן 𝑀𝑀

ב-ההופכיתהמכונהאתנסמןבשני.אחדהדוחהוהמצבהמקבלהמצבהחלפתלמעט,לפעולת 𝑀𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

לשפתשווה,המכונהשפתשלההופכית(השפההפריכו:אוהוכיחוא':סעיף. 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)𝑀

תנוכן,אם?שמתקיים:כך,מכונהקיימתהאםב':סעיףההופכית).המכונה 𝑀𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

)

𝐿(𝑀).מכאן:קלט.אףעלעוצרתשלאMמכונהניקחהפרכה::א'פתרוןהוכיחו.לא,אםדוגמא, = Φ
מכאן:קלט.אףעלעוצרתשלאMמכונהניקחכן.:ב'פתרון.כיהפרכהוזו. 𝐿(𝑀

𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒
) = Φ𝐿(𝑀)‾ = Σ*

.. 𝐿(𝑀) = Φ𝐿(𝑀
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

) = Φ

נתונה השפה:
𝐿

log𝑛
= {ϕ| ϕ ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 π,  𝑎𝑛𝑑 ∃𝑖  𝑠. 𝑡.  ∀

𝑗∉[𝑖+1,𝑖+2,...,𝑖+log𝑛]
π(𝑥

𝑗
) = 𝑇}

משתניםשלמרצףחוץמקבליםהמשתניםשכלכךמספקת,השמהל-קיימתאנוש:בניבשפת ϕ𝑇log(𝑛)
איךאיתםלשחקשאפשרמשתניםלנוישאם:לפתרוןהסבר.אולהםשבאמהלקבלשיכולים 𝑇𝐹log

2
(𝑛)

אמרנוכללבדרך.אפשרויות:2יש-יםמה-אחדלכלכיאופציות,לנוישאזלנו,שבא 2
log

2
(𝑛)

log
2
(𝑛){𝑇, 𝐹}

ישעכשיואבלאקספוננציאלי,שזהאופציותעללעבורלנוישכימספקתהשמהלבדוקיכוליםלאשאנחנו 2𝑛

.לכן,פולינומי!.אכןוזהאופציותלנוישכלומרלוגחוקיולפיאופציות,לנו 2
log

2
(𝑛)

𝑎
log

𝑎
(𝑛)

= 𝑛𝑛𝐿
log𝑛

∈ 𝑃

עבור)1תבצע:קלטעל.עבורמכריעהדטרמיניסטיתמ"טנבנה.:פתרון 𝐿
log𝑛

∈ 𝑃𝐿
log𝑛

𝑀ϕ

:רציףבסדרהמשתניםשלהשמהכלעבור)1.1: 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − log(𝑛)𝑥
𝑖+1

, 𝑥
𝑖+2

,..., 𝑥
𝑖+log(𝑛)

,כלעבור:ריצהזמןסיבוכיותדחה.)1.2קבל.-קיבלוהמשתניםשארכל+הנוכחיתההשמהאם)1.1.1 𝑇𝑖
אחתהשמהשלבדיקה←השמותנבדוקסה"כ←הואהאפשריותההשמותמספר 2log(𝑛) = 𝑛𝑂(𝑛 · 𝑛)

מהבניה.ישירותנובעתהבניה:נכונותפולינומי.-הואהמכונהשלהריצהזמן← 𝑂(𝑛)𝑂(𝑛3)

פסוקיותשלשפהזוהי)(כאשרהשפה:הגדרה 𝑁𝐴𝐸 − 𝐾 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑁𝐴𝐸 = 𝑁𝑜𝑡 𝐴𝑙𝑙 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑙
.שמקבלליטרלישפסוקיתבכלאבלמספקת,השמהלהןשיש, 𝑘 − 𝐶𝑁𝐹𝐹

𝑁𝐴𝐸.ש:הוכיח:תרגיל − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐶
השפהאתשתכריעא"דמ"טנבנה.כינוכיחתחילה:פתרון 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝑁

.השמהתנחש)1תבצע:פסוק,הואכאשרקלטעלהמכונה. 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑁< ϕ >ϕπ
-שהואאחדליטרלקייםשאכןובדוקהשמהבצעפסוקיתלכל)2.1:עלהשמהבדוק)2 πϕ𝑝 ∈ ϕπ𝐹

גודל:פולינומיבזמןלחישובניתנתהמכונהדחה.-אחרתקבל.אזאתמספקתאם)3דחה.אחרת, πϕ
…:הבנייהנכונותפולינומי.ולכןהיאהשמהבדיקת,הניחוש 𝑂( π| |)𝑂( ϕ| |)

רדוקציות:שתיידיעלכילהראותנותרכעת 𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑁𝑃𝐻
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

כלשהיפונקציהנגדיר.:ראשונהרדוקציה 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑔

,פסוקיתלכלכלומר:.החדשבמשנהאותהומרחיבהמ-פסוקיתשמקבלת φ
𝑖

= (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)ϕ𝑤φ
𝑖

היאהשמהאם:אבחנה.הבאה:בצורהחדשמשתנהנגדיר 𝑤𝑔(𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑤)π
ש:כךהרדוקציה:פונקציתומספקת.היאגםאזומספקת 𝑁𝐴𝐸π‾𝑁𝐴𝐸𝑓(ϕ) = ϕ'

בזמןלחישובניתנתהפונקציה.וגם ϕ = φ
1

∧ φ
2

∧... ∧ φ
𝑚

ϕ' = 𝑔(φ
1
) ∧ 𝑔(φ

2
) ∧... ∧ 𝑔(φ

𝑚
)

…..:תקפההפונקציה.חדשמשתנהשלקבועהכמותלהוסיף:פולינומי 𝑂(1)
להרחבותבדומהנפעל.:שניהרדוקציה 𝑁𝐴𝐸 − 4 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤

𝑝
𝑁𝐴𝐸 − 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

פסוקיתשמקבלתכלשהיפונקציהנגדיר.שללרדוקציהשעשינו 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇𝑔

לכלכלומר:.שללצורה,החדשהמשנהבעזרתאותהומפרקתמ- φ
𝑖

= (𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
)ϕ𝑤3𝐶𝑁𝐹

:חדשמשתנהנגדיר,פסוקית φ
𝑖

𝑤𝑔(𝑥
1

∨ 𝑥
2

∨ 𝑥
3

∨ 𝑥
4
) = (𝑥

1
∨ 𝑥

2
∨ 𝑤

𝑖
) ∧ (𝑤

𝑖
‾ ∨ 𝑥

3
∨ 𝑥

4
)

וגםשכךהרדוקציה:פונקצית 𝑓(ϕ) = ϕ'ϕ = φ
1

∧ φ
2

∧... ∧ φ
𝑚

שלקבועהכמותלהוסיף:פולינומיבזמןלחישובניתנתהפונקציה ϕ' = 𝑔(φ
1
) ∧ 𝑔(φ

2
) ∧... ∧ 𝑔(φ

𝑚
)

….:תקפההפונקציהלפסוקיות.ולפצלחדשמשתנה 𝑂(1)

RE,R,COREסיווגשאלות
𝐿-תרגיל

1
= {< 𝑀 > | 𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑡𝑜 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑎𝑓𝑡𝑒𝑟 𝑚𝑜𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑛 42 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}

מכונות.שפותשללאהיאשהתכונהמכיווןרייסבמשפטלהשתמשניתןלא.הסיווג:פתרון: 𝐿
1

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸 ∪ 𝑅𝐸

הרדוקציה:פונקצית:עםנתחיל.וגםרדוקציות2ב-נוכיח 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
1

𝐻𝑃 ≤ 𝐿
1

𝐻𝑃 ≤ 𝐿
1

קבל.ואזצעדים42רוץ)2.עלאתסמלץ)1תבצע:קלטעלכאשר: 𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑤𝑀𝑥
ניתנתהפונקציה)2.קייםקלט,לכלמוגדרת-מלאההפונקציה)1:הרדוקציהפונקציתנכונות 𝑀, 𝑥𝑀'

להשלים.-תקפההפונקציה)3קידוד.קייםמ"טלכלפשוטה,קומפילציהפעולת-לחישוב
סמלץ)1תבצע:קלטעל.הרדוקציה:פונקצית.:שניהרדוקציה 𝐻𝑃 ≤ 𝐿

1
𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑤

קבל.ואזצעדים42רוץ-עצרהלאאם)3לאינסוף.רוץ-עצרהאם)2צעדים.למשךעלאת 𝑀𝑥𝑤| |𝑀𝑀
לחישובניתנתהפונקציה)2.קייםקלט,לכלמוגדרת-מלאההפונקציה)1הרדוקציה:פונקציתנכונות 𝑀, 𝑥𝑀'

להשלים.-תקפההפונקציה)3קידוד.קייםמ"טלכלפשוטה,קומפילציהפעולת-

.המשלימהלשפהמ"טלתאראפשרל-שייכותלהוכיחכדי● 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿‾ ∈ 𝑅𝐸

..הוכיחו:השפה:נתונה:תרגיל 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸 = {𝑛 | 𝑛 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒}𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸 ∈ 𝑅
לסמןשניתן(אוקלטעלאלגוריתם:.השפהאתהמכריעהא"דמ"טנתאר:פתרון 𝑀𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑀𝑛

-תדחה.אחרת)3תקבל.אזאם)2.ש:כךמספרתנחש)1תבצע:) 𝑀(𝑛)𝑘1 < 𝑘 < 𝑛𝑘%𝑛 == 0𝑀

כמותישקבוע,ש:כיוון:פתרון.:תרגיל 𝐿
𝑀

0
,𝑐

= {< 𝑀 > |𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀
0
) 𝑎𝑛𝑑 < 𝑀 >| | = 𝑐} ∈ 𝑅𝑐

.ל-שייכתהשפהולכןסופיתוהשפה,בגודלסופיתמכונות 𝑐𝑅

𝐿.:הוכיחו = {< 𝑁, 𝑥 >  | 𝑁 𝑜𝑛 𝑥 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑎𝑛𝑑 𝑎 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑝𝑎𝑡ℎ} ∉ 𝑅
.הרדוקציה:פונקציית.רדוקציהנראה:פתרון 𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑁, 𝑦 >
אזאם)4דוחה.אזאם)3.ביטמגרילה)2.עלאתתסמלץ)1תפעל:קלטעל 𝑁𝑦𝑀𝑥𝑏𝑏 = 0𝑁𝑏 = 1𝑁

מקבלת.

𝐿:תרגיל = {< 𝑀
1
, 𝑀

2
>:  𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  10 𝑜𝑟 𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  1000} ∈ 𝑅𝐸/𝑅

אתנסדר:מבוקרת!הרצהבשימושל-שייכתשהיאנוכיחכעתברדוקציה).Rל-שייכותאי(להשלים:פתרון 𝑅𝐸
אתחל)1.1:איטרציהעבור)1הבא:האלגוריתםאתונבצעלקסיקוגרפי,בסדרמ-המיליםכל Σ⋆𝑖 = 1, 2,...

למשךהמיליםעלאתהרץ)1.2.1:איטרציהעבור)1.2.מונה 𝑐 = 0𝑗 = 1, 2,.., 𝑖< 𝑀
1
, 𝑀

2
>𝑤

1
,..., 𝑤

𝑗
𝑖

(להשלים).נכונות.החזראזאםבאחד.אתקדםשהתקבלהמילהלכלצעדים. 𝑐𝑐 > 10𝑡𝑟𝑢𝑒

צריךזאתלהוכיחכדיבשפה:שהמילהנתוןאם:מלא)פתרון(לאדוגמה 𝐿
2

= {< 𝑀 >: |𝐿(𝑀)| ≤ 2}

כדיבשפה:לאשהמילהנתוןאם.לכן:.2מיותרמקבלתלאשהיאולהראותהמיליםכלעללרוץ 𝐿
2

∉ 𝑅𝐸

𝐿.לכן:נסתור.ובזהלפחותמילים3מקבלתשהמכונהונבדוקמקודםכמונרוץזאתלהוכיח
2

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸

נגדיר.ל-שייכותנראה:פתרון.:הוכיחו 𝐿 = {< 𝑀 > | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 𝑜𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡} ∈ 𝑅𝐸\𝑅𝑅𝐸
עלאתהרץ)2כלשהו.באורךמילהנחש)1תבצע:קלטעלהמכונההבאה:הא"דהמ"טאת 𝑁< 𝑀 >𝑤𝑀

:נכונותוסמלוץ.עצירה.אוהבאהתולניחושוהתקדמות1או0כתיבתהניחוש:פעולת:לחישובניתנתוקבל. 𝑤
הקלטעלהמכונה.ע"י:ברדוקציהכינוכיח:2חלקלהשלים. 𝐿 ∉ 𝑅𝐿

𝑢
≤ 𝐿𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀' >𝑀'

)2אינסופית.ללולאההיכנסאחרת,)1.2.קבל-קיבלהאם,עלאתהרץ)1.1אז:אם)1תבצע: 𝑥𝑥 = ε𝑀𝑤
: (השלם).תקפות: כתיבת תיאור מכונה.לחישובהרדוקציה מלאה וניתנתאחרת, היכנס ללולאה אינסופית.

𝐿 = {𝑀| 𝑛 > 20 𝑠. 𝑡.  𝑡ℎ𝑒 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑛 𝑤𝑜𝑟𝑑𝑠 𝑖𝑛 𝑙𝑒𝑥𝑖 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 𝑛
4  𝑎𝑟𝑒 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑒𝑑} ∈ 𝑅𝐸

-אם)2.וחיובישלםמספרנחש)1תבצע:הקלטעלהבאה:א"דמ"טנגדיר:הוכחה 𝑁< 𝑀 >𝑛𝑛 ≤ 20
)4הלקסי'.בסדרהראשונותהמיליםמתוךמיליםנחש)4.חשב)3.דחה 𝑚 = 𝑟𝑜𝑜𝑓(𝑛/4)𝑚𝑤

1
,.., 𝑤

𝑚
𝑛

ניתנת.קבל)6.דחהדחתה-אם.עלאצהרץ)5.1בצע:ועד1מ-עבור)5מזו.זושונותשכולןבדוק 𝑖𝑚𝑀𝑤
𝑖

: להשלים.נכונות: להשלים.לחישוב

𝐿 = {< 𝑀
1
, 𝑀

2
>: 𝐿(𝑀

1
)| |,  𝐿(𝑀

2
)| | 𝑎𝑟𝑒 𝑏𝑜𝑡ℎ 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒,  𝑎𝑛𝑑 𝐿(𝑀

1
)| | 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒𝑠 𝐿(𝑀

2
)| |} ∉ 𝑅𝐸

אזאם)1תבצע:קלטעלהמכונה.ע"י.נוכיח:הוכחה 𝐿
𝑢

‾ ≤ 𝐿𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀', 𝑀' >𝑀'𝑥𝑥 = 0

מכונה.שלתיאורכתיבת:לחישובוניתנתמלאההרדוקציהכמוה.וענהעלאתהרץאחרת,)2.קבל 𝑀𝑤
: (להשלים).תקפות

𝐿.:הוכיחו = {< 𝑀
1
, 𝑀

2
> | ∃𝑥 ∈ Σ⋆ 𝑠. 𝑡.  𝑀

1
 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑀

2
 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑠 𝑥} ∈ 𝑅𝐸\𝑅

אם.עלאתהרץ)2כלשהי.מילהנחש)1:קלטעלא"ד:מ"טע"י:REלשייכות:פתרון < 𝑀
1
, 𝑀

2
>𝑥𝑀

1
𝑥

….:נכונותקבל.-דחתהאםדחה.-קיבלהאם.עלאתהרץ)3דחה.-דחתה 𝑀
2

𝑥

:קלטעל:כאשר:ע"י:רדוקציה:ע"י:Rלשייכותאי 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
1

𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀
1
, 𝑀

2
>𝑀

1
𝑥

:...תקפותדחה.)1:קלטעל:קבל.)2.עלאתהרץ)1 𝑀𝑤𝑀
2

𝑥

𝐿.:הוכיחו = {< 𝑀 > | ∃𝑥 ∈ Σ24 𝑠. 𝑡.  𝑀 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑡ℎ𝑒 𝑥| |'𝑠 𝑐𝑒𝑙𝑙 𝑜𝑓 𝑡𝑎𝑝𝑒} ∈ 𝑅
הרץ)2בצע.24באורךמילהנחש)1:קלטעלמכריע:אלגוריתםנראה.Rלשייכתהשפה:פתרון < 𝑀 >𝑥

Mאם)4דחה.-24לתאנכנסהMאם)3בהן.עוברתשהמכונההקונפיגורציותכלאחרועקובעלאת 𝑀𝑥
….:נכונותקבל.-24לתאכניסהללאעצרהMאם)5קבל.-בההייתהשכברקונפיגורציהאותהעלחזרה

𝐿:הוכיחו = {< 𝑀
1
, 𝑀

2
, 𝑀

3
> | ∃𝑥 ∈ Σ⋆ 𝑠. 𝑡. 𝑀

1
 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑥, 𝑀

2
 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑠 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑀

3
 ∞ 𝑜𝑛 𝑥} ∉ 𝑅𝐸

קבל.)1:קלטעל:כאשרע"י:רדוקציהע"י:פתרון 𝐻𝑃‾ ≤ 𝐿
3

𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀
1
, 𝑀

2
, 𝑀

3
>𝑀

1
𝑥

…:תקפותכמוה.וענהעלאתהרץ)1:קלטעל:דחה.)1:קלטעל: 𝑀
2

𝑥𝑀
3

𝑥𝑀𝑤

𝐿.:הוכיחו = {< 𝑀 > | ∃𝐿 ∈ 𝑅𝐸\𝑅 𝑎𝑛𝑑 ∃ 𝐿' ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸\𝑅 𝑠. 𝑡.  𝐿 ∩ 𝐿' ⊆ 𝐿(𝑀)} ∈ 𝑅
שמוכלתריקהשפהיצאהחיתוךואזלקחתניתןתמיד:פתרון 𝐿 = 𝐻𝑃 ∈ 𝑅𝐸\𝑅,  𝐿' = 𝐻𝑃‾ ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸\𝑅

𝐿.ולכןמייד.לקבלניתןאלאעושהMמהלבדוקצורךאיןולכןשפהבכל
3

∈ 𝑅

𝑅𝐸ל-סיווגשאלת ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
𝐿 = {< 𝑀

1
, 𝑀

2
>:  𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | <  10 𝑜𝑟 𝐿(𝑀

1
) ∩ 𝐿(𝑀

2
)| | >  1000} ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸

שיוכיחוזהרדוקציה:ע"י)1הרדוקציה:משפטסמךועלשלבים2בזאתנוכיח:פתרון 𝐻𝑃 ≤ 𝐿
1

כישיוכיחוזהרדוקציה:ע"י)2.כי 𝐿
1

∉ {𝑅, 𝑐𝑜𝑅𝐸}𝐻𝑃 ∉ {𝑅, 𝑐𝑜𝑅𝐸}𝐻𝑃‾ ≤ 𝐿
1

𝐿
1

∉ {𝑅, 𝑅𝐸}

אתמקבלתהכל.מקבלש:כך:ראשוןשלב. 𝐻𝑃‾ ∉ {𝑅, 𝑅𝐸}𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀
1
, 𝑀

2
>𝑀

1
𝑀

2

לאחרומקבלתwעלMאתמריצההיאהמיליםשארועבורשונות)מילים11(המילים: {1, 11, 111,...., 111}
2שלתיאורכתיבת-לחישובניתנתהרדוקציהעליו)מוגדרתלאשהיאקלט(איןמלאההרדוקציה.Mעצירת

הכל.מקבלש:כך:שנישלבלהשלים.:תקפההרדוקציהתקינות.מ"ט 𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀
1
, 𝑀

2
>𝑀

1

ועבורשונות)מילים11(המילים:אתמקבלתMעצירתולאחרwעלMאתמריצה 𝑀
2

{1, 11, 111,...., 111}

- כתיבתהרדוקציה ניתנת לחישובמוגדרת עליו)(אין קלט שהיא לאהרדוקציה מלאהשאר המילים היא דוחה.
(להשלים).:תקפההרדוקציהתקינות.מ"ט2שלתיאור

𝐿.:תרגיל = {< 𝑀 > | 𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑡𝑜 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑎𝑓𝑡𝑒𝑟 𝑚𝑜𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑛 42 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠} ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
הרדוקציה:)ובפרטש(יוכיחרדוקציה::פתרון 𝐻𝑃 ≤ 𝐿

1
𝐿

1
∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿

1
∉ 𝑅𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀' >

(מוגדרתמלאההרדוקציהוקבל.ימינהצעדים42עודבצע)2.עלאתסמלץ)1:קלטעל-כאשר: 𝑀'𝑤𝑀𝑥
)ובפרטש(יוכיחרדוקציה:(להשלים).:תקפותלחישוב.וניתנתקלט)כלעל 𝐻𝑃‾ ≤ 𝐿

1
𝐿

1
∉ 𝑅𝐸𝐿

1
∉ 𝑅

צעדים.למשךעלאתסמלץ)1:קלטעל-כאשר:הרדוקציה: 𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑤𝑀𝑥|𝑤|
אינסופית.לולאהבצעאחרת,)3וקבל.ימינהצעדים42עודבצעאזהמוקצבבזמןעצרהלאאם)2 𝑀

(להשלים).:תקפותהרדוקציה מלאה (מוגדרת על כל קלט) וניתנת לחישוב.

צריךזאתלהוכיחכדיבשפה:שהמילהנתוןאם.:מלא)פתרון(לאדוגמה 𝐿
3

= {< 𝑀 >: |𝐿(𝑀)| = 2}

בשפה:לאשהמילהנתוןאם.לכן:פחות.ולא2מיותרמקבלתלאשהיאולהראותהמיליםכלעללרוץ 𝐿
3

∉ 𝑅𝐸

𝐿.לכן:המילים.כלעללרוץנצטרךואזכלוםמקבלתלאשהמכונהייתכן
3

∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸

.coREבואינהREבאינההבאההבעיה
𝐿 = {< 𝑀 > | 𝑀 ℎ𝑎𝑙𝑡𝑠 𝑜𝑛 𝑎𝑛𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑖𝑛 𝑙𝑒𝑠𝑠 𝑡ℎ𝑎𝑛 10 𝑠𝑡𝑒𝑝 𝑜𝑟 𝑚𝑜𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑛 20 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}

:קלטעל:כאשר:ע"י:.רדוקציה:ע"יcoREבאינה:הוכחה 𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑥
וקבל.סרקצעדי20עודבצע)2עבור.wעלMאתהרץ)1

:קלטעל:כאשר:ע"י:רדוקציה:ע"יREבאינה 𝐻𝑃‾ ≤ 𝐿𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑥
בצעאחרת)3אינסופית.ללולאההיכנס-המוקצבבזמןעצרהMאם)2צעדים.|x|למשךwעלMאתהרץ)1

וקבל.סרקצעדי20עוד
20עודנבצעקלטכלעלולכןהמוקצבבזמןתעצורלאMהמכונה,xלכלאזwעלעוצרתלאMאם:נכונות
מתקיים).L(תנאיונקבלצעדים

Pל-שייכותשאלות
מ"טנראה:פתרון.-הוכיחו 𝐿 = {𝐺 | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑉𝐶 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 5𝑘,  𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑘 ∈ 𝑁} ∈ 𝑃𝑀

1

כאשרבגודלישהאםלבדוקשנוכללבנשים.השפהעבורפולינומיתדטרמיניסטית 𝐿
1

𝑉𝐶𝑛 − 𝑡

עבור)1תבצע:גרף,הואכאשרהקלטעלהמכונה. 𝑡 = 𝑛 𝑚𝑜𝑑 5𝑀
1

< 𝐺 >𝐺𝑡 = 𝑛 𝑚𝑜𝑑 5

מהווההיאהאםבדוקקבוצהכלעבור)1.1.1.בגודלשלהתתי-קבוצותכלעלעבור)1.1 𝑉(𝐺)𝑛 − 𝑡
עד0מ-שאריותסוגי5(ישבגודלהקבוצותהתתיכלעללעבור:סיבוכיותדחה.)2קבל.כן,אם. 𝑉𝐶𝑛 − 𝑡

(השלימו).:נכונותפולינומי.וזהולכן)4 𝑂(𝑛4)

𝐿.-הוכיחו = {ϕ| ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝐷𝑁𝐹 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 8 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠} ∈ 𝑃
הנוסחאעלעבור)1:קלטעל:השפה.עבורדטרמיניסטיפולינומיאלגוריתםנראה:פתרון 𝑀< φ >
מונההגדר)3דחה.-פסוקיותנותרולאאם)2כפילויות.ומחקושלילתומשתנהבהןשישפסוקיותומחק

אם)5.למונהוהוסף)k(בהמופיעיםלאמשתניםכמהחשבפסוקית,כלעבור)4. 𝑐 = 0𝑐 = 𝑐 + 2𝑘

(להשלים).:נכונות(להשלים).:סיבוכיותדחה.ואחרתקבל 𝑐 ≥ 8

𝐿הוכיחו: = {ϕ| ϕ 𝑖𝑠 𝐶𝑁𝐹 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑡 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 𝑡𝑜 7 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠} ∈ 𝑃
של7בגודלהקבוצותתתיכלעלעבור)1:קלטעלדטרמיניסטי:פולינומיאלגוריתםנראה:פתרון < φ >

אםמסתפקת.הנוסחאהאםובדוקTRUEהאחריםובכלFALSEאלובמשתניםהצב)1.1הנוסחא.משתני

𝑛היא:משתניםnשלקבוצהמתוך7בגודלהקבוצותתתימספר:סיבוכיותדחה.)2קבל.-כן
7( ) = 𝑂(𝑛7)

.חסום:סה"כ.מתקיימת:שהיאולבדוקבנוסחאלהציבצריךכזוקבוצהכלועבור 𝑂(𝑁)𝑂(𝑁7)
בנוסחא.המשתניםכמותאתמייצגnהקלט,אורךאתמייצגכאשר 𝑁

𝐿.:הוכיחו = {< 𝐺, 𝑘 > | ∀𝑣 ∈ 𝑉:  𝑑(𝑣) < 100 𝑎𝑛𝑑 𝐺 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑎 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘} ∈ 𝑃
לפיובדוקהגרףקודקודיכלעלעבור)1:קלטעלדטרמיניסטי:פולינומיאלגוריתם:פתרון < 𝐺, 𝑘 >

דחה.-אם)2דחה.-לאאם.100מממשקטנהבדרגהמהםאחדשכלהשכנויותמטריצת 𝑘 > 100
קודקודיםזוגשכלבדוק)3.1קבוצה:כלועבורkבגודלקודקודיםשלהקבוצותתתיכלעלעבור)3

בהיאהדרגהובדיקתהקודקודיםכלעלמעבר:סיבוכיותדחה.)4קבל.-כןאםבצלע.מחובריםבקבוצה

בגודלהקבוצותתתיכלעלמעברהקלט.בגודלחסום-בדיקתהקלט.בגודלחסום 𝑂(𝑛2)𝑘 > 100𝑘
.כזו:קבוצהכלעבורבצלעותחיבורשלובדיקה.כיהיותרלכלהוא 𝑛

100( ) = 𝑂(𝑛100)𝑘 ≤ 100𝑂(𝑛4)

הקלט.בגודלפולינומי-בהחסוםסה"כ: 𝑂(𝑛104)𝑂(𝑁104)

SETשלהגדרה COVERהבא:השפה
𝑆𝐶 = {(𝑛, 𝑘, 𝑆

1
,..., 𝑆

𝑡
) | 𝑛. 𝑘 ∈ 𝑁,  ∀𝑖 ∈ [𝑡] 𝑆

𝑖
⊆ [𝑛],  ∃𝐼 ⊆ [𝑡] 𝑠. 𝑡.  𝐼| | = 𝑘 𝑎𝑛𝑑 ∪

𝑖∈𝐼
𝑆

𝑖
= [𝑛]

𝐿.:הוכיחו = {(𝑛, 𝑆
1
,.... 𝑆

𝑡
) | ∃ 𝑎𝑛 𝑒𝑣𝑒𝑛 𝑘 ∈ 𝑁 𝑠. 𝑡.  (𝑛, 𝑘, 𝑆

1
,...., 𝑆

𝑡
) ∈ 𝑆𝐶) ∈ 𝑃

האיחודאםואזנבחר:זוגי.אםאזהקלט:בהינתןכי.Pלשייכתהשפה:הוכחה < 𝑛, 𝑆
1
,.., 𝑆

𝑡
>𝑡𝑘 = 𝑡

כולןשלהאיחודאםכיננדחהואחרתנקבל.ולכןהמבוקשkהאתמצאנואזאתמכסהכולןשל {1, 2,..., 𝑛}
נבחר:אזזוגיאיאםהכל.אתלכסותנצליחלא,מהקבוצותחלקנאחדאםגםאזהכלאתכיסהלא 𝑡

,המתוךהקבוצותאתלבחוראפשרויותעללעבורישואז 𝑘 = 𝑡 − 1𝑡
𝑡−1( ) = 𝑡

1( ) = 𝑂(𝑡)𝑡 − 1𝑡

כינדחה-בכללמצאנולאואםנקבל.-מצאנואם.אתמכסההאיחודהאםולבדוקאותןלאחד {1, 2,..., 𝑛}
לא ייתכן שכמות קטנה יותר תכסה הכל. סיבוכיות: פולינומית בגודל הקלט.

א'סמסטרב'מועד2022שאלה
מקבלחישובמסלוללפחות)(במכונהל-ישאםב-מסלוליתרבתקראמילה,א"דמ"טבהינתן 𝑁𝑤𝑁𝑤𝑁

אחד, לפחות מסלול חישוב דוחה אחד ולפחות מסלול חישוב אחד שלא עוצר.
.ב-מסלוליותרבשהןהמיליםקבוצתהיאהא"דהמכונהשלמסלוליתהרבהשפה 𝑁𝑁
.ל-שווהשלהמסלוליתהרבשהשפהא"דמ"טקיימתאזיהפריכו:אוהוכיחוא'סעיף 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐿

מסלולית שלה היא השפה הבאה:הוכיחו או הפריכו: קיימת מ"ט א"ד שהשפה הרבסעיף ב'
. 𝐿 = {< 𝑀, 𝑤 > | 𝑀 𝑖𝑠 𝑎 𝑇𝑀 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 𝑤}

הבאה:הא"דהמכונהאתנגדיר.LאתהמזההMמ"טקיימתאזיאםהוכחה::א'פתרון 𝐿 ∈ 𝑅𝐸
,3יצאאם)4דחה.-2יצאאם)3תעצור.אל-1יצאאם)3.2ל1ביןשלםמספרנחש)1:קלטעל: 𝑁𝑥

לאואחדדוחהואחדמקבלאחדחישובמסלוללויהיהאזבשפהxאם:נכונותכמוה.וענהxעלMאתהרץ
בכלל.מקבליםמסלוליםלויהיולאאזבשפהלאxאםעוצר.

אם)3.2ל1ביןשלםמספרנחש)1:קלטעל:הבאה:המכונהאתנגדירהוכחה::ב'פתרון 𝑁< 𝑀, 𝑤 >
אם)3קבל.-קיבלהאם)2.2אינסופיתללולאהתיכנס-דחתהאם)2.1עבור:wעלMאתהרץ-1יצא
דחה.-3יצאאם)4קבל.-2יצא

)NPל-(לאNPHל-שייכותשאלות
𝐿:תרגיל

1/8
= {ϕ| ϕ 𝑖𝑠 3𝐶𝑁𝐹 𝑎𝑛𝑑 ∃ 𝑎 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑡𝑜 ϕ,

𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 1
8  𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔}

:הרדוקציהפונקצית.ברדוקציהנוכיח:פתרון.ש:הוכיחו 𝐿
1/8

∈ 𝑁𝑃𝐻3𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝐿

1/8

א':כיוון:הפונקציהתקפותחדשים.משתניםהםכאשר. 𝑓(ϕ) = ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)𝑥, 𝑦, 𝑧
ל-גםמספקתהשמהיש←ל-מספקתהשמהקיימת← ϕ ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇ϕϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)

מכיוון←מספקתלאהשמהנקבלאזל-אותהנרחיבאם,שלהשמהלכלכילבנשים← πϕπ · 𝐹𝐹𝐹
←מספקותלאהםההשמותמכלשמיניתאפשריות,השמותשמונהיששל- 𝑥, 𝑦, 𝑧

ל-מספקתהשמהקיימת←ב':כיוון. ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) ∈ 𝐿
1/8

ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) ∈ 𝐿
1/8

.←ל-מספקתהשמהיש← ϕ ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧)ϕϕ ∈ 3 − 𝐶𝑁𝐹 − 𝑆𝐴𝑇

רדוקציהנראהלה.המתאימההמכריעהא"דמ"טותהיתהי:הוכחה.:הוכיחו 𝐻𝑃 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑁
,עלאתמריצה)1תבצע:קלטעלתיאור:.הרדוקציה:פונקצית. 𝐿≤

𝑝
𝐻𝑃𝑓(𝑥) =< 𝑀, 𝑥 >𝑀𝑦𝑁𝑥

נקבל.המסלולים,באחדוקיבלהעצרהאםשלב,בכל)1a.עםבמקבילשלההחישובמסלוליבכל 𝐵𝐹𝑆𝑁
וסיבוכיות.תקפותלהוכיחלהמשיךללולאה.נכנסהמסלולים,בכלודחתהעצרהאם)2 𝑁

𝐿.:הוכיחו = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑘 ∈ 𝑁 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠} ∈ 𝑁𝑃𝐻
להיותיכולkכאשרשוניםהמילטוןמסלוליkלנחשצריךכילשפהשייכותלאמתניתןלא:הסבר:פתרון

ע"ירדוקציה:ע"י:-קשהNPהוכחתמסלולים)(עדהגרףבגודלאקספוננציאלי 𝑂(𝑛!)𝐻𝑎𝑚𝑃𝑎𝑡ℎ≤
𝑝
𝐿

2

מסלולישאם:תקפות.:1המספרכתיבת+הקלטהעתקת:סיבוכיות. 𝑓(< 𝐺 >) =< 𝐺, 1 >𝑂(𝑁)
אחד.אפילואיןאזGבהמילטוןמסלולאיןואם1לפחותישאזGבהמילטון

𝐿.:הוכיחו = {< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
> | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 𝑘

2
− 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘

1
} ∈ 𝑁𝑃𝐻

עדלתתישלשפה,שייכותעלהמעידעדלקבלאולנחשכדיכיבהכרחלא:פתרון 𝐿𝑁𝑃< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
>

שיכולמהלהיותיכולהבגרףבגודלהקליקותכמות.בגודלקלילותלנחשאו 𝑘
2

𝑘
1

𝑘
1

𝑛
𝑘1( ) = 𝑂(𝑛𝑘1)

להיות אקספוננציאלי בגודל הקלט ולכן לא ניתן לנחש מילה או עד בגודל כזה כי המכונה צריכה לעבוד בזמן
.מוגדרת:באמצעותש:נוכיחפולינומי. 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤

𝑝
𝐿𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺, 𝑘, 1 >

לינארי-1המספרכתיבת+ו-הקודםהגרףשלהעתקה:פולינומיבזמןלחישובוניתנתמלאההרדוקציה 𝑘
.לכןבגודל1קליקהלפחותב-יש:תקפותהקלט.בגודל < 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒⇔𝐺𝑘< 𝐺, 𝑘, 1 >∈ 𝐿

𝐿.:הוכיחו = {ϕ| ϕ 𝑖𝑠 𝐶𝑁𝐹 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑛 3
4  𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑛.  𝑡𝑝 𝑖𝑡 𝑎𝑟𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠} ∈ 𝑁𝑃𝐻

אךהמספקותההשמותעדישקלטשלכללהראותישתהיהשהבעיהכדיאינטואיציה: 𝑁𝑃𝑥 =< ϕ >𝑦
השמותישמשתניםעםלנוסחההנוסחא.אתמספקותההשמותמכלל¾שלפחותהואהתנאיכאן 𝑛2𝑛

.שייכותעלהמעידעדלתתניתןלאולכןהקלטבגודלאקספוננציאליהואבגודלעדולכןשונות 3
4 · 2𝑛𝑥

מ-המורכבתנוסחתהיאכאשר.ע"ירדוקציהנראה 𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝐿𝑓(< ϕ >=< ϕ' >ϕ = ∧

𝑖=1
𝑚 𝐶

𝑖
𝐶𝑁𝐹

אתבתוכהנצרפסוקיתלכלכלומר.כך:מוגדרתהפסוק.פסוקיות 𝑚𝐶
𝑖

ϕ'ϕ' = ∧
𝑖=1
𝑚 (𝐶

𝑖
∨ 𝑥 ∨ 𝑦)𝐶

𝑖

השמותבסה"כישולכןמשתניםכעתל-שישלבנשים.חדשיםמשתנים2אותם 𝑥, 𝑦ϕ'𝑛 + 22𝑛+2

סה"כאפשרית.קומבינציהכלמשתנמיםה-לשארלבחורנוכלולכןמספקותהןמתוכן,שונות. 3 · 2𝑛𝑛
מספקות.הןההשמותמכלל¾בדיוקולכןמתוךמספקותהשמותש:קיבלנו 3 · 2𝑛4 · 2𝑛

לכלחדשיםמשתנים2שלוהוספההנוסחההעתקת:פולינומיבזמןלחישובוניתנתמלאההרדוקציה
: להשלים.תקפותפסוקית - לינארי בגודל הקלט.

𝐿.:הוכיחו = {(𝐺, 𝑘)| 𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑠 𝑎𝑡 𝑙𝑒𝑎𝑠𝑡 2𝑘/2 𝑉𝐶 𝑖𝑛 𝐺 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘} ∈ 𝑁𝑃𝐻
צמתים.כיסויייששבהםצלעות)ללא(לדוגמאגרפיםשישכיווןטריוויאליאינוהתנאי:הוכחה 2𝑘/2

לאהשפהאז(אקספוננציאלי)האפשרויותכלעללעבורצריךכאלהיששאכולוודאשכדיומכיוון 2𝑘/2

ע"י:רדוקציהנראה:לשייכותהוכחת.לשייכתהיאולכןלשייכת 𝑁𝑃𝑁𝑃𝐻𝑁𝑃𝐻𝑉𝐶 ≤ 𝐿
3

המחובריםזוגותלזוגותהמחולקיםצמתיםעודעםגרףיהיהכאשר: 𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺', 𝑘' >𝐺'2𝑘
היותר.לכלוקודקודיםצלעותתוספתעםהגרףהעתקת:סיבוכיות.ביניהם.אחתבצלע 𝑘' = 2𝑘𝑂(𝑛)

כיסויעםכיסויאותואזיkבגודלכיסויGבישאם:תקפותהקלט.בגודלפולינומיסה"כולכן2בשלווכפולהkהעתקת
k2בגודלכיסוימהווההנוספותהצלעותkשללכיסוילצרףניתן.בנוסף,בGכל(עבורהנוספיםמהקודקודיםכיסויקומבינצייתכל 𝐺'

ישאםבגודלבגרףשוניםכיסוייםלפחותישסה"כולכןהמכסה)הקודקודאתלבחוראפשרויות2ישחדשהצלע 2𝑘 = 2𝑘'/22𝑘 = 𝑘'
שלכיסויישGשבתוךנובעבדיוקקודקודיםkמספיקהחדשותהצלעותשלכיסוימכיווןאזיבגודלכיסוייםלפחותב 𝐺'2𝑘𝑘' = 2𝑘𝑘

.kבגודלכיסויGבישולכןקודקודיםkבאמצעותהצלעותכל

2022-עזריהדור
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3מטלה

3CNF:ϕל-CNFמ-מעברפרקטיתדוגמה = (𝐵 ∨ 𝐶‾ ∨ 𝐷‾ ∨ 𝐹‾ ∨ 𝐺) ∧ (𝐸 ∨ 𝐺‾) ∧ (𝐴 ∨ 𝐵‾ ∨ 𝐸)
כך:לצורתנמיר 3𝐶𝑁𝐹

ϕ = (𝐵‾ ∨ 𝐹‾ ∨ 𝑧
1
) ∧ (𝑧

1
‾ ∨ 𝐷‾ ∨ 𝑧

2
) ∧ (𝑧

2
‾ ∨ 𝐹‾ ∨ 𝐺) ∧ (𝐸 ∨ 𝐺‾ ∨ 𝐸) ∧ (𝐴 ∨ 𝐵‾ ∨ 𝐸)

להשלמה.מהמשתניםבאחדשרירותיתנבחר,2בגודלהפסוקיתאםכלום.נשנהלא,3בגודלהפסוקיתאם

𝐶𝑁𝐹.:הוכיחו − 𝐼𝑆 = {𝐺, 𝑘, ϕ | 𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘 𝐼𝑆 𝑂𝑅 ϕ𝑖𝑠 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑁𝐹} ∈ 𝑁𝑃𝐶
קבוצתמנחשת)1תבצע:הקלטעלהמכונה.כינוכיח:פתרון 𝐶𝑁𝐹 − 𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝑀< 𝐺, 𝑘, ϕ >

מציבה)3.מקבלתכן,אם.אכןהקודקודיםקבוצתהאםבודקת)2.בגודלוהשמהבגודלקודקודים 𝑘𝑛𝐼𝑆
רצההמכונה:סיבוכיות.דוחהאחרת,.מקבלתכן,אם.הואהנוסחהשערךומוודאתבפסוקההשמהאת ϕ𝑇

.3.באורךההשמהניחוש.2.ב-חסומההקודקודיםקבוצתניחוש.1הקלט:בגודלבפולינומיבזמן 𝑉(𝐺)| |𝑛
הנוסחה:ספיקותוידוא.צלעותאיןכיווידואהשכנויותמטר'עלמעבר-וידוא 𝐼𝑆𝑉(𝐺)| |2 ≥ 𝑘2

.רדוקציהנראה.:2שלבלהשלים.:נכונות. ϕ| | = 𝑂(𝑚)𝐶𝑁𝐹 − 𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑆𝐴𝑇≤
𝑝
𝐶𝑁𝐹 − 𝐼𝑆

בקלט:פולינומיבזמןמחושבתהרדוקציה.הפונקציה: 𝑓(ϕ) = (< 𝐺 = ({𝑣
1
, 𝑣

2
},  {𝑣

1
, 𝑣

2
}, 2), ϕ)

: (השלימו).תקפותהעתקה של הנוסחה, וייצור גרף בעל שני קודקודים וצלע אחת.

𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁.הוכיחו:PARTITIONתרגיל = {𝑆| ∃𝑆' ⊂ 𝑆 𝑠. 𝑡.  Σ
𝑥∈𝑆'

𝑥 = Σ
𝑥∉𝑆'

𝑥} ∈ 𝑁𝑃𝐶

.מספריםשלקבוצהתתתנחש)1תבצע:הקלטעלהמכונה.כינוכיחפתרון: 𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁 ∈ 𝑁𝑃𝑀𝑆𝑇
חסוםמספריםשלקבוצהתתניחו:סיבוכיות.דחהאחרת,.קבלכן,אם.האםתבדוק)2 Σ

𝑥∈𝑇
𝑥 = Σ

𝑥∈𝑆\𝑇
𝑥

בכמות המספרים בקלט, וסכימת איברי שתי הקבוצות מתבצעת בזמן פולינומי בכמות המספרים בקבוצה.
.רדוקציהנראה.כינוכיח:2חלק(להשלים).:נכונות 𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐼𝑂𝑁 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚≤

𝑝
𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛

המקורייםהמספריםכלאתתכילהקבוצה.יהי.הפונקציה: 𝑓(< 𝑆, 𝑡 >) =< 𝑆' >𝑥 = Σ
𝑦∈𝑆

𝑦𝑆'

פולינומיהקבוצהאיבריכלסכוםחישוב:פולינומיתהרדוקציה.החדשהאיבראתוגםמהקבוצה 𝑆𝑥 − 2𝑡
(להשלים).:תקפות.ב-מתבצעחישובהאיברים.בכמות 𝑥 − 2𝑡𝑂(1)

𝐷𝑆.:הוכיחו = {< 𝐺, 𝑘 > | 𝐺 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑎 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑠𝑒𝑡} ∈ 𝑁𝑃𝐶
.נוכיח:2חלק").ל-שייכות'שאלותשלבחלקנמצאת(הוכחהנוכיח:פתרון 𝐷𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝑁𝑃𝐷𝑆 ∈ 𝑁𝑃𝐻
נוסיףצלעלכל.הפונקציה:.רדוקציהנראה 𝑉𝐶≤

𝑝
𝐷𝑆𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺', 𝑘 >{𝑢𝑣} ∈ 𝐸(𝐺)

הרדוקציה:סיבוכיותזהה.נשארהפרמטר.ל-וגםל-גםנחברהקודקודאת.חדשקודקוד 𝑢𝑣𝑢𝑣𝑘
(השלימו).:תקפותצלעות.ושתיקודקודהוספנואחתלכלצלעות,עלעברנופולינומית: 𝐸(𝐺)| |

𝐷𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒𝐻𝐶.:הוכיחו = {< 𝐺 > | 𝐺 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑡𝑤𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒𝑠} ∈ 𝑁𝑃𝐶
.ברדוקציהנוכיח:2חלק.ל-שייכותלהוכיח:פתרון 𝑁𝑃𝐷𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒𝐻𝐶 ∈ 𝑁𝑃𝐻𝐻𝐶≤

𝑝
𝐷𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒𝐻𝐶

גרףתייצרהרדוקציהפונקצייתאחרת,לשנות.לא-אם.הפונקציה: 𝑓(< 𝐺 >= (< 𝐺' >)𝑉(𝐺)| | ≤ 2
חדשיםקודקודיםשלושהניצורכלשהו.קודקודיהיחדשים.קודקודיםשלושההמכיל 𝐺'𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)

:פולינומיתהרדוקציה.אלגםשלהשכניםכלאתונחברקליקהניצור. 𝑣', 𝑢
1
, 𝑢

2
{𝑣, 𝑣', 𝑢

1
, 𝑢

2
}𝑣𝑣'

(להשלים).:תקפותוצלעות.קודקודיםהוספתגרף,העתקת 𝑂(1)

א"דמכונהקיימתולכןכינתון:פתרון.אזיוגםאם:הוכיחו 𝐿
1
≤

𝑝
𝐿

2
𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
∈ 𝑁𝑃𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝑀

2

בזמןהרצההרדוקציהלחישובמכונהקיימת,ומתקייםהיותפולינומי.בזמןאותההמכריעה 𝐿
1
≤

𝑝
𝐿

2
𝑀

𝑓

תבצע:קלטעלהמכונהפולינומי:בזמןהשפהאתהמכריעהא"דמ"טבעזרתןנבנהפולינומי. 𝐿
1

𝑀
1

𝑥

המכונה:סיבוכיותכמוה.ועונההקלטעלאתמריצה)2.פלטומקבלתאתמריצה)1 𝑀
𝑓
(𝑥)𝑦𝑀

2
𝑦

א"דמ"טבנינו.ומנכונותהרדוקציהמתקפותנובעתנכונותפולינומיות.שכןפולינומית, 𝑀
𝑓
, 𝑀

2
𝑀

2

.ולכןלשפהפולינומית 𝐿
1

𝐿
1

∈ 𝑁𝑃

לחישובמ"טקיימתולכןכינתון:פתרון.אזיוגםאם:הוכיחו 𝐿
1
≤

𝑝
𝐿

2
𝐿

1
∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿

1
≤

𝑝
𝐿

2

.מתקייםשפהלכלולכןכיבנוסףנתוןפולינומי.בזמןהרצההרדוקציה 𝑀
𝑓

𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐻𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿≤
𝑝
𝐿

1

שפהלכללכן,.אלממנהלרדוקציהפולינומיתמכונהקיימתשפהלכלאחרות,במילים 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝑀
𝑓𝐿

𝐿
1

ההגדרה.לפיש:ומכאן.תהיההרדוקציה:לשפהרדוקציהקיימת 𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿
2

𝑀
𝑓
(𝑀

𝑓𝐿
)𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐻

.גםאזיו-היות:א'כיווןפתרון.אזי.תהי:הוכיחו 𝐿
1

∈ 𝑁𝑃𝐶𝑃 = 𝑁𝑃 ⇔ 𝐿
1

∈ 𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿 ∈ 𝑁𝑃

ממשפטלכן,.מתקייםלכל,מהגדרת:ב'כיווןפתרון.ולכןאך 𝑃 = 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑃𝑁𝑃𝐶𝐿' ∈ 𝑁𝑃𝐿'≤
𝑝
𝐿

.ולכן,נקבלהרדוקציה 𝐿' ∈ 𝑃𝑃 = 𝑁𝑃

2מטלה

𝐿תהי = {< 𝑀 > |∃𝑤
1
, 𝑤

2
∈ Σ⋆ 𝑠. 𝑡.  𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑤

1
 𝑤𝑖𝑡ℎ𝑖𝑛 𝑤

2| | 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠 

:פתרוןא"ד.ומכונהדטרמיניסטיתמכונהלשפהבנו 𝑎𝑛𝑑 𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑤
2
 𝑤𝑖𝑡ℎ𝑖𝑛 𝑤

1| | 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠}𝐿

עבור)3בצע:עד1מעבור)2בצע:אינסוףעד1מעבור)1:קלטעל:דטרמיניסטיתמכונה < 𝑀 >𝑖𝑗𝑖𝑘
סדרלפיבtההמילהאתמייצג(כאשרצעדים.למשךעלאתהרץ)3.1בצע:עדמ 1𝑖𝑀𝑤

𝑗
|𝑤

𝑘
|𝑤

𝑡
Σ*

-ולקבללעצורהספיקהMההרצות2באם)3.3צעדים.למשךעלאתהרץ)3.2לקסיקוגרפי) 𝑀𝑤
𝑘

|𝑤
𝑗
|

אתונצליבאפשריותמיליםזוגכלעלנעבורלמעשהאזיאינסוףעדרץiששמכיווןלבנשים:הסברקבל.
קלטעל:א"דמכונההשפה.אתמזההזומכונהולכןהנדרשתהצעדיםכמותלפימהןאחתכלעלMהרצת

למשךעלאתהרץ)3צעדים.למשךעלאתהרץ)2.מילים:2נחש)1: < 𝑀 >𝑤
1
, 𝑤

2
𝑀𝑤

1
|𝑤

2
|𝑀𝑤

2

דחה.-אחרתקבל.-ולקבללעצורהספיקהMההרצות2באם)4צעדים. |𝑤
1
|

נחוץלא(שלב:פתרון.:הוכיחו 𝐿 = {< 𝑀 > | 𝐿(𝑀) 𝑖𝑠 𝑎 𝐶𝐹𝐿 𝑎𝑛𝑑 𝑛𝑜𝑡 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟} ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
תכונהאתנגדיררייס.משפטבעזרתכינראהלדוגמה):טובאך 𝐿 ∉ 𝑅

נוכיח.ומתקיים:שפהשלתכונהזאת. 𝑆 = {𝐿 ∈ 𝑅𝐸 | 𝐿 𝑖𝑠 𝑎 𝐶𝐹𝐿 𝑏𝑢𝑡 𝑛𝑜𝑡 𝑅𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟}𝐿 = 𝐿
𝑆

שפהזוכיכירגולרית).הריקה(השפהכיטריוויאלית:לאשהתכונה 𝑆 ≠ 𝑅𝐸Φ ∉ 𝑆𝑆 ≠ ϕ{𝑎𝑛𝑏𝑛} ∈ 𝑆
.מרדוקציהבעזרתכינראה2שלב.רייסמשפטלפילכן,רגולרית.שאינההקשרחסרת 𝐿 ∉ 𝑅𝐿 ∉ 𝑅𝐸𝐿

𝑢
‾

אזטבעיעבוראם)1תבצע:הקלטעלהמכונה.הפונקציה 𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀
𝑥

>𝑀
𝑥

𝑦𝑦 = 0𝑛1𝑛𝑛

(להשלים).תקפות:לחישוב.וניתנתקלטלכלמוגדרתהרדוקציהכמוה.וענהעלאתהרץ)2.קבל 𝑀𝑤
המכונה.הפונקציהעםמ-רדוקציהבעזרתכינראה:3שלב 𝐿 ∉ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿

𝑢
𝑓(< 𝑀, 𝑥 >) =< 𝑀

𝑥
>𝑀

𝑥

למשךעלאתהרץ)3.מספרנחש)2.קבלטבעי,עבוראם)1תבצע:קלטעל 𝑦𝑦 = 0𝑛1𝑛𝑛𝑘𝑀𝑥𝑘
לכל קלט וניתנת לחישוב. תקפות: (להשלים).מוגדרתהרדוקציה.קבלצעדים וענה הפוך. אם לא עצרה -

𝐿
𝑛

= {< 𝑀
1
, 𝑀

2
,... 𝑀

𝑛
> | 𝑛𝑜 𝑤𝑜𝑟𝑑 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙𝑒𝑟 𝑡ℎ𝑎𝑛 𝑛 𝑖𝑠 𝑖𝑛 𝐿(𝑀

1
) ∩.. ∩ 𝐿(𝑀

𝑛
)}

.פונקציהעםמ-רדוקציהנראה:פתרון.:הוכיחו 𝐿
𝑛

∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸\𝑅𝐿
𝑢

‾𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀',... 𝑀' >

(להשלים).:תקפותכמוה.וענהאתהרץ)1תבצע:הקלטעלהמכונהזהות.מכונותה-כל 𝑛𝑀'𝑦𝑀
אתחל)2.1בצע:עבור)2עבור)1דוחה.מ"טבנייתע"יכינראה 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝑖 = 1,..𝑗 = 1,..., Σ𝑛−1| |
אם.המכונהעלצעדיםלמשךה-המילהאתהרץ)2.2.1בצע:עבור)2.2.מונה 𝑐 = 0𝑘 = 1,..., 𝑛𝑗𝑖𝑀

𝑘

(להשלים).נכונות.דחהאזאם)2.3.אזקיבלה 𝑐 ++𝑐 = 𝑛

𝐿.:הוכיחו = {< 𝑀 > | 𝑀 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑠 𝑡𝑜 𝑒𝑣𝑒𝑟𝑦 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑎𝑓𝑡𝑒𝑟 𝑚𝑜𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑛 42 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠} ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸
באופןתהיההרדוקציה.ש:לנוידוע:פתרון 𝐿

Σ⋆ = {< 𝑀 >:  𝐿(𝑀)| | = Σ⋆} ∈ 𝑅𝐸 ∪ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿
Σ⋆ ≤ 𝐿

עלאתסמלץ)2במקום.צעדים42בצע)1תבצע:הקלטעלהמכונה.הבא: 𝑓(< 𝑀 >) =< 𝑈 >𝑈𝑦𝑀
(להשלים).תקפותלחישוב…ניתנתהרדוקציהמלאה…הרדוקציהאינסופית.ללולאהכנסדחהאם- 𝑦

𝐿 = {𝐺 | 𝐺 𝑖𝑠 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑝𝑡 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑠𝑡 2 𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑎 4𝑡ℎ 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟} ∈ 𝑁𝑃𝐻
הבא:באופןמוגדרכאשר.הפונקציה.רדוקציהע"ינוכיח:הוכחה 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅≤

𝑝
𝐿𝑓(< 𝐺 >) =< 𝐺' >𝐺'

משוםפולינומיתהרדוקציהלזה.זהמלבדהגרףקודקודייתרלכלונחברקודקודיםשניעודל-נוסיף 𝐺
וניתנתגרףלכלמוגדרתשהיאכיווןמלאההרדוקציהלינארי.זמןמצריכהצלעותו-קודקודים2שהוספת 2𝑛

לקודד.ניתןהגרףשאתמפנילחישוב 𝐺'

הרץ)1תבצע:קלטעלמ"ט:הוכחה.:הוכיחו 𝐸𝑃 = {𝐺| 𝐺 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 𝑝𝑎𝑡ℎ} ∈ 𝑃𝑀< 𝐺 >
הואאם)3.1בצע:עבור)3.מונהאתחל)2קשיר.הגרףכילוודא 𝐵𝐹𝑆𝑐 = 0𝑖 = 1,..., 𝑉(𝐺)| |𝑑𝑒𝑔(𝑣

𝑖
)

אוילר".מסלול"ישהחזראחרתאוילר".מסלול"איןהחזראזאם)4.בצעאזזוגיאי 𝑐 ++𝑐 > 2
.ב-רץפולינומיהאלגוריתם 𝐵𝐹𝑆𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |)

הקלטעלהמכונה:הוכחה.:הוכיחו 𝐿 = {𝐺| 𝐺 ℎ𝑎𝑠 3 𝑓𝑜𝑟𝑒𝑖𝑔𝑛 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑡𝑠} ∈ 𝑁𝑃𝑁< 𝐺 >
הקודקודיםכלשכניכימוודאתקבוצהלכל)2.קודקודיםשלקבוצותשלושמנחשת)1תבצע: 𝑆

1
, 𝑆

2
, 𝑆

3
𝑆

𝑖

,אחרת.כימוודאתלכל)3דוחה.אחרת.הקודקודיםכלאתמכסיםב- 𝑆
𝑖

𝑉(𝐺)\𝑆
𝑖

𝑖 ≠ 𝑗𝑆
𝑖

∩ 𝑆
𝑗

= ϕ

.מקבלת)4דוחה.

2מטלה
𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡.:הוכיחו − 𝑆𝑢𝑚 = {(𝑆, 𝑘)| 𝑆 𝑖𝑠 𝑎 𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑠.  ∃𝑆' ⊆ 𝑆 𝑠. 𝑡.  Σ

𝑠∈𝑆'
𝑠 = 𝑘} ∈ 𝑁𝑃

מספרים,קבוצתהיאכאשראםורקאםהיחס:יחסהגדרתע"ינוכיח:פתרון 𝑅
𝐿

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
𝐿

𝑥 = (𝑆, 𝑘)𝑆𝑘

.כיפולינומיתחסוםהיחס.וגםכאשרשלם.מספרהוא 𝑦 = (𝑆')𝑆' ⊆ 𝑆Σ
𝑥∈𝑆'

= 𝑘|𝑦| ≤ |(𝑆)| ≤ |𝑥|

.להיותyאתנבחרולכן.שכךקיימתאםורקאםמתקיים: 𝑥 ∈ 𝐿𝑆' ⊆ 𝑆Σ
𝑥∈𝑆'

= 𝑘(𝑆')

𝐶𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒𝐾.:הוכיחו = {< 𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
> |𝐺 ℎ𝑎𝑠 𝑎 𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘, 𝑎𝑛𝑑 𝑘

1
≤ 𝑘 ≤ 𝑘

2
} ∈ 𝑁𝑃

(באופןשיצכ,באורךבינאריתמחרוזתיהיההעד:העדסיבוכיותיחס:המוודאתמכונהבערת:פתרון 𝑦𝑉(𝐺)| |
שכבר הסברנו) קבוצת קודוקדים כלשהי. האידיאל הוא שהקבוצה שתיוצג היא קליקה בגודל המתאים.

-היותרולכללפחותהואהמיוצגתהקבוצהשגודלוודא)1תבצע:הקלטעלהמכונה 𝑉((𝐺, 𝑘
1
, 𝑘

2
) ,  𝑦)𝑘

1
𝑘

2

גודלוידוא:הריצהזמן.קבל)3.דחהלאאם-צלעישבקבוצהקודקודיםשניכלהאםבדוק)2.דחהלא,אם

פולינומיולכןהואצלעישבקבוצהקודקודיםשניכלביןהאםבדיקהתווים).(השוואתלינאריהוא 𝑂(𝑉(𝐺)2)
בגודל הקלט. נכונות: (להשלים).

∆שאלה על איחוד סימטרי
.השפה:הואשלהסימטריההפרש.תהיינה 𝐿

1
, 𝐿

2
𝐿

1
, 𝐿

2
𝐿

1
∆𝐿

2
= (𝐿

1
\𝐿

2
) ∪ (𝐿

2
\𝐿

1
)

.אזיאםא)פתוחה:בעיהשזוהראואוהפריכואוהוכיחו 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐿

1
∆𝐿

2
∈ 𝑁𝑃

תלוישהפתרוןנראהפתוחה.:הבעיהא'פתרון.אזאםב) 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿

1
∆𝐿

2
∈ 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃

ש:נובעש:השאלהמנתוניאזיאם:אחדמצד.האםבשאלה 𝑐𝑜𝑁𝑃 = 𝑁𝑃𝑃 = 𝑁𝑃𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃

.ומכאן:גםולכן 𝐿
1

‾ , 𝐿
2

‾ ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿
1

‾ , 𝐿
2

‾ ∈ 𝑁𝑃𝐿
1
∆𝐿

2
= (𝐿

1
\𝐿

2
) ∪ (𝐿

2
\𝐿

1
) = (𝐿

1
∩ 𝐿

2
‾ ) ∪ (𝐿

2
∩ 𝐿

1
‾ )

ש:נובעב-לחיתוךמסגירותכעת,הקבוצות.תורתשלתכונותולפיסימטריהפרששלההגדרהלפי 𝑁𝑃
ומכאן,.האופן:באותו.ל-שייכתבחיתוךמהשפותאחתכלכי (𝐿

1
∩ 𝐿

2
‾ ) ∈ 𝑁𝑃𝑁𝑃(𝐿

2
∩ 𝐿

1
)‾ ∈ 𝑁𝑃

ש:כךהשפהתהיאזיאם:שנימצד.ש:נובעב-לאיחודמסגירות 𝑁𝑃𝐿
1
∆𝐿

2
𝑁𝑃 ≠ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑁𝑃𝐿‾ ∉ 𝑁𝑃

ש:מתקיים..הבאה:בדוגמההטענהאתנפריךכעת,.אזומהגדרת 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿‾ ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿
1

= Σ⋆𝐿
2

= 𝐿

אזפתוחהבעיההיאש:ומכייוןנכונה.לאהטענהכלומר.אבל. 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃Σ⋆∆𝐿 = 𝐿‾ ∉ 𝑁𝑃𝑁𝑃 = 𝑐𝑜𝑁𝑃

וגםולכןתהיינהנכונה.הטענה:ב'פתרוןפתוחה.שלנוהבעיהגם 𝐿
1
, 𝐿

2
∈ 𝑁𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿

1
, 𝐿

2
∈ 𝑛𝑃

א'.מסעיףאחדלצדבדומההואהפתרוןהמשךמכאן.הגדרתלפי 𝐿
1

‾ , 𝐿
2

∈ 𝑁𝑃‾𝑐𝑜𝑁𝑃

א'סמסטרא'מועד2022מבחן
.אז.ש:כךותהי,שפהתהי:הפריכו.ש:הוכחכינניח 𝑃 ≠ 𝑁𝑃𝐿

1
∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿

2
𝐿

1
⊆ 𝐿

2
𝐿

2
∈ 𝑁𝑃𝐶

ולכןאבלאזי.נגדית:דוגמאנכונה.לאהטענה:הפרכה 𝐿
1

= 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 ∈ 𝑁𝑃𝐶𝐿
2

= Σ*𝐿
1

⊆ 𝐿
2

𝐿
2

∈ 𝑃

להנחה.בסתירהייתקיים:אזיאם 𝐿
2

∈ 𝑁𝑃𝐶𝑃 = 𝑁𝑃

Hכאשרהרדוקציה:פונקציית:הוכחה.רדוקציההראו:הוכיחו 3𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅≤
𝑝
4𝐶𝑂𝐿𝑂𝑅𝑓(< 𝐺 >) =< 𝐻 >

קודקודשלתוספת:סיבוכיות.GבשהיוהקודקודיםשארלכלשמחוברחדשאחדקודקודשלתוספתעםGהוא
שלהפלטאםורקאםהשמאליתלשפהשייך(קלט:תקפות.-אליושמחוברותהצלעותכל+בודד 𝑂(𝑁)

צבעים3בנצבעGקודקודיאתכיצביע4הואHאזצביע3הואGאםא':צדהימנית)לשפהשייךהרדוקציה
שייתכןלאאזצביע3אינוGאםב':צדתקינה.זוצביעהולכןרביעיבצבענצבעהחדשהקודקודואתהנתונים

Hקודקודישארולכןלכולם)מחוברהוא(כיהרביעיבצבעצבועלבדוהחדשהקודקודבוודאותכיצביע4יהיהG
.סתירה-צבעים3בצבועים

.אזאםכיהוכיחוכלומרההיפוך.לפעולתסגורהכיהוכיחו:תרגיל 𝑅𝐸\𝑅𝐿 ∈ 𝑅𝐸\𝑅𝐿𝑅 ∈ 𝑅𝐸\𝑅
.שנקבללהיפוךשלסגירותלפי.וגםמכאן:.:תהיהוכחה 𝐿 ∈ 𝑅𝐸\𝑅𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅𝑅𝐸𝐿𝑅 ∈ 𝑅𝐸

(סתירה)כלומר:.שנקבללהיפוךRשלמסגירותאזי.שבשלילהנניח 𝐿𝑅 ∈ 𝑅(𝐿𝑅)𝑅 ∈ 𝑅𝐿 ∈ 𝑅
.ולכן:שקיבלנו.לכן: 𝐿𝑅 ∉ 𝑅𝐿𝑅 ∈ 𝑅𝐸,  𝐿𝑅 ∉ 𝑅𝐿𝑅 ∈ 𝑅𝐸\𝑅

ב).הוכיחוא).שפה:נניח:תרגיל 𝐿 = {< 𝑀 > | ∃𝑛 > 0 𝑠. 𝑡.  ∀𝑤 ∈ Σ𝑛 ,  𝑀 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑠 𝑤}𝐿 ∈ 𝑅𝐸
קיימתאזיוכןאםהבאה:הטענהמתקיימתמעלשפהלכלכיהוכיחוג).כיהראו 𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝐿Σ𝐿 ∈ 𝑅𝐿 ≠ Σ⋆

.כאשרנכונהלאהטענהמדועהסבירו.ש:כךמכריעהמכונהשאינהדטר'מ"ט 𝑀𝐿(𝑀) = 𝑁𝐿 = Σ⋆

המיליםכלעלעבור)2.נחש)1:קלטעל:השפה:עבורא"דמ"טנראה:הוכחה:א'פתרון 𝑁< 𝑀 >𝑛 > 0𝑤
מקיימתMהמכונהאם:נכונותקבל.)3דחה.-דחתהאם,עלאתהרץ)2.1לקסיקוגרפי:סדרלפיב Σ𝑛𝑀𝑤

נעבורולכןnבאורךהמיליםכלאתמקבלתMשהמכונהכךננחששאותוn>0קייםבפרטאזהשפהתנאיאת
נקבל.)N(המכונהאנוגםולכןותקבלתעצורMכיהלולאהכלאת

עלאתהרץ)1:קלטעלכאשר:הפונקציה:ע"ינראה::ב'פתרון 𝐻𝑃 ≤ 𝐿𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑥𝑀
המיליםכלאתתקבל'MאזwעלעוצרתMאם:תקפותדחה.-אחרת)3קבל.-אואם)2. 𝑤𝑥 = 0𝑥 = 1

כלום.מקבלתלא'MאזwעלעוצרתלאMאם.Lבשפהתהיהולכן1באורך

עבורמכריעהלאמ"טנראה.עבורמכריעהמ"טקיימתלכן.שכךתהיהוכחה::ג'פתרון 𝐿 ∈ 𝑅𝐿 ≠ Σ*𝑀
𝐿

𝐿

L:אינסופית.ללולאההיכנס-דחתהאם)3קבל.-קיבלהאם)2.עלאתהרץ)1:קלטעל':המכונה 𝑀
𝐿

𝑥𝑀
𝐿

𝑥

שלאמילהשישהסיבהעליה.עוצרתלאהנ"להמכונהאז)Lב(אינהבמתקבלתשלאמילהשכללבנשים 𝑀
𝐿

𝐿.כירקהיאמתקבלת ≠ Σ*

א'סמסטרב'מועד2022מבחן
השפה:נתונה.ש:כךוגםמתקייםשעבורןהשפותכלקבוצתתהי 𝐷𝑃𝐿𝐿

1
∈ 𝑁𝑃𝐿

2
∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿 = 𝐿

1
∩ 𝐿

2

𝐿 = {< 𝐺, 𝑘 >  :  𝐺 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝐼𝑆 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘
נגדיר::פתרון.כיהוכיחו 𝑎𝑛𝑑 𝑑𝑜𝑒𝑠𝑛'𝑡 ℎ𝑎𝑣𝑒 𝑎𝑛 𝐼𝑆 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑧𝑒 𝑘 + 1} 𝐿 ∈ 𝐷𝑃𝐿

1
= 𝐼𝑆 ∈ 𝑁𝑃

קידודיכלשפת=.kבגודלתלויהבלתיקבוצהGבשישכךקידודיכלשפת= < 𝐺, 𝑘 >𝐿
2

∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃

.מכאן:)NPלשייכתהמשלימה(כי.k+1בגודלתלויהבלתיקבוצהGבשאיןכך < 𝐺, 𝑘 >𝐿 = 𝐿
1

∩ 𝐿
2

כדיולכן.הנתון:לפיהוכחה::פתרון.אזאםהפריכו:אוהוכיחו 𝑁𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑁𝑃 = 𝑐𝑜𝑁𝑃𝑁𝑃 ⊆ 𝑐𝑜𝑁𝑃
.הנתונים:ולפי.ומכאן:תהי.שלהוכיחמספיקשוויון,להוכיח 𝑐𝑜𝑁𝑃 ⊆ 𝑁𝑃𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃𝐿‾ ∈ 𝑁𝑃𝐿‾ ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃

𝐿ולכן: ∈ 𝑁𝑃

נגדיר את השפה הבאה:
𝐿 = {< ϕ >:  ϕ 𝑖𝑠 𝑎 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒𝑎𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑡ℎ𝑎𝑡 ℎ𝑎𝑠 𝑎𝑡 𝑚𝑜𝑠𝑡 𝑜𝑛𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑦𝑖𝑛𝑔 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡}

רקלהראותמספיקלאבשפה,הואשהקלטלאמתכדיאינטואיציה::פתרון.הפריכו:אוהוכיחו 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑁𝑃
השמה אחת מספקת אלא בנוסף צריך לעבור על כל האחרות ולהראות שהן לא מספקות (וזה לא פולינומי)

א"דמ"טנראהמספקות.השמות2רקלהראותצריךבשפהלאשהקלטלאמתכדיכי.coNPבהשפהלכן
אחתכלאתהצב)2.למשתנישונות:השמות2נחש)1:קלטעל:המשלימה:לשפה 𝑁< ϕ >𝑧

1
, 𝑧

2
ϕ

דחה.-אחרת)4קבל.-סיפקוההשמות2אם)3מסתפקת.הנוסחאהאםובדוקבנוסחאמההשמות
בדיוקנחשבבוחישובמסלולקייםולכןמספקותהשמות2לפחותקיימותאזיאםא'כיוון:נכונות < Φ >∈ 𝐿‾

לכלולכןמספקותהשמות2קיימותלאאזאםב'כיווןונקבל.נבדוקנציבהללו,ההשמות2את < Φ >∉ 𝐿‾
ניחוש שניקח, בהכרח לפחות השמה אחת לא תהיה מספקת ונדחה.

הקלט.בגודלפולינומיהואהניחושזמןולכןהואההשמהגודל:סיבוכיות 𝑂(𝑛)
הקלט..בגודלפולינומיסה"כ:.הוא:הנוסחאובדיקתההצבהזמן 𝑂(𝑁)

השפה:אתנגדיר.בגרףביותרהגדולההקליקהגודלאתב-נסמן,מכווןלאגרףבהינתן 𝐺𝑤(𝐺)𝐺
𝐿 = {< 𝐺

1
,  𝐺

2
>  | 𝐺

1
 ,  𝐺

2
 𝑎𝑟𝑒 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ𝑠 𝑎𝑛𝑑 𝑤(𝐺

1
) ≥ 𝑤(𝐺

2
)}

כאשר.נראה::פתרוןתשובתכם).את(הוכיחו.ל-מ-פולינומיתרדוקציההראו 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸𝐿𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸≤
𝑝
𝐿

+הגרףהעתקת:סיבוכיות.kבגודלשלמהקליקהבדיוקהואכאשרהפונקציה: 𝑓(< 𝐺, 𝑘 >) =< 𝐺, 𝐻 >𝐻
kבגודלקליקההואומייצרים:Gאתמעתיקיםשאנומכיוון:תקפות.בזמן:kבגודלקליקהשליצירה 𝑂(𝑁)𝐺

2

Gבישאזאםא':צדכלומר:.אםורקאםkבגודלקליקהGבישאזי ω(𝐺) ≥ ω(𝐻)< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸
קליקהבדיוקהואכיואילומתקיים:בולכן(לפחות)kבגודלקליקה 𝐺

1
= 𝐺ω(𝐺

1
) ≥ 𝑘ω(𝐺

2
) = 𝑘𝐺

2

kבגודלקליקהבדיוקהואשמכיווןאזאם:ב'צד.ולכן:kבגודל < 𝐺
1
, 𝐺

2
>∈ 𝐿< 𝐺

1
, 𝐺

2
>∈ 𝐿𝐺

2

הבנייה:לפיאךkלפחותבגודלקליקהבשישאומרבדיוקזהאזומתקיים: ω(𝐺
1
) ≥ ω(𝐺

2
) = 𝑘𝐺

1

.ולכן:kבגודלקליקהבישולכן 𝐺
1

= 𝐺𝐺< 𝐺, 𝑘 >∈ 𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸

ש:כךב-שפותשלטריוויאליתלאתכונההיאאםרייס:משפטשלהבאהההרחבהאתהוכיחו 𝑆𝑅𝐸
טריוויאליתאינהSשמכיוון.צ"ל::פתרון).מהשפהרדוקציההראו(רמז:.אז Σ⋆ ∉ 𝑆𝐿

𝑆
∉ 𝑅𝐸𝐻𝑃𝐿

𝑆
∉ 𝑅𝐸

כאשר:.רדוקציה:נראה.עבורמכונהישולכןשפהישנהאזי 𝐴 ∈ 𝑆𝑀
𝐴

𝐴𝐻𝑃‾ ≤ 𝐿
𝑆

אם)2במקביל.עלואתwעלMאתהרץ)1:קלטעל:כאשר: 𝑓(< 𝑀, 𝑤 >) =< 𝑀' >𝑀'𝑥𝑀
𝐴

𝑥𝑀
𝐴

קבל-עלעצרהאם)4קבל.-וקיבלהעצרהאם)3.להמתןודחתה,עצרה 𝑀𝑀
𝐴

𝑀𝑤

הערות
סדרות2נחשמעגלים,2שזהבגללאלגוריתם:מבחינת-המילטוןמעגלי2כלומר-doubleHC-השפה

בדוקסדרהכלעבור;דחהלאאם-שונותשהןבדוק;דחהלאאם-שונותשהןבדוק;S1,S2קודקודים,nשל
בדוק שיש צלע בין;אם יש צלע-אחרת דחהעבור כל זוג בדוק;שכל קודקוד בגרף מופיע בסדרה פעם אחת

;קבל.דחהלאאם-לאחרון1ה-הקודקוד
.n^2שכנותובדיקהסמוכים,מעברn^2אחת-פעםשמופיעבדיקה,n*lognניחוש-סיבוכיות:מבחינת

-שניהםאוKבגודלב"תקבוצהאוKבגודלקליקהמכילGהשפה
שמחובריםבדוקזוגכלעבור;שוניםשהםבדוק;קודקודיםkשלSקבוצהנחשקליקהאלגוריתם:מבחינת

זוגנמצאלאאם;בצלעמחובריםשלאשכנויותבמטר'-בדוקIS;קבלאזדחהולאכולםעלעברתאם;בצלע
;אחרת דחה;מחובר-קבל

Dominatingהשפה Set'מקסימוםבגודלK.קבוצהנחשאלגוריתם:מבחינתSבגודלKשל
;הלאהכן-עבוראםSל-שייךהואהאםבדוקקודקודכלעבור;דחהשונים-אחרתשהםבדוק;קודקודים

;-דחהSל-השייךvשלשכןנמצאלאאם;מלולאה)(יציאהSל-שייךuש-בדוק;vשלuשכןכלעבוראחרת
צלעכלכנגדנוסיף;בודדיםקודקודיםנמחק;Gאתמוגדר:ניקח'GכאשרVCמ-רדוקציהבנייה:מבחינת

}vi,vj{-בGבשםנוסףקודקודvijהקודקודיםעםאותוונחבר}vi,vj{;שלטתקבוצהיששאםלבנשיםS
קודקודשלשכןשכןאובקבוצהנמצא'Gשלקודקודכלשלטת,קבוצההגדרתלפיאזי'GבגרףKבגודל

;בקבוצה
קודקודיםn^2שלהוספה+הקלט)(גודלהקודםהגרףשלהעתקה-חדשגרףבנייתסיבוכיות:מבחינת

וצלעות לכל היותר ולכן חסומה בגודל הקלט.
בדוק(לולאה);בגרףקודקודים5שלקבוצהתתכלעלעבוראלגוריתם:מבחינתלפחות5בגודלISהשפה

אחרת קבל.;לקבוצה הבאהאם נמצאו שניים מחוברים-המשך;עבור כל זוג שלא מחוברים בצלע
Almostהשפה IS-קודקודיםקבוצהנחשאלגוריתם:מבחינתSבגודלK;שונים-אחרתשכולםבדוק

ללולאה)אם(כניסה;בצלעמחובריםשלאבדוקSב-קודקודיםזוגכלעבור;0ל-מונההגדר;דחה
קודקודים2שלתוספתעםGכמויהיהG'כאשרבנייה:מבחינת;דחהc>2אם;1ב-מונהמחוברים-עלה

חדשים המחוברים רק ביניהם.
לפני:נקודותמספקותלפסוקההשמות3\4מ-שיותרCNFשלפסוקהיאהשפה
בכללי.אופסוקיתבכלישמשתניםכמהלנוידועלאCNFרקלנונתוןכאשר●
פסוקית.בכלליטרלים3לנושישיודעיםאנחנואבלישמשתניםכמהידועלא3CNFלנונתון●
התנאי.אתשמקייםyעדישxקלטשלכללהראותישNPב-תהיהשבעיהכדי●
השמה.אפשרויותnבחזקת2זהמשתניםnל-להשמההאפשרויותסך●
ניתןלאולכןהקלטבגודלאקספו'ולכן3\4כפולnבחזקת2יהיהזהלכן3\4הואהעדשלנובמקרה●

.NPH-כלומר.xל-שייכותעלהמעידעדלתת
בניית רדוקציה:

2הפסוקלכלישעכשיוכלומרמשתנים.2נוסףפסוקיתלכלאזפסוקיות,mמ-מורכבבנויהפסוק●
האפשרי.ההשמותמספרגםמשמע.n+2בחזקת

אתייספקושליהאפשרויות3מתוך4כימספקותnבחזקת2*3בהכרחהאלוההשמותמתוכן●
nבחזקת2*3ש:קיבלנוסה"כאפשרית.קומבינציהכלשיהיההמשתניםnולשארהפסוק.

מספקות.הןההשמותמכלל3\4בדיוקולכןnבחזקת2*4מתוךמספקותמההשמות
כלאתמצא;Pל-שייךלפחותKבגודלקליקותשכולםזריםקשירותמרכיבימורכבGש-היאהשפה

(לולאה)Cרכיבכלעבור;קודקודים-דחהkמ-פחותבושישרכיבקייםאם;BFSבאמצעותהקשירותרכיבי
(יציאה;מחוברים-דחהשאינםשנייםנמצאואם;בצלעמחובריםשהםCב-קודקודיםזוגכלעבורבדוק

;מלולאה) קבל
שלKבגודלCקבוצהנחש;NPCל-שייך2kבגודלISוגםkבגודלקליקהישGשב-היאהשפה

נחש;אם יש שניים שלא-דחה;שמחוברים בצלעעבור כל זוג בדוק;בדוק שכל הקודקודים שונים;קודקודים
שנייםישאם;בצלעמחובריםשלאבדוקSב-זוגכלעבור;שוניםשהםבדוק;2KבגודלSקבוצה

עודעםGל-הזההגרףהואG'כאשרע"ימוגדרתמקליקהרדוקציהנראהבנייה:מבחינת;מחוברים-דחה
2kבודדיםקודקודים;

לאלמהנימוק;NPל-ולא;NPHל-שייכתk1בגודלקליקותk2לפחותישGשל-כךk2ו-k1ו-Gנתון
כמות;k1בגודלקליקותk2לנחשאועדלתתישלשפהשייכותעלהמעידעדלקבלאולנחשכדיNPב–

רדוקציהשקשה,שהיאנוכיח;אקספו'להיותשיכולמהk1בחזקתnלהיותיכולהבגרףk1בגודלהקליקות
1קליקהלפחותGב-קיימתאם"םלקליקהשייךתקפות:;ידיעלמוגדרתמקליקה < 𝐺, 𝐾, 1 >< 𝐺, 𝐾 >

;L3ל-שייךאם"םkבגודל < 𝐺, 𝐾, 1 >
בודדים.הםהקודקודיםn-kהשארכלוגםkבגודלקליקהישמכווןלאG-כךהשפה < 𝐺, 𝐾 >
הםאם;שכניםמספרבדוקהקוד'(לולאה)כלעבור;0ל-מונההגדר;הקוד'מספראתחשב;אלגו';Pל-שייכת
;דחהאחרת;קבלn-kהואcאםמלולאה)דחה(יציאהk-1אינוהשכניםמספראםאחרת;מונה++0ל-שווים

.mהיותרלכלהיאקודקודכלדרגתוגםkבגודלקליקהבוישמכווןלאגרףהשפה < 𝐺, 𝑘, 𝑚 >
Pש:מניחים != NP;ל-השפהששיכותנראהפתוחהבעיהזוPגוררתP=NP;היאשהשפהנראהNPCנראה

בגודלSקוד'קבוצתנחש;לא-דחה-אםmמקסימוםהיאשדרגתםובדוקהקודקודיםכלעלעבור;א"ד
k;ב-קודקודיםזוגכלעלעבור;לא-דחהשונים-אםבקבוצההקודקודיםשכלבדוקSמחובריםשהםובדוק

.Gב-הקוד'מספרnכאשרכאשרבנייה:;קבל;לא-דחהבצלע-אם < 𝐺, 𝑘, 𝑛 >
2commonלפחותשישכך>n1,n2<השפה prime factors

.NPב-שהשפהנראהפולינומית,בסיבוכיותראשונימספרהאםהבודקAאלגוריתםקייםכינזכיר
שוניםשהםובדוקn1ל-1ביןlognסיבוכ'-p1'p2מספרים2נחשאלגו',>,n1,n2<קלטעלא"ד,נגדיר

logn^2אלגוריתםאתהפעלדחה,-לאאםAעלp1אלגוריתםאתהפעלדחה,-דחהאםAעלp2אם
אםשאריתללאp2ב-מתחלקn1והאםשאריתללאp1ב-מתחלקn1האםבדוקדחה,-דחה

קבל.לא-דחה,שארית-אםללאp2ב-מתחלקn2והאםשאריתללאp1ב-מתחלקn2האםלא-דחה,בדוק

:RE,coRE,Rסיווגהוכחתסד"פ
רדוקציה.אורייסבמשפטולהראותמבוקרתהרצהעםלבנותמוכיחיםאם.1 𝐿 ∈ 𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅
רדוקציה.אורייסבמשפטולהראותמבוקרתהרצהעםלבנותמוכיחיםאם.2 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸𝐿 ∉ 𝑅
עוצרת).תמידהיאכימבוקרתבהרצהצורך(איןבנייהמראיםמוכיחיםאם.3 𝐿 ∈ 𝑅
המחלקה.מאותהאחרתמשפהאחתברדוקציהאורדוקציות2ב-מוכיחיםאם.4 𝐿 ∈ 𝑐𝑜𝑅𝐸 ∪ 𝑅𝐸

:צעדיםאוסרטחסםלפיRב-שפהזיהוי
מספרלפילדחותנדע,ב-זהבסרטהתאיםמספרעלהגבלהכשישתמיד)(לאלרוב.1 𝑅

.שפהכמונדחה.אזה-לצעדהגענוואםכלומרהקונפיגורציות 𝑛 = 𝑄 × Γ × 𝐷𝑛 + 1𝐵𝐻𝑃
אםאובסרטהתאאתעבראםנדחה)2המוגדר.הסרטבטווחבתאעצראםנקבלא)הםהמקרים

הקונפיגורציות).כלמספרזה(ה-ה-לצעדהגיע 𝑛 + 1𝑛
.בשפהכמוב-זהאזהצעדיםמספרעלהגבלהלנוישאםתמיד)(לאלרוב.2 𝑅𝐿

𝑐
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