
אוטומטים - דף נוסחאות

משפט נרוד

סופיאםורקאםרגולריתשפה 𝐿𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐿
)

שקולות:הבאותהטענותאזי.תהי 𝐿 ⊆ Σ *
רגולרית..1 𝐿
.ומקיים:אתהמעדןמימיןאינווריאנטישקילותיחסקיים.2 𝑅𝐿𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅) < ∞
3..𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐿
) < ∞

הוכחת אי רגולריות בעזרת משפט נרוד
נגדיר קבוצה אינסופית של מילים (לאו דווקא מהשפה הנתונה)..1
היחס.אתמקייםלאשהגדרנומהקבוצהמיליםזוגשכללהראותנרצה.2 𝑥 ≠ 𝑦
.אבלש:(בה"כ)ונראההמיליםזוגעבורמפרידהסיפאנבחר.3 𝑧𝑥𝑧 ∈ 𝐿𝑦𝑧 ∉ 𝐿
לכן, מספר מחלקות השקילות היא לפחות ממספר המילים בקבוצה - אינסוף מילים..4
רגולרית.לאהשפהנרודמשפטלפיולכןאינסופישהראינוכלומר.5 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 𝑅

𝐿( )𝐿

)Hopcroft(אס"דשלמינימליזציה

ל-המינימליהאס"דאתיוצרותשלהשקילותמחלקותכמות 𝑅
𝐿

𝐿

שהואאזיהשפהאתהמקבלאס"דאםבהרצאה):(הוכחטענה 𝐴𝐿𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐿
) ≤ 𝑄

𝐴| |
.נרוד.משפטמהוכחתהאוטומטמצבימספר 𝐴

𝐿
(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐿
) ≤ 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐴
))

:Hopcroftשלהאלגוריתם
.ב-המתקבלהאוטומטאתסמןהמחיקה,לאחר.מ-ישיגיםשאינםמצביםמחק.1 𝑞'

0
𝐴

).על(בינאריסימטרייחסזהו.יחסאתחל.2 𝑅 = Ø𝑄
a.:עדכן.𝑅 ← 𝑝, 𝑞{ } | 𝑞 ∈ 𝐹 ∧ 𝑝 ∉ 𝐹{ }

i.:חשב.𝑆 ← {𝑝, 𝑞} ∉ 𝑅 | ∃σ ∈ Σ:  {δ(𝑞, σ),  δ(𝑝, σ)} ∈ 𝑅{ }
ii.לשלבוחזורעדכןאם)i.( 𝑆 ≠ Ø𝑅 ← 𝑅 ∪ 𝑆

.החזרעלשקילותיחסאינואם.3 𝑅‾𝑄𝐹𝑎𝑖𝑙

הבא:באופןמצומצםבנה.4 𝐷𝐹𝐴𝐴
~

= 𝑄
~

,  Σ,  𝑞
0

~
, δ
~

,  𝐹
~( )

a.=שלהשקילותמחלקותקבוצת. 𝑄
~

𝑅‾

b.=ב-נסמן.ב-שלהשקילותמחלקת. 𝑞
0

~
𝑞

0
𝑅‾[𝑞

0
]

𝑅‾

c..𝐹
~

= 𝑞
~

 | 𝑞
~

∩ 𝐹 ≠ Ø{ }
d..∀𝑞

~
∈ 𝑄

~
,  ∀σ ∈ Σ:  δ

~
(𝑞
~

,  σ) = [δ(𝑞, σ)]
𝑅‾

e.שנמצאותהזוגותכלאתונסמן"הצלבות"טבלתנבנה,אתמכילמהלדעתכדי 𝑅‾

או(עמודהבטבלהמצבוישבמידה.ב-זוגהיאריקהשנותרהמשבצתכל.ב- 𝑅𝑅‾𝑞
עצמו.בפנישקילותמחלקתהואאזעצמומהמצבחוץמסומנתשכולהשורה) 𝑞

עוצר.תמידהאלגוריתם:0טענה●
שקילות.יחסאכןהואבסוףשמתקבלכלומרFailמחזירלאהאלגוריתם:1מסקנה● 𝑅‾

בדיוקמצביםשפותביןהפרידכלומר.:2מסקנה● 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐿
(𝐴)) = 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅‾)𝑅‾

להפריד.אמורשכמו 𝑅
𝐿
(𝐴)

.אזיאם:2טענה● 𝑞
~

∈ 𝐹
~

𝑞
~

⊆ 𝐹

דקדוקים

כאשר:רביעייההואדקדוק 𝐺 = (𝑇, 𝑉, 𝑃, 𝑆)
משתנים.שלוסופיתריקהלאקבוצה● 𝑉
.ל-הזרה(אותיות)טרמיניליםשלוסופיתריקהלאקבוצה● 𝑇𝑉
הואב-כללשכלכךגזירה)כללי(אושכתובכללישלוסופיתריקהלאקבוצה● 𝑃𝑃

.ו-כאשרמהצורה α → βα ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *· 𝑉 · (𝑉 ∪ 𝑇) *β ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *

.כך:מוגדרתהשפה,דקדוקבהינתן 𝐺𝐿(𝐺)𝐿(𝐺) = {𝑥 ∈ 𝑇 *  | 𝑆 ⇒ * 𝑥}
דו-כיוונית.בהכלהבאינדוקציההיאהוכחת 𝐿 = 𝐿(𝐺)

.עלחזקהבאינדוקציהנוכיחראשוןכיוון● 𝐿 ⊆ 𝐿(𝐺)𝑤| |
חזקה).(טענהל-הגזירהאורךעלבאינדוקציהנוכיחשניכיוון● 𝐿(𝐺) ⊆ 𝐿γ

ההיררכיה של חומסקי

הרעיון הכללי הוא של ידי השמת "מגבלות" על דקדוקים, נוכל לסווג אותם לכמה סוגים
שכל אחד מהם מתאים למודל "אוטומטים" שונה. קיימים ארבעה סוגי דקדוקים, כל קבוצה

Γ:מגבלות:עודמוסיפיםעוקבת
3

⊆ Γ
2

⊆ Γ
1

⊆ Γ
0

.ומותראזיאםהקשר:תלויידקדוקים● Γ
1

α → βα| | ≤ β| |𝑆 → ε

הגזירהכלליכלבודד.משתנהיהיהתמידשמאלבאגףהקשר:חסרידקדוקים● Γ
2

מחסניתלאוטומטשקולזהמודל.ומותר.כידורשיםמהצורה α → βα ∈ 𝑉1𝑆 → ε
אי-דטרמיניסטית.

אואומהצורההםהשכתובכלליכלרגולריים:דקדוקים● Γ
3

𝐴 → 𝑎𝐵𝐴 → 𝑎

,...).DFA,NFA(רגולריותלשפותשקולזהמודל. (∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑉,  ∀σ ∈ Σ) 𝑆 → ε
.שמאליליניארידקדוקוביןימניליניארידקדוקביןאתנחלק Γ

3
𝐴 → 𝑎𝐵𝐴 → 𝐵𝑎

Γ.ב-מוכלתהרגולריותהשפותקבוצת:משפט
3

(כאשרמתקייםאםאזיימני.ליניארידקדוקיהי:1עזרטענת 𝐺𝐴 ⇒ * α
.ו-כאשראומהצורהאז (𝐴 ∈ 𝑉1,  α ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *α𝑤𝐵𝑤𝑤 ∈ 𝑇 *𝐵 ∈ 𝑉1

𝑤∀.:2עזרטענת ∈ Σ *,  ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄   :    δ
^

(𝑝, 𝑤) = 𝑞 ↔ 𝑝 ⇒ * 𝑤𝑞 
שמאלי.: דקדוק ליניארי ימני שקול בכוחו לדקדוק ליניאריטענה

איך עוברים מדקדוק ליניארי ימני לאוטומט?
יוצרים אוטומט אי דטרמיניסטי.●
הא"ב של האוטומט יהיה הא"ב של הדקדוק.●
המצבים יהיו המשתנים (המצב ההתחלתי יהיה המשתנה ההתחלתי).●
.אז:אם● 𝐴 → 𝑎𝐵δ(𝐴, 𝑎) = 𝐵
.אזאם● 𝐴 → 𝑎δ(𝐴, 𝑎) = 𝑞

𝑓

.אז:אם● 𝑆 → εδ(𝑆, ε) = 𝑞
𝑓

𝑞.רקיהיההמקבלהמצב●
𝑓

סדר פעולות למעבר מדקדוק ליניארי ימני לדקדוק ליניארי שמאלי

:ל-ימניליניארידקדוקהאס"דלפיבנהואזל-אס"דבנה,שלהאוטומטלפי.1 𝐿𝐿𝑅𝐿𝑅

.ב-כלנחליףהאוטומט):(מצביהדקדוקשלהכלליםאתהפוך.2 𝑞
𝑖

→ σ𝑞
𝑗

𝑞
𝑖

→ 𝑞
𝑗
σ

.לדקדוקנוסיףאזמקבללמצבנשלחהאותעםממצבאם.3 𝑞
𝑖

σ𝑞
𝑗

𝑞
𝑖

→ σ|σ𝑞
𝑗

𝑅(𝐿𝑅).לשפהשמאליליניארידקדוקשהתקבלטועניםאנו.4 = 𝐿
ליניארידקדוקנבנהל-הדבר.אותועובדלימנישמאליליניארידקדוקביןמעבר 𝐿𝑅

שמאלי ואז נהפוך את הכללים באותו האופן.

ביטויים רגולרים

מבנית:באינדוקציהמוגדרב-המסומןא"במעלהרגולרייםהביטוייםאוסף Σ𝑅
Σ

,ϕאטומים:● ε ∈ 𝑅     ,     ∀σ ∈ Σ :  σ ∈ 𝑅
פעולות יצירה:●

.וכןאזאם○ 𝑟
1
,  𝑟

2
∈ 𝑅(𝑟

1
+ 𝑟

2
) ∈ 𝑅(𝑟

1
· 𝑟

2
) ∈ 𝑅

.אזאם○ 𝑟 ∈ 𝑅(𝑟 *) ∈ 𝑅

הבא:באופןל-מ-הפונקציהאתנגדיר.הרגולריהביטויאתשמצייןהשפהתהי 𝐿[𝑟]𝑟𝐿𝑅2Σ*

𝐿[ϕ] = ϕ     ,     𝐿[ε] = ε    ,      ∀σ ∈ Σ :  𝐿[σ] = σ
אז:אם● 𝑟

1
,  𝑟

2
∈ 𝑅

○.𝐿[(𝑟
1

+ 𝑟
2
)] = 𝐿[𝑟

1
] ∪ 𝐿[𝑟

2
]

○.𝐿[(𝑟
1

· 𝑟
2
)] = 𝐿[𝑟

1
] · 𝐿[𝑟

2
]

.אזאם● 𝑟 ∈ 𝑅𝐿[(𝑟 *)] = (𝐿[𝑟]) *   :

להשמטת סוגריים:סדר קדימויות
קדימות גבוהה ביותר (איטרציה)*

קדימות בינונית (שרשור) ·
קדימות נמוכה (איחוד)+

𝑟+ = (𝑟 · (𝑟 *))
Σ = {𝑎, 𝑏} → Σ *  =  (𝑎 + 𝑏) *
(ΣΣ) *  = ((𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏)) *

מבנית)באינדוקציה(הוכחהרגולרית.שפההיאמתקייםמעללכל:משפט 𝑟 ∈ 𝑅Σ𝐿[𝑟]
.ש:כךרגולריביטויקייםרגולריתשפהלכל:משפט 𝐿 ⊆ Σ *𝑟𝐿[𝑟] = 𝐿

𝐿[𝑟.כיווניתדובהכלהנוכיח:רגולריםביטוייםשקילות
1
] = 𝐿[𝑟

2
]

.אבלנגדית:דוגמהנראה:רגולריםביטוייםאי-שקילות 𝑤 ∈ 𝐿[𝑟
1
]𝑤 ∉ 𝐿[𝑟

2
]

:שיטות להפקת ביטוי רגולרי
נחבר):ואזמסלולמכלב"רניצור,ל-אוטומט(נבנהרגולרילביטוימאוטומטשיטת.1 𝐿

a..(כמה שיותר מינימלי) בונים לשפה אוטומט כמה שיותר אי-דטרמיניסטי
b..מייצרים מצב מקבל יחיד על ידי מסעי אפסילון
c.2באורךהמסלולמהובודקיםהמקבלואינוההתחלתישאינומצבמוחקיםשלבבכל

שמגיע מכל מצב לכל מצב (ששונה ממה שמחקנו) דרך אותו מצב שמחקנו. שאר
המצבים אותו הדבר.

שיטת הבלוקים (נפריד את חלקי המילה לבלוקים ונבדוק איזה ביטוי מותר בכל בלוק)..2

למת הניפוח לשפות רגולריות

: בכל אס"ד קיים מעגל (הוכח בהרצאה - לפי שובך היונים).למה●
למת הניפוח הינה תנאי הכרחי ואינו מספיק לרגולריות (יש לא רגולריות שמקיימות).●
עיקר השימוש בלמה יהיה להפריך רגולריות של שפה.●

מקיימתהיאלכןרגולרית,כיבשלילהנניח:הניפוחלמתעםרגולריותלהפרכתתבנית 𝐿
מהצורהפירוקקייםשלכלכךקבועקייםהלמהלפילכןהניפוח,למתאת 𝑛 ∈ ℕ𝑧| | ≥ 𝑛

מהשפהמילהכלעבורשמקייםוגםש:כך 𝑢𝑣𝑤𝑢𝑣| | ≤ 𝑛1 ≤ 𝑣| | ≤ 𝑛𝑖 ∈ ℕ
המילהעבורושקייםנראה.,יהא. 𝑢𝑣𝑖𝑤 ∈ 𝐿𝑧 = ___ ∈ 𝐿𝑧| | = ___ ≥ 𝑛𝑖 = __ ∈ ℕ
לסתירה.מגיעיםובכךבשפהאינה 𝑢𝑣𝑖𝑤𝐿

𝐿בלמה:לניפוחהניתנתרגולריתלאשפה = {𝑎} *∪ {𝑏𝑗𝑎𝑘2

|1 ≤ 𝑗, 𝑘}

שילוב למת הניפוח עם תכונות סגור
רגולרית.ש:בשלילהנניח.1 𝐿
וכדומה..איחוד/חיתוך/משליםעלשלרגולריתמסגירותשנוצרהאתנגדיר.2 𝐿'𝐿
רגולרית.לאגםמסגירותולכןהניפוחלמתאתמקיימתלאשהשפהנראה.3 𝐿'𝐿

יחסים

שקילות):יחסלהוכיח(נשתמשהבאותהתכונותשלושתאתהמקייםיחסהואשקילותיחס 𝑅
:𝑥∀אםרפלקסיביהיחס●  𝑅(𝑥, 𝑥)
,𝑥∀אםסימטריהיחס● 𝑦:  𝑅(𝑥, 𝑦) → 𝑅(𝑦, 𝑥)
,𝑥∀אםטרנזיטיביהיחס● 𝑦, 𝑧:  𝑅(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑅(𝑦, 𝑧) → 𝑅(𝑥, 𝑧)

קבוצות זרות ומשלימות.: יחס שקילות משרה חלוקה של העולם לתתמחלקות שקילות
:הקבוצהמעלשקילותיחסיהי 𝑅𝐴
השקילות.מחלקותכמותאתב-נסמן● 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅)
[𝑥].יסומןהמחלקותמתוךנציג● = {𝑦 :  𝑅(𝑥, 𝑦)}
.כלומר:אםאתמעדןיחס● 𝑅'𝑅𝑅' ⊆ 𝑅∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴:  𝑅'(𝑥, 𝑦) → 𝑅(𝑥, 𝑦)

.שלשקילותבמחלקתמוכלתשלשקילותמחלקתשכלכלומר 𝑅'𝑅
כלשהי.שפהו-מעלשקילותיחסיהי:שפהשלעידון 𝑅Σ *𝐿 ⊆ Σ *
.מתקיים:אםורקאםאתמעדןכינאמר 𝑅𝐿𝑅(𝑥, 𝑦) ↔ (𝑥 ∈ 𝐿 ↔ 𝑦 ∈ 𝐿)

כלומר שתי מילים יהיו ביחס אם שתיהן בשפה או שתיהן לא בשפה.

מקיים:הואאםורקאםמימיןאינווריאנטיייקראמעלשקילותיחס 𝑅Σ *
∀𝑥, 𝑦 ∈ Σ *  :  𝑅(𝑥, 𝑦) → ∀𝑧 ∈ Σ *  :  𝑅(𝑥𝑧,  𝑦𝑧)

𝑅שקילותיחס
𝐴

.כך:מוגדרלאוטומטשקילותיחס 𝑅
𝐴

𝐴𝑅
𝐴

(𝑥, 𝑦) ⇔ δ(𝑞
0
, 𝑥) = δ(𝑞

0
, 𝑦)

שקילות.מחלקותישל-ישיגים,המצביםכלבובאס"ד● 𝑅
𝐴

𝑄| |

שורות).3ב-בהרצאה(הוכחמימיןאינווריאנטי● 𝑅
𝐴

בהרצאה).(הוכח.אתמעדןהיחס,אס"דלכל:טענה● 𝐴𝑅
𝐴

𝐿(𝐴)

.ובפרטבנוסף,● 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐴

) ≤ 𝑄
𝐴| |𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐴
) < ∞

●𝐿(𝐴) = ∪
𝑞𝑖∈𝐹

 𝑆
𝑖

= {𝑥|∃𝑞 ∈ 𝐹: δ
^

(𝑞
0
, 𝑥) = 𝑞}

𝑅שקילותיחס
𝐿

.כך:מוגדרלשפהיחס 𝑅
𝐿

𝐿𝑅
𝐿
(𝑥, 𝑦) ⇔ ∀𝑧 ∈ Σ *:  𝑥𝑧 ∈ 𝐿 ↔ 𝑦𝑧 ∈ 𝐿( )

יחד.נדחותאויחדמתקבלותהמילים,סיפאלכלאם"םזוגמקבלהיחס 𝑅
𝐿

𝑧𝑥𝑧, 𝑦𝑧

שקילות.יחסהואיחס● 𝑅
𝐿

הבאים:הדבריםאתלהראותיששלהשקילותמחלקותלהוכחתפעולותסדר 𝑅
𝐿

Σ.המחלקות אינן ריקות, והן מכסות את.1 *
.סיפאידיעללהפרדהניתנותאינןמחלקהמאותהמיליםזוגכל.2 𝑥, 𝑦𝑆𝑧
כלשהי.סיפאידיעללהפרדהניתנותכןשונות,ממחלקותמיליםזוגכל.3 𝑧

מתקיים:שפהלכלבהרצאה):(הוכחשלהאפיוןמשפט 𝑅
𝐿

𝐿 ⊆ Σ *

מימין.אינווריאנטישקילותיחסהוא.1 𝑅
𝐿

.אתמעדן.2 𝑅
𝐿

𝐿

.אתגםמעדןאזיאתהמעדןמימיןאינווריאנטיאחר,שקילותיחסאם.3 𝑅𝐿𝑅𝑅
𝐿

שקילות.מחלקותמעטהכיהמכילמימיןאינווריאנטישקילותיחסהואכלומר, 𝑅
𝐿

פעולות על שפות

𝐿
1
∆𝐿

2
= {𝑤 ∈ 𝐿

1
 ∧  𝑤 ∉ 𝐿

2
}  ∪  {𝑤 ∉ 𝐿

1
 ∧  𝑤 ∈ 𝐿

2
}

𝐿
1

· 𝐿
2

= 𝑢𝑣|𝑢 ∈ 𝐿
1
,  𝑣 ∈ 𝐿

2{ }𝐿
1
\ 𝐿

2
= 𝑤 ∈ 𝐿

1
  ∧   𝑤 ∉ 𝐿

2{ }
𝐿

1
· 𝐿

2| | ≤ 𝐿
1| | · 𝐿

2| |𝐿 · Ø = Ø = Ø · 𝐿

אז::דוגמה 𝐿
1

= 𝑎𝑏𝑎,  𝑎𝑎{ } ,  𝐿
2

= 𝑎𝑏𝑐,  𝑎𝑎{ }

𝐿
1
\𝐿

2
= {𝑎𝑏𝑎}       ,       𝐿

2
\𝐿

1
= {𝑎𝑏𝑐}     ,       𝐿

1
∆𝐿

2
= {𝑎𝑏𝑎,  𝑎𝑏𝑐}

𝐿
1

· 𝐿
2

= {𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑐,  𝑎𝑏𝑎𝑎𝑎,  𝑎𝑎𝑎𝑏𝑐,  𝑎𝑎𝑎𝑎}

𝐿
2

· 𝐿
1

= {𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎,  𝑎𝑏𝑐𝑎𝑎,  𝑎𝑎𝑎𝑏𝑎,  𝑎𝑎𝑎𝑎}

𝐿 *  =  ⋃
𝑖=0
∞  𝐿𝑖 = 𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪.....

אזאם 𝐿 = Σ𝐿 *= Σ אינסופית* Σ *| | = ℵ
0
 

𝐿
1

= Σ *  \ 𝐿
1𝐿

1
\𝐿

2
= 𝐿

1
∩ 𝐿

2
‾

ε ∈ 𝐿
2

↔ 𝐿
1

⊆ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝐿
1

∪ 𝐿
2( )𝐿

3
= 𝐿

1
𝐿

3
∪ 𝐿

2
𝐿

3

)DFA-(אס"דדטרמיניסטיסופיאוטומט

δ
𝐴

:  𝑄 × Σ → 𝑄𝐴 = Σ,  𝑄,  𝑞
0
,  𝐹,  δ( )

δ 𝑞 , 𝑤
1
𝑤

2( ) = δ  δ (𝑞, 𝑤
1
) ,  𝑤

2( )
𝐿(𝐴) = 𝑤 ∈ Σ * | δ 𝑞

0
,  𝑤( ) ∈ 𝐹{ }𝐿(𝐴) = ∪

𝑞∈𝐹
  𝐿

𝐴
(𝑞)

DFAע"ימתקבלתהיאאםרגולריתשפה 𝐿

רגיל.DFAלאוטומטשקוללאיחידמקבלמצבעםDFAאוטומט

שפות רגולריות

שפות סופיות תמיד רגולריות ושפות שהמשלימה שלה סופית תמיד רגולריות

סגירות לשפות רגולריות

אז:רגולריותשפותרגולריותאם 𝐿
1
, 𝐿

2

.מורגן:בדהלהוכיחרגולרית.:איחוד● 𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝐿
1

∪ 𝐿
2

= 𝐿
1

∩ 𝐿
2

השפות הרגולריות אינן סגורות לאיחוד אינסופי.
.וון:בדיאגרמתלהוכיחרגולרית.:חיסור● 𝐿

1
\𝐿

2
𝐿

1
\𝐿

2
= 𝐿

1
∩ 𝐿

2

אפסילון).מסעיבעזרתלהראות(ניתןרגולרית.:שרשור● 𝐿
1

· 𝐿
2

מכפלה.אוטומטע"ילהוכיחניתןרגולרית.:חיתוך● 𝐿
1

∩ 𝐿
2

רגולריות).משמרותואיחודחיתוךמשלים,(כירגולרית.:סימטרי● 𝐿
1
∆𝐿

2

.אתשיחקהמכפלהאוטומטנבנה:מכפלהאוטומטשלפורמליתיאור 𝐴𝐴
1
,  𝐴

2

מצב.כאשר:מכפלהאוטומטעבור 𝐴 = Σ,  𝑄,  𝑞
0
,  𝐹,  δ( )𝑄 = 𝑄

1
× 𝑄

2

מעברים:.מקבלים:מצביםקבוצתהתחלתי: 𝑞
0

= (𝑞
01

,  𝑞
02

)𝐹 = 𝐹
1

× 𝐹
2

∀𝑞
1

∈ 𝑄
1
,  𝑞

2
∈ 𝑄

2
: δ (𝑞

1
, 𝑞

2
), σ( ) =  δ

1
(𝑞

1
, σ),  δ

2
(𝑞

2
, σ)( )

רגולרית).לא בהכרח(הכלה●

:רגולריותהבאותהשפותגםאזרגולריתשפהאם 𝐿𝑛 ∈ ℕ :  𝐿𝑛,   𝐿‾ ,  𝐿𝑅,  𝐿*

:רגולריותלאלשפותסגירות 𝐿

רגולרית.לא:משלים 𝐿‾רגולרית.לא:היפוך 𝐿𝑅

)NFA-(אסל"דאי-דטרמיניסטיסופיאוטומט

רגולרית.גםהיאבושמתקבלתשפהכלולכןDFAלמודלשקולNFAמודל

δ:  𝑄 × Σ → 𝑆 ⊆ 𝑄𝐴 = Σ,  𝑄,  𝑞
0
,  𝐹,  δ( )

δ(𝑞, 𝑤𝑎) = ∪
𝑝∈δ(𝑞,𝑤)

δ(𝑝, 𝑎):בסיסδ(𝑞, ε) = {𝑞}

δ(𝑃, 𝑤) = ∪
𝑞∈𝑃

δ(𝑞, 𝑤)

𝐿(𝐴)האוטומט:שפת = 𝑤 ∈ Σ *  | δ(𝑞
0
, 𝑤) ∩  𝐹 ≠ Ø{ }

השפה.אותהאתיקבלוהואDFAל-NFAלהפוךכדינשתמש:חזקהאוטומט
:הנתוןהאסל"דבאמצעותהבאהאס"דאתנבנה 𝐷𝑁
).ל-פרטהמצבים,שלהקבוצותתתי(כל.היאהמצביםקבוצת● 𝑃(𝑄)Ø
𝑞}.התחלתימצב●

0
}

.מ-איברהמכילותשלהקבוצותתתיכלהיאמקבליםמצביםקבוצת● 𝐹
𝐷

𝑄𝐹

שלכלמאיחודהמתקבלתקבוצההיאמעברים● δ
𝐷

δ
𝐷

({𝑞
1
,..., 𝑞

𝑘
}, σ)1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

δ.מהאסל"דהמעברים
𝑁

(𝑞
𝑖
, σ)

)ENFA(אפסילוןמסעיעםאי-דטרמיניסטיסופיאוטומט

רגולרית.גםהיאבושמתקבלתשפהכלולכןNFAלמודלשקולENFAמודל

δ:  𝑄 × Σ ∪ {ε}( ) → 𝑃(𝑄)𝐴 = Σ,  𝑄,  𝑞
0
,  𝐹,  δ( )

ידיעלqמ-אליהםלהגיעשניתןהמצביםקבוצת:הואqמצבשלאפסילוןסגור

.ב-ונסמןבלבדבמסעישימוש ε𝐶𝐿ε(𝑞)
𝐶𝐿ε(𝑃).:הואPמצביםקבוצתשלסגור = ∪

𝑞∈𝑃
𝐶𝐿ε(𝑞)

,δ'(𝑞.בסיס::המעבריםפונקצייתשללמיליםהרחבה ε) = 𝐶𝐿ε(𝑞)
,δ'(𝑞.צעד: 𝑥σ) = ∪

𝑝∈δ'(𝑞,𝑥)
 𝐶𝐿ε(δ(𝑝, σ))    

מקבל.מצבמכילהעבורןהמחרוזותכלקבוצתהיאENFAשלשפה 𝑤δ'(𝑞
0
, 𝑤)

דוגמה פרקטית

δ'(𝐴, ε) = 𝐶𝐿ε(𝐴) = {𝐴}
𝐶𝐿ε(𝐵) = {𝐵, 𝐷}

𝐶𝐿ε(𝐶) = {𝐶}
𝐶𝐿ε(𝐸) = {𝐸, 𝐵, 𝐶, 𝐷}
δ'(𝐴, 0) = {𝐸, 𝐵, 𝐶, 𝐷}

δ'(𝐴, 01) =  ∪
𝑝∈δ'(𝐴,0)

 𝐶𝐿ε(δ(𝑝, 1)) = {𝐶𝐷}
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דקדוק חסר הקשר

ב-גזירהכללכלאם(ח"ה)הקשרחסרהואח"ה):(דקדוקהגדרה 𝐺 = (𝑇, 𝑉, 𝑃, 𝑆)𝑃
.וגםכאשרמהצורההוא 𝐴 → α𝐴 ∈ 𝑉α ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *

ש:כךח"הדקדוקקייםאםח"ההיאששפהנאמר:ח"ה)(שפההגדרה 𝐿 ⊆ Σ *𝐺
).להפךלאאךהקשר,חסרותהןרגולריותשפותשגםמכאן(נובע. 𝐿 = 𝐿(𝐺)

אם מבקשים להוכיח ששפה היא ח"ה אז בונים לה דקדוק ח"ה.●

עץ גזירה

המקיים:סדור,סופיעץהינוח"הדקדוקעבורגזירהעץ:גזירה)(עץהגדרה 𝐺
𝑉.מתוךבסימןמסומנתצומתכל.1 ∪ 𝑇 ∪ {ε}
עצים).תתי(למעטב-בדר"כיסומןהשורש.2 𝑆
𝑉.מ-משתנההואעלהשאינופנימיצומתכלשלהסימון.3
הוא בן יחיד.צומת המסומנת ב-.4 ε
אזיהזה!)(בסדרסימוניםישולבניוב-מסומןפנימיתצומתאם.5 𝐴𝑋

1
, 𝑋

2
,..., 𝑋

𝑡

.(𝐴 → 𝑋
1
𝑋

2
... 𝑋

𝑡
) ∈ 𝑃

לכל מילה שניתן לגזור אותה מהדקדוק יש עץ גזירה.
משמאל לימין היא חזית: המחרוזת המתקבלת ע"י שרשור כל העליםהגדרה (חזית העץ)

עץ גזירה. אם החזית של העץ מורכבת ממילה טרמינלית, אז העץ הוא עץ גזירה מלא.
:טענה
).←כיווןרקבהרצאה(הוכח.שורשעםהגזירהעץחזיתמילתהיא α𝐴𝐴 ⇒ * α ↔

.היאבדקדוקהמלאיםהגזירהעציכלשלהחזיתמילותקבוצת:מסקנה 𝐺𝐿(𝐺)
שלהחזיתמילותותהיינהשלגזירהתת-עץיהי:הוכחה)(ללאטענה 𝑇

1
𝑇

2
α

1
, α

2
𝑇

1
, 𝑇

2

.שלמילהתתאזיבהתאמה. α
1

α
2

אם אנו עוצרים באמצע הגזירה: זה ביטוי שיש בו גם משתנים וגם אותיות.תבנית פסוקית
ולא ממשיכים עד הסוף אז חזית העץ יכולה להיות ביטוי הכולל גם משתנים.

הוא חלק מהעץ המכיל צומת כלשהו ואת כל צאצאיו.תת עץ גזירה
לפחותקיימיםעבורהמילהקיימתאם"משמעירב"ייקראדקדוק:הגדרה 𝐺𝑤 ∈ 𝐿(𝐺)

שני עצי גזירה. (נרצה להימנע ממצב בו למילה כלשהי יש כמה עצי גזירה שונים).
שונות.דרכים2באותהלקבלשניתןמילהבוישאםמשמעידוייקראדקדוק●
(דרך אחת לגזור אותה).אם לכל מילה בו יש עץ גזירה יחידחד משמעידקדוק ייקרא●

.כאשרגזירהנתונה:יחידה)שמאלית(גזירההגדרה α → βα, β ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *
ו-פסוקיותתבניותקיימותכלומר, δ

1
, δ

2
, γ ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *𝐴 ∈ 𝑉

.וגם,ש:כך 𝐴 → γα = δ
1
𝐴δ

2
β = δ

1
γδ

2

.ביותר"שמאלית"גזירהתקראהגזירה● α → βδ
1

∈ 𝑇 *  ↔  

.ביותר"ימנית"גזירהתקראהגזירה● α → βδ
2

∈ 𝑇 *  ↔  

גזירה בה היאכלתקרא "שמאלית/ימנית ביותר"סדרת הגזירות● α ⇒ * β↔
שמאלית/ימנית ביותר.

כדי לקבל גזירה ימנית/שמאלית ביותר, בכל שלב נפעיל כלל גזירה על המשתנה●
הימני/שמאלי ביותר.

כדי לדבר על המילים הנגזרות בדקדוק בצורה חד-משמעית, נשתמש בגזירה●
שמאלית/ימנית ביותר.

אם נבצע בדקדוק תמיד גזירה שמאלית/ימנית ביותר אז רוב הבעיה של "דו●
משמעות" תעלם כי אנחנו יודעים מהו הסדר שבו גוזרים.

אחת.ביותרשמאליתגזירהמתאימהב-גזירהעץלכלאזי.דח"היהי:משפט 𝐺𝐺

פישוט דקדוקים

הסדר):לפיכאן(מוצג)א.י.ט.י(אלגוריתמים4פעולותסדר
בשפה)הריקהוהמילהבמידהל(פרט.פסילון:אכלליביטול.1 𝐴 → ε𝑆 → ε
𝐴.חידה:יכלליביטול.2 → 𝐵
למילה סופית.רמינליים: משתנים שלא ניתן להגיע מהםטביטול משתנים לא.3
.Sמאליולהגיעניתןשלאמישיגים:ילאמשתניםביטול.4

אםכלומרטרמינלית.מילהגוזרהואאםטרמינליייקראמשתנה:הגדרה 𝐴𝐴 ⇒ * 𝑤
כלשהי.עבור 𝑤 ∈ 𝑇 *

בדקדוק.מילההמייצרתגזירהבסדרתמופיעהואאםשימושינקראמשתנה:הגדרה 𝐴
.מיותרנקראאחרת 𝐴

.אםאפיסנקראמשתנה.מהצורהגזירהכללהואכלל:הגדרה ε𝐴 → ε𝐴𝐴 ⇒ * ε

:ביטול כללי אפסילון
𝑁.האפיסיםהמשתניםקבוצתאתנמצא.1
).(כולליימחקמהצורהגזירהכללכל.2 𝐴 → ε𝑆 → ε
הגזירהכללאתל-נכניס,,גזירהכללכלעבור.3 𝐴 → 𝑋

1
𝑋

2
... 𝑋

𝑘
∈ 𝑃𝑘 > 0𝑃'

ש:כךמהצורה 𝐴 → α
1
α

2
... α

𝑘

i.אזיאם. 𝑋
𝑖

∉ 𝑁α
𝑖

= 𝑋
𝑖

ii.ל:פרטאזיאם. 𝑋
𝑖

∈ 𝑁α
𝑖

∈ {ε,  𝑋
𝑖
}α

1
.... α

𝑘

iii.הקבוצותתתיכלל-ייכנסוהגזירה,בכללאפיסיםמשתניםכלומר,בהינתן 𝑡𝑃'
ε).האפשריות מעליהם (משתנה מופיע/לא מופיע , פרט לקבוצה בה כולם

:ביטול כללי יחידה
).אתבסוףהוסףאפיס,(אםכלליסלק.1 ε𝑆𝑆 → ε
היחידה.כלליאתנמחקואז.ש:כךהמשתניםזוגותכלאתמוצאים.2 𝐴, 𝐵𝐴 ⇒ * 𝐵
.שללכלליםל-שישהכלליםכלאתנצרףכזה,זוגכלעבור.3 𝐵𝐴

:ביטול משתנים לא טרמינליים
מוצאים את המשתנים שגוזרים ישירות סימנים שהם טרמינלים ומכניסים את כולם.1

לקבוצה.
בכל איטרציה נוספת, מוסיפים לקבוצה את המשתנים שגוזרים תבניות המכילות.2

טרמינלים + משתנים הנמצאים כבר בקבוצה שבנינו.
האלגוריתם מסתיים כאשר לא נוספו משתנים חדשים לקבוצה..3
בסיום האלגוריתם, כל המשתנים שלא נכנסו לקבוצה הם משתנים לא טרמינליים.4

ומוחקים אותם ואת כל הכללים המכילים אותם.

:ביטול משתנים לא ישיגים
𝑇.נקבע.1 = Ø,  𝑉' = {𝑆}
כלואת,ל-ב-הרשומיםהמשתניםכלאתצרףמהצורהכלללכל.2 𝐴 ∈ 𝑉'𝐴 → αα𝑉'

.ל-ב-הרשומיםבנפרד)תוכלהכנס-מחרוזתישאם(אותיות,הטרמינלים α𝑇
חדש.משתנהנוסףכשלאונעצורמ-משתנהכלעלשעברתעד)2(שלבעלחזור.3 𝑉'
).משתנישלכללים(רקלהשגההניתניםמשתניםרקהמכיליםמ-כלליםנגדיר.4 𝑃'𝑃𝑉'

הצורה הנורמלית של חומסקי

אומהצורההםהגזירהכלליכל 𝐴 → 𝐵𝐶𝐴 → σ

דקדוק בצורה נורמלית.) ניתנת לייצור ע"י: כל שפה חסרת הקשר (ללאמשפט ε

:אלגוריתם מעבר לצורה נורמלית של חומסקי
חומסקי:שלנורמליתלצורהאתהמייצראתנתרגם 𝐺𝐿

להשגה.ניתניםשלאמשתניםוסילוק)מהצורהכללים(כלומר,כלליסילוק.1 ε𝐴 → ε
).כללימייצרלא(זה.יחידהכלליסילוק.2 (𝐴 → 𝐵)ε
חוקית:לצורה)(כאשרמהצורהכלליםתרגום.3 𝐴 → 𝑋

1
𝑋

2
... 𝑋

𝑘
𝑘 > 2

a.ב-אתונחליף,הכללואתחדשמשתנהנוסיףאזיאם. 𝑋
𝑖

= σ𝐶
σ

𝐶
σ

→ σ𝑋
𝑖

𝐶
σ

בו.טרמינלולכלב-גזירהכלללכלזהאתנבצע 𝑃
b.הגזירהאתונחליףמשתניםנוסיף:עבורלכל 𝐴 → 𝐵

1
... 𝐵

𝑘
𝑘 ≥ 3𝐷

1
,..., 𝐷

𝑘−2

𝐴כך:הגזירותבקבוצת → 𝐵
1
𝐷

1
,  𝐷

1
→ 𝐵

2
𝐷

2
,  .  .  .  ,  𝐷

𝑘−3
→ 𝐵

𝑘−2
𝐷

𝑘−2
,  .  .  .

למת הניפוח לשפות חסרות הקשר

פירוקקייםהמקיימתמילהשלכלכךקייםאזיהקשרחסרתשפהאם 𝐿𝑛𝑧 ∈ 𝐿𝑛 ≤ 𝑧| |
כאשר:מהצורה 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤𝑥𝑦

)1()2()3( 𝑣𝑤𝑥| | ≤ 𝑛1 ≤ 𝑣| | + 𝑥| |∀𝑖 ≥ 0:  𝑢𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖𝑦 ∈ 𝐿 
וגםאתיוצרחומסקי,שלהנורמליתמהצורהח"הדקדוק,אםבנוסף, 𝐺𝐿\{ε}𝑉(𝐺)| | = 𝑘

𝑛.אזי ≤ 2𝑘

במטלה).(הוכחבלמהמתקבלתאבלח"הלא● 𝐿 = {𝑎 *} ∪ {𝑏𝑗𝑎𝑛2

|1 ≤ 𝑛,  0 < 𝑗}
בהרצאה).(הוכחמתקבלתאבלח"הלא● 𝐿 = 𝑏 * 𝑐 * 𝑎 *∪ 𝑎 *· {𝑏𝑗𝑐𝑗𝑎𝑗|𝑗 ≥ 1}

שיכולביותרהעמוקהעץ(כי.לפחותהינושלהגזירהעץגובה 𝑧 ∈ 𝐿log
2
( 𝑧| |) + 1

לטרמינלים).+1(.לפחותהגובהלכןעליםעםמלאבינאריעץהואלהתקבל 𝑧| |log
2
( 𝑧| |)

מתקיים:העץשגובהנקבל.ש:כךותהי,יהי 𝑉(𝐺) = 𝑘𝑛 = 2𝑘𝑧 ∈ 𝐿𝑛 ≤ 𝑧| |
𝑘 + 1 = log

2
(2𝑘) + 1 ≤ log

2
( 𝑧| |) + 1 ≤ ℎ

צמתיםלפחותשהםצמתיםלפחותמכילבעץביותרארוךמסלולכלומר, 𝑘 + 2𝑘 + 1
במסלולקייםהיוניםשובךעקרוןלפיאזמשתניםרקוישהיותמשתנים.שמסמניםפנימיים 𝑘

משתנה המופיע פעמיים, כלומר שני צמתים המכילים אותו משתנה.

ח"ה:לשפותהניפוחלמתלפיהקשרחסרתאינהשהשפההוכחהתבנית 𝐿
חסרותלשפותהניפוחלמתאתמקיימתולכןהקשרחסרתהיאשהשפהבשלילהנניח 𝐿

להיותצריכה(המילהנבחרמהלמה.המובטחהקבועיהיהקשר. 𝑛 ∈ ℕ𝑧 = ___ ∈ 𝐿𝑧
המקיים:כלשהופירוקיהי.ש:ומתקיים)ב-תלויה 𝑛𝑧| | = ___ ≥ 𝑛𝑧 = 𝑢𝑣𝑤𝑥𝑦

ונציגהלמהתנאיאתהמקיימיםשלבפירוקיםנתבונן.)2(,)1( 𝑣𝑤𝑥| | ≤ 𝑛𝑣𝑥| | ≥ 1𝑧
ומכאן!!!)1(לאנבחרפירוקכלעבור._____:עבוראפשרייםמיקומים 𝑣𝑤𝑥𝑖 = ___

הלמה.אתמקיימתש:לכךסתירה.____כי 𝑧' = 𝑢𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖𝑦 ∉ 𝐿𝐿
ח"ה.לאולכןבשפהלאמפונצ'רת)(אוהמנופחתהמילהעבורומצאנוהפירוקיםבכל 𝑖𝐿
מעטאפילוממנה)נוריד(אואותהננפחשאםבשפהמילה:המילהלבחירתעקרון● 𝑧

בשפה.תהיהלאכברהיאהראשונים),התווים(מתוך 𝑛

סגירות לשפות חסרות הקשר

כל שפה סופית היא חסרת הקשר וכל שפה רגולרית היא חסרת הקשר.●
הקשר:חסרותהבאותהשפותגםרגולרית,שפהו-הקשרחסרותשפותבהינתן 𝐿, 𝐿

1
, 𝐿

2
𝑅

ח"ה 𝐿 ∩ 𝑅ח"ה 𝐿𝑅ח"ה 𝐿𝑛

רוציםאנחנוהאםנבחרהראשוןהגזירהבצעדפורמלית):(לאהוכחה-ח"ה.:איחוד 𝐿
1

∪ 𝐿
2

.מ-מילהאומ-מילה 𝐿
1

𝐿
2

למשתנהנגזורהראשוןהגזירהבצעדפורמלית):(לאהוכחה-ח"ה:שרשור 𝐿
1

· 𝐿
2

.מ-מילהעםמשורשרתמ-מילהנקבלוכךשללמשתנהוגםשלההתחלתי 𝐿
1

𝐿
2

𝐿
1

𝐿
2

אתחזרהלקבלנאפשרהראשוןהגזירהבצעדפורמלית):(לאהוכחה-ח"ה:איטרציה 𝐿 *𝑆
מההתחלה).בולבחור(אפשרונעצור.ב-נבחרלנווכשיימאס.מ-נוספתמילהלגזורכדי 𝐿

1
ε

והפרש.משליםבהכרח),(לאחיתוךלתכונות:סגורותלאח"השפות 𝐿
1

∩ 𝐿
2

𝐿‾

הקשרחסרתכיבשלילהנניח.שפהתהי:דוגמה 𝐿 = {𝑑 *} ∪ {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛:  𝑛 ≥ 1}𝐿
.השפה:אתנשקול.ותהי 𝑅 = {𝑎 * 𝑏 * 𝑐 *}𝐿

∩
= 𝐿 ∩ 𝑅 = {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛: 𝑛 ≥ 1}

לפי תכונת סגור "חיתוך ח"ה עם שפה רגולרית" ציפינו לקבל שפה חסרת הקשר, אך קיבלנו
הקשר.חסרתלאהשפהולכןבהרצאה)(הוכחהקשר!חסרתשאינהשפה 𝐿

∩
𝐿

אוטומט מחסנית אי דטרמיניסטית (א"מ)

𝑀.שביעייה:הואמחסניתאוטומט = (𝑄,  Σ,  𝑞
0
,  δ,  𝐹,  Γ,  ⊥)

- א"ב המחסנית (איזה תווים ניתן להכניס למחסנית).● Γ
אותמצב,קוראתהפונקצייה.המעברים:פונקצית-● δδ: 𝑄 × (Σ, ε) × Γ → 2𝑄×Γ*

קלט (או אפסילון) ואת ראש המחסנית ופולטת זוגות של מצב + "מה לכתוב בראש".
זה בזוגות מאחר שהאוטומט מחסנית יהיה אי-דטרמיניסטי.

- תו תחתית המחסנית.● ⊥
מקבלים)מצביםע"יקבלהבמודלרק(שייךמקבליםמצביםקבוצת-● 𝐹

באוטומט:מתקבלתמילהפיהםשעל(שקולים)מודלים2ישנם
הרגיל.באוטומטכמו-מקבליםמצביםע"יקבלה.1 𝐿

𝑓
(𝑀)

𝐿
𝑓
(𝑀) = {𝑤 ∈ Σ * |∃𝑝 ∈ 𝐹, γ ∈ Γ *  : (𝑞

0
, 𝑤, ⊥)⊢ * (𝑝, ε, γ)}

המחסניתהמילהקריאתבסוףאםאלאמקבליםמצביםאין-ריקוןע"יקבלה.2 𝐿
ε
(𝑀)

ריקה לגמרי (גם לא תו תחתית) אז המילה מתקבלת ואחרת היא לא מתקבלת.
𝐿

ε
(𝑀) = {𝑤 ∈ Σ * |(𝑞

0
, 𝑤, ⊥)⊢ * (𝑝, ε, ε)}

חלשה מאוטומט מחסנית אי-דטרמיניסטית.דטרמיניסטיתאוטומט מחסנית●
דקדוק ח"ה שקול לאוטומט מחסנית.  אוטומט סופי עם זיכרון אחד של מחסנית.●

השלשה:הוא)ID(רגעיתיאור,מחסניתאוטומטעבור:רגעי)(תיאורהגדרה 𝑀(𝑞, 𝑤, γ)
המחסנית.תוכןו-הקלטיתרתהנוכחי,הבקרהמצבכאשר: 𝑞 ∈ 𝑄𝑤 ∈ Σ *γ ∈ Γ *

.יהיה:צעדיםשנילאחרהקלטעבורלדוגמא:● 𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏(𝑞
0
, 𝑎𝑏𝑏𝑏, 𝐴𝐴)

אםל-עוקבכינאמר:עוקב)רגעי(תיאורהגדרה 𝐼𝐷
2

= (𝑝, 𝑤, βγ)𝐼𝐷
1

= (𝑞, σ𝑤, 𝑍γ)

,𝑝).אםורק β) ∈ δ(𝑞, σ, 𝑍)
ולרשוםלמצבלהגיעניתןהמחסניתוראשהקלטקריאתע"יממצבאםבמילים:● 𝑞σ𝑍𝑝

β.במחסנית את
סדרתקיימתאמ"מכלומרחישוב.צעדיסדרתיתאר:סימון ⊢ *(𝑞, 𝑤, γ)⊢ * (𝑝, 𝑥, β)

.ב-ומסתיימתב-המתחילהעוקביםרגעייםתיאורים (𝑞, 𝑤, γ)(𝑝, 𝑥, β)

אוטומט מחסנית (דטרמיניסטית)

נאמר כי אוטומט מחסנית דטרמיניסטי אם הוא מקיים את התכונות הבאות:
●∀𝑞 ∈ 𝑄,  σ ∈ Σ,  𝑍 ∈ Γ: δ(𝑞, σ, 𝑍)| | ≤ 1
.מתקיים:אזיאם● ∀𝑞 ∈ 𝑄,  𝑍 ∈ Γδ(𝑞, ε, 𝑍) ≠ Ø∀σ ∈ Σδ(𝑞, σ, 𝑍) = Ø

כלומר: מצב מצב, לכל אות קלט ולכל ראש מחסנית יש לכל היותר אפשרות אחת
להתקדם (אם ראש המחסנית שונה, זו אפשרות חדשה). בנוסף, אם קיים צעד אפסילון

ממצב כלשהו, אזי לא ניתן גם לקרוא אות במצב זה (אלא אם ראש המחסנית שונה).

שקילות אוטומט מחסנית ודקדוק חסר הקשר

.ש:כךקייםח"השפהלכל:מחסניתלאוטומטמדקדוק 𝐿𝑀𝐿 = 𝐿
ε
(𝑀)

הגדרה).(לפיאותהשיוצרח"הדקדוקקייםח"השפהלכלההוכחה:רעיון 𝐿𝐺
בדקדוק.ביותרשמאליתגזירהשיחקהא"מנבנה 𝑀

התבנית הפסוקית הנוכחית תיוצג ע"י שרשור רישא הקלט שהאוטומט קרא, יחד עם תוכן
קראנו).שכברמהאותנויענייןכאןואילולקרואשנותרמהאתהשארנוID(ב-המחסנית

𝐿).אחתבבתהמחסניתתוכניתואתהקלטמילתאתלסייםהמטרה:
ε
)

:אלגוריתם לאוטומט מחסנית
𝑆.יחידבסימןמחסניתאתחל.1
איבאופןבחראז,הדקדוקיהמשתנהמופיעהמחסניתבראשאם.2 𝐴 ∈ 𝑉

).(מסעב-המחסניתראשאתוהחלףהגזירהמכלליבאחדדטרמיניסטי 𝐴 → ααε
אתוהוצאזואותקרא,היאהבאההקלטאותוגםמופיעהמחסניתבראשאם.3 𝑏𝑏𝑏

מראש החסנית.
).2(לשלבחזור.4

𝑞.ב-הריצהבכלנאשרכלומר,מצבים.יצירתכאןאיןלב:שימו
0

בגזירהבטרמינל,מתחילהשאינהולכל:טענה ∀𝑥 ∈ 𝑇 *α ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *𝑆 ⇒ * 𝑥α
באינדוקציה).בהרצאה(הוכח.ביותרשמאלית ↔(𝑞

0
, 𝑥, 𝑆)⊢(𝑞

0
, ε, α)

בנייתע"יח"ההשפהכינוכיחא"מבהינתן:לדקדוקמחסניתמאוטומט 𝑀𝐿
ε
(𝑀)

סימולציהיבצעוהדקדוקגזירות.יהימתאים.ח"הדקדוק 𝑀 = (𝑄,  Σ,  Γ,  δ,  𝑞
0
, ⊥, Ø)

לכלמהצורהשלישיותיהיוהדקדוקמשתני.שלהמקבליםהחישוביםשל 𝑀[𝑝, 𝐴, 𝑞]
קריאתטרמינליתמילהתגזורכזושלשה.ההתחלתיוהמשתנה 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄,  𝐴 ∈ Γ𝑆↔

.למצבממצבומעברהמחסניתמראשלמחיקתלגרוםעשויהע"י 𝑥𝑀𝐴𝑝𝑞
בהרצאה).(הוכחח"ה.הינההשפהא"מלכל:משפט 𝑀𝐿

ε
(𝑀)

בעיות הכרעה לאוטומטים

?האם,ואוטומטמילהבהינתן:השייכותבעיית 𝑤𝐴𝑤 ∈ 𝐿(𝐴)
המילה.קריאתבסיוםמצבואתונבדוקעלאתנפעיל:פתרון 𝐴𝑤

?האם,אוטומטבהינתן:הריקנותבעיית 𝐴𝐿(𝐴) = Ø
לריקנות.ומספיקהכרחיתנאישקובעמשפטעלמתבסס)1(פתרוןפתרונות:שני:פתרון
בגרפים.אלגוריתםעליתבססבהרבהיותרויעיל)2(פתרון

.ש:כךאס"ד.בהרצאה):(הוכח1משפט 𝐴𝐿(𝐴) ≠ Ø⇔∃𝑧 ∈ 𝐿(𝐴)𝑧| | < 𝑄| |
אחתכלעלונפעילכלשהו,בסדרמ-קטןשאורכןהמיליםכלעלנעבור:)1(פתרון 𝑄| |

כיונשיבנעצוראזל-שייכתשהופעלההמילהאםהשייכות"."אלגוריתםאתמהם 𝐿(𝐴)
ריקה.כיונשיבהמיליםכלאתעברנוכאשרנעצוראחרת,ריקה.אינההשפה 𝐿(𝐴)𝐿(𝐴)

מילים.יבדוקהאלגוריתם,הואבאורךהמיליםמספר:)1(סיבוכיות 𝑖Σ| |𝑖Σ| | 𝑄| |−1
Σ| |−1

ריקה.השפהולא,במידהמקבל,למצבמ-מסלולקייםהאםנבדוק:)2(פתרון 𝑞
0

𝐿(𝐴)

האוטומט.עלבאמצעותלהשגההניתניםהמצביםאתביעילותלמצואניתן 𝐵𝐹𝑆
.הואשלסיבוכיות:)2(סיבוכיות 𝐵𝐹𝑆𝑂( 𝑄| | · Σ| |)

: האם שפת אוטומט נתון סופית או אינסופית.בעיית הסופיות
מילהקיימתאם"םאינסופיתהיאמצביםבעלאס"דע"יהמתקבלתהשפה:1משפט 𝐴𝑛

לפחותבאורךאחתמילהוקיימתמספיק(כלומר,.ש:כך 𝑧 ∈ 𝐿(𝐴)𝑛 ≤ 𝑧| | < 2𝑛𝑄| |
באוטומט).ראשוןמעגל-עדלבדוקלנוומספיקאינסופית,שהשפהלקבלבשביל 2𝑛
אזימקבלשהאוטומטמילהנמצאואםהמיליםכלעלנעבור:)1(פתרון 𝑛 ≤ 𝑤| | < 2𝑛
).1משפט(לפיסופית.השפהאחרת,אינסופית.השפה

.מילים:שלמעריכימספרלבדוקישהגרועבמקרה:)1(סיבוכיות Σ| |𝑛−1
Σ| |−1 · Σ| |𝑛

לו.המתאיםהגרףיהילהשגה.ניתניםמצביושכלאס"דיהי:2משפט 𝐴𝐺(𝐴)
מקבל.למצבממנולהגיעשניתןמצבהמכילמעגלב-קייםאינסופיתאזי 𝐴⇔𝐺(𝐴)

מהםמסלולשאיןהמצביםכלאתוגםישיג,שאינומצבכלמ-מחק.א:)2(פתרון 𝐺(𝐴)
. בדוק האם קיים מעגל בגרף שהתקבל.בלמצב מקבל.

.יהיהבאמצעותמעגללבדיקתבגרףמעבר:)2(סיבוכיות 𝐵𝐹𝑆𝑂( 𝑄| | · Σ| |)

?האם,אס"דיםשניבהינתן:השקילותבעיית 𝐴
1
, 𝐴

2
𝐿(𝐴

1
) = 𝐿(𝐴

2
)

נוכל לבנות אוטומט המקבל: מתוך הבניות של אוטומט לחיתוך ומשלים של שפותפתרון
𝐿.הסימטרי:ההפרששפתאת = 𝐿

1
∆𝐿

2
= (𝐿

1
\𝐿

2
) ∪ (𝐿

2
\𝐿

1
)

לשפההריקנות"ל"בעייתהיעילהאלגוריתםאתנפעיל.מתקיים: 𝐿 = Ø ↔ 𝐿
1

= 𝐿
2

𝐿

שקולים.לאהםאחרתשקולים,האוטומטיםאזריקהשהשפהלנווחזרובמידה 𝐿

בעיות הכרעה לשפות חסרות הקשר

?האם,ומילהדקדוקבהינתן:השייכותבעיית 𝐺𝑤𝑤 ∈ 𝐿(𝐺)
נמירבחומסקי:נעזראזאםאפיס.האםנבדוקפשוטאם:)1(פתרון 𝑤 = ε𝑆𝑤 ≠ ε

באורךגזירהסדרתקיימתאםחומסקי.שלהנורמליתלצורההדקדוקאת 𝐺𝑤 ∈ 𝐿(𝐺)
צעדיםועוד2ומוסיפיםמשתנהמורידיםצעד(בכלאותהשגוזרתבדיוק 2 𝑤| | − 1𝑤| |
𝑤אתגוזרתמהםאחתאםזה,באורךגזירהסדרותשלסופיתכמותישטרמינלים).לגזור

אז היא בשפה, אחרת היא לא.
גזירה.עציהמוןעללעבורצריךכיאקספוננציאליבזמןרץ:)1(סיבוכיות

הבא.בעמודעליוהסברנוסחאותבדףיש:CYKאלגוריתם)2(פתרון

)𝑂.):2(סיבוכיות 𝑤| |3)
.בלבדדטרמיניסטיא"מעבור)3(פתרון

ליניארי.זמן:)3(סיבוכיות

ריקה?האם,דקדוקבהינתן:הריקנותבעיית 𝐺𝐿(𝐺)
𝑆האםונבדוקטרמינלייםלאמשתניםלסילוקהאלגוריתםאתנריץ:הוכחה)(וגםפתרון

.טרמינלימשתנהטרמינלי:משתנה 𝑆𝐿(𝐺) ≠ Ø ↔

משפטים

.מהצורהראשונייםאינסוףקיימיםאזיאם:דיריכלהמשפט (𝑎, 𝑏) = 1𝑎𝑛 + 𝑏
לכתובניתןאםפריקהמספרפריק.אוראשוניאוהוא1מ-שלםמספרכל:פריקמספר

.1מ-גדוליםשלמיםשנישלכמכפלהאותו
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מטלות

הם:הדקדוקכלליכאשרהבא:הדקדוקיהי:תרגיל 𝐺 = ({𝐴, 𝑆},  {𝑎, 𝑏},  𝑆,  𝑃)
שרשמתםהשפהאת(ב)?הדקדוקשפתמהי(א). 𝑆 → 𝑎𝐴𝑏|𝑆𝑏.    𝐴 → 𝑎𝐴𝑏|𝑎𝑏𝐿(𝐺)

:(א)פתרוןהכיוונים).(שניבאינדוקציהכיוהוכיחוכ-סמנולעיל 𝐿𝐿(𝐺) = 𝐿
בכללשבוחריםעדbועודעודלהוסיףניתן. 𝐿(𝐺) = {𝑎𝑛𝑏𝑚| 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚}𝑆 → 𝑎𝐴𝑏

(ב):פתרוןאחד.מכלתווים2לפחותאבל.bואזaקודםשלבפורמטזהההיאהכמותואז

טענתהוכחת.:עזרטענתנוכיח.כינוכיח:1כיוון 𝐿 ⊆ 𝐿(𝐺){𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1} ⊆ 𝐿(𝐴)
נכונותנניח:צעד.ונקבל:.:בסיסהמילה:אורךעלבאינדוקציההעזר: 𝑤 = 𝑎𝑏𝐴 → 𝑎𝑏

מילהתהי.באורךמיליםעבורונוכיחאורךעדמילהלכל 𝑛𝑛 + 1𝑤 ∈ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}
כאשרעבורמכאן:כזו. 𝑤 = 𝑎𝑚𝑏𝑚 = 𝑎𝑎𝑚−1𝑏𝑚−1𝑏 = 𝑎𝑥𝑏𝑚 ≥ 2

ולכן:האינדוקציה:הנחתלפיולכן 𝑥 ∈ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}𝐴→*𝑥
אורךעלבאינדוקציההראשיתהטענהאתנוכיח. 𝐴 → 𝑎𝐴𝑏→*𝑎𝑎𝑚−1𝑏𝑚−1𝑏 = 𝑤

אורךעדמיליםעבורנכונותנניח:צעד.נקבל:.:בסיסהמילה: 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑆 → 𝑎𝐴𝑏 → 𝑎𝑎𝑏𝑏
ש:כךמכאן:כזו.מילהתהי.אורךעבורונוכיח 𝑛𝑛 + 1𝑤 ∈ 𝐿𝑤 = 𝑎𝑛𝑏𝑚

הנחתולפימתקיים:.ניקח:אזאם. 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚𝑛 < 𝑚𝑤 = 𝑎𝑛𝑏𝑚−1𝑏𝑎𝑛𝑏𝑚−1 ∈ 𝐿
אזאם.ולכן:.מתקיים:האינדוקציה 𝑆→*𝑎𝑛𝑏𝑚−1𝑆 → 𝑆𝑏→*𝑎𝑛𝑏𝑚−1𝑏 = 𝑤𝑛 = 𝑚

נקבל:העזרטענתלפימכאן.כאשרניקח: 𝑤 = 𝑎𝑎𝑛−1𝑏𝑛−1𝑏1 ≤ 𝑛
:עזרטענתנוכיח.נוכיח:2כיוון. 𝑆 → 𝑎𝐴𝑏 → 𝑎𝑎𝑛−1𝑏𝑛−1𝑏 = 𝑤𝐿(𝐺) ⊆ 𝐿

הגזירה:אורךעלבאינדוקציההעזר:טענתהוכחת. 𝐿(𝐴) ⊆ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}
nעדהנגזרתמילהלכלנכונותנניח:צעד.ואכן::בסיס 𝐴 → 𝑎𝑏𝑎𝑏 ∈ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}

.שכךכזומילהתהיצעדים.לאחרהנגזרותמיליםעבורונוכיחצעדים 𝑛 + 1𝑤𝐴→𝑛+1𝑤
𝐴.בכלל:בהכרחהשתמשנוהראשוןבצעדהגזירה,כלליהגדרתלפימכאן → 𝑎𝐴𝑏

ומכאן:.נקבל:הגזירהצעדיnבשארהאינדוקציה,הנחתלפי 𝐴→𝑛𝑥 ∈ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}

הראשיתהטענהאתנוכיחכנדרש. 𝑤 = 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎𝑎𝑘𝑏𝑘𝑏 ∈ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}
.ואכן::בסיסהגזירה:אורךעלבאינדוקציה 𝑆 → 𝑎𝐴𝑏 → 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏 ∈ 𝐿

מיליםעבורונוכיחגזירהצעדיnהיותרלכללאחרשנגזרתמילהלכלנכונותנניח:צעד

:אמקרה.מכאן:כזו.מילהתהיגזירה.צעדילאחרהנגזרות 𝑛 + 1𝑤𝑆→𝑛+1𝑤

כאשרולכן:האינדוקציה:הנחתלפיאז 𝑆 → 𝑆𝑏→𝑛𝑥𝑏 = 𝑤𝑥 ∈ 𝐿𝑥 = 𝑎𝑛𝑏𝑚

לפיאז.:במקרה.ולכן. 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚𝑤 = 𝑎𝑛𝑏𝑚+1 ∈ 𝐿𝑆 → 𝑎𝐴𝑏 → 𝑎𝑥𝑏 = 𝑤

.ולכן:שנקבלהעזרטענת 𝑥 ∈ {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}𝑤 = 𝑎𝑎𝑛𝑏𝑛𝑏 ∈ 𝐿

לאשפהותהיהשפהתהיהפריכו:אוהוכיחו:תרגיל 𝐿 = {𝑤 ∈ Σ *: 𝑤| | ≥ 1000}𝑃

בדה-מורגן:נעזרהוכחה::פתרוןרגולרית.בהכרחאזירגולרית. 𝐿 ∪ 𝑃𝐿 ∪ 𝑃 = 𝐿‾ ∩ 𝑃‾

שפהגםלכןסופית.שפהכלומרכילבנשים 𝐿‾ = {𝑤 ∈ Σ *: 𝑤| | < 1000}𝐿‾ ∩ 𝑃‾
הלאהשפות:תרגילרגולרית.גםלמשלים,מסגירותרגולרית.שהיאומכאןסופית 𝐿 ∪ 𝑃

ו-הפרכה::פתרוןלחיתוך.סגורותרגולריות 𝐿
1

= {0𝑛1𝑛|1 ≤ 𝑛}𝐿
2

= {1𝑛0𝑛|1 ≤ 𝑛}

סתירה.-רגולריתשפהיצארגולריותלאשפותשתישלחיתוךכלומר,.אזי 𝐿
1

∩ 𝐿
2

= Ø

הבאה:לשפהאוטומטבנורגולריות.שפותיהיו:תרגיל 𝐿
1
, 𝐿

2
,..., 𝐿

2𝑛

שלפורמליתבנייהלתארישקלה:הנחיה. 𝐿 = {𝑤
1
... 𝑤

2𝑛
|∀𝑖 ∈ [1, 2𝑛]:  𝑤

𝑖
∈ 𝐿

1
}

בעלמהןאחתלכלקייםולכןרגולריותהשפות:פתרוןהאוטומט. 𝐿
1
,..., 𝐿

2𝑛
ε − 𝑁𝐹𝐴

וכןנסמןבהתאמה.להםנקראיחיד,מקבלמצב 𝐸
1
... 𝐸

2𝑛
𝐸

1
= (𝑄

1
, Σ, δ

1
, 𝑞

01
, 𝑞

𝑓1
)

הבאה:בצורההשפהעבורלבנותבשבילבהםנעזרהלאה. ε − 𝑁𝐹𝐴𝐿
.𝐸(𝐿) = ({𝑄

1
} ∪ {𝑄

2
} ∪... ∪ {𝑄

2𝑛
} ∪ {𝑞

0𝑛𝑒𝑤
,  𝑞

𝑓
},  Σ, δ',  𝑞

𝑓
)

באוטומטיםמקבליםשהיומצביכל. δ'(𝑞
0𝑛𝑒𝑤

, ε) = 𝑞
01

 (𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑜𝑓 𝑄
1
)𝑞

𝑓𝑖

מתקיים:עבוריותר.מקבליםאינם 𝐸
1
... 𝐸

2𝑛
∀𝑖 ∈ [1, 2𝑛],  ∀𝑞 ∈ {𝑄

𝑖
},  ∀σ ∈ Σ

בתוכם.המקורייםלאוטומטיםזההמתנהגהחדשהאוטומטכלומר,. δ'(𝑞, σ) = δ
𝑖
(𝑞, σ)

שלהראשוןלמצבמסעחידשנוכלומר,. ∀𝑖 ∈ [1, 2𝑛 − 1]: δ'(𝑞
𝑓𝑖

, ε) = 𝑞
0(𝑖+1)

ε

האחרונה,המילהקריאתובסוף.הנוכחי.האוטומטמסוףהבא,האוטומט δ'(𝑞
𝑓2𝑛

, ε) = 𝑞
𝑓

את הבנייה שראינו בהרצאה. למעשה, הכללנוהלכנו למצב המקבל היחיד החדש במסע ε
שפות.עלתפעלשהיאכך"שרשור"סגורתכונותשל 2𝑛

𝐿הבאה:השפהתהי:תרגיל
𝑛

= 𝑤 ∈ {0, 1, 2} *  | 𝑡ℎ𝑒 𝑛𝑡ℎ 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑙𝑎𝑠𝑡 𝑐ℎ𝑎𝑟 𝑖𝑠 1{ }
הבא:האס"דאתנבנה:פתרוןלשפה.אס"דבנוכלשהו,טבעיבהינתן 𝑛

.. 𝐴 = (𝑄, Σ, 𝑞
0
, δ, 𝐹)𝑄 = {𝑞

𝑎
1
𝑎

2
....𝑎

𝑛

|∀𝑖 ∈ [𝑛]: 𝑎
𝑖

∈ {0, 1, 2}}

.𝐹 = {𝑞
1𝑎

2
𝑎

3
..𝑎

𝑛

|∀𝑖 ∈ [2.. 𝑛]: 𝑎
𝑖

∈ {0, 1, 2}}𝑞
0

= {𝑞
𝑎

1
𝑎

2
...𝑎

𝑛

|∀𝑖 ∈ [𝑛]: 𝑎
𝑖

= 0}

σ∀.מעברים: ∈ {0, 1, 2}, ∀𝑞
𝑎

1
𝑎

2
...𝑎

𝑛

∈ 𝑄: δ(𝑞
𝑎

1
𝑎

2
..𝑎

𝑛

, σ) = 𝑞
𝑎

2
𝑎

3
...𝑎

𝑛
σ

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡𝑖𝑛𝑔חדשדטרמיניסטיסופימודלנגדיר:תרגיל − 𝑠𝑒𝑡 = 𝑄, Σ, 𝑞
~

0
,  δ,  𝐹( )

מילהכינגדיראפשריים).התחלתייםמצביםשלקבוצהיש(כלומר,כאשר 𝑞
~

0
⊆ 𝑄

𝐿(𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡𝑖𝑛𝑔𝑠𝑒𝑡)באוטומט:מתקבלת = 𝑤 ∈ Σ★ |   ∃𝑞 ∈ 𝑞
~

0
   𝑠. 𝑡.    δ(𝑞, 𝑤) ∈ 𝐹{ } 

הוכיחו/הפריכו: מודל זה שקול לאס"ד. (הפרכה: דוגמה נגדית. כלומר, שפה שאחד
המודלים יכול לקבל והשני לא. הוכחה: בהינתן אוטומט ממודל אחד לבנות מהשני, ולהפך).

הבאה:בצורהונוכיחבשקילותנעזרלאס"ד.שקולאכןהמודל:פתרון ε𝑁𝐹𝐴 ≡ 𝐷𝐹𝐴
וקלהחדש:מהמודלאס"דנבנהבהינתן 𝐴 = (𝑄, Σ, 𝑞

0
, δ, 𝐹)𝐴' = (𝑄, Σ, {𝑞

0
}, δ, 𝐹)

'𝐴עבורבדיוק.שפהאותהמקבלהחדשמהמודלשהאוטומטלראות = (𝑄, Σ, 𝑞
0

~
, δ, 𝐹)

ו-לכל:אתלהגדירנותר.שקולנבנה ε𝑁𝐹𝐴𝐸 = (𝑄 ∪ {𝑞
0𝑛𝑒𝑤

}, Σ, δ', 𝐹)δ' σ ∈ Σ

כמומתנהגתשלהמעברים(פונקציית.מתקיים: 𝑞 ∈ 𝑄δ'(𝑞, σ) = δ(𝑞, σ)ε𝑁𝐹𝐴
(מהמצב.).שאינםהמצביםלכלשלהמעבריםפונקציית 𝐴'𝑞

0𝑛𝑒𝑤
δ'(𝑞

0𝑛𝑒𝑤
, ε) = {𝑞

0

~
}

מהמצבים ההתחלתיים שללכל אחדההתחלתי החדש של האוטומט ניתן לגשת במסע ε
החדשהראשוןמהמצבקלטקריאתללאבודדצעדהואהיחידוהשינויהיות).האוטומט 𝐴'

לקבוצה המצבים הראשונים במודל המקורי, השפות שקולות.

𝐿.רגולרית:לאהבאההשפהכיוהוכיחוהיוניםבשובךהעזרו:תרגיל = {𝑎𝑛𝑏𝑚: 𝑛 ≠ 𝑚}
אתנשקול.נסמןשלה.האס"דויהירגולריתהשפהכיבשלילהנניח:פתרון 𝐴𝑄| | = 𝑛

העקרוןולפימצביםרקבאוטומטאבלמיליםכאןישהמילים: ε, 𝑎, 𝑎2,..., 𝑎𝑛𝑛 + 1𝑛
ונקבל:נשרשר.המקיימים:קיימים 𝑖 ≠ 𝑗δ(𝑞

0
, 𝑎𝑖) = 𝑞

𝑢
= δ(𝑞

0
, 𝑎𝑗)𝑏𝑖

זאת:לעומת.שכן δ(𝑞
0
, 𝑎𝑖𝑏𝑖) = δ(δ(𝑞

0
, 𝑎𝑖), 𝑏𝑖) = δ(𝑞

𝑢
, 𝑏𝑖) ∉ 𝐹𝑎𝑖𝑏𝑖 ∉ 𝐿

סתירה!וזהשכן δ(𝑞
0
, 𝑎𝑗𝑏𝑖) = δ(δ(𝑞

0
, 𝑎𝑗), 𝑏𝑖) = δ(𝑞

𝑢
, 𝑏𝑖) ∉ 𝐹𝑎𝑗𝑏𝑖 ∈ 𝐿

מטלות

בגרסההיעזרו).(עםלרגולריותהניפוחללמתמוכללתגרסההוצגבמטלה:תרגיל 𝑡𝑢𝑣𝑖𝑤𝑔

כיבשלילהנניח:פתרוןרגולרית.אינהכי:להוכיחמנתעלזו 𝐿 = {𝑏𝑗𝑎𝑘2

𝑐𝑟|1 ≤ 𝑗, 𝑘, 𝑟}𝐿

המקיימתתהיהמוכללת.הניפוחלמתאתמקיימתהיאולכןרגולרית 𝑧 = 𝑎𝑛𝑏𝑛2

𝑐𝑛 ∈ 𝐿

המקייםהפירוק:עלנסתכל. 𝑛 ≤ 𝑧| | = 𝑛2 + 2𝑛𝑡 = 𝑎𝑛, 𝑠 = 𝑏𝑛2

, 𝑔 = 𝑐𝑛

ונקבל:נבחרהלמה.תנאיעלהעונהפירוקקייםולכן 𝑛 ≤ 𝑠| | = 𝑛2𝑧 = 𝑢𝑣𝑤𝑖 = 2

שכן 𝑧2 = 𝑡𝑢𝑣2𝑤𝑔 = 𝑎𝑛𝑏𝑛2+ 𝑣| |𝑐𝑛 ∉ 𝐿𝑛2 < 𝑛2 + 𝑣| | ≤ 𝑛2 + 𝑛 < (𝑛 + 1)2

רגולרית.אינהולכןהניפוח,למתשלהמוכללתלגרסהבסתירה 𝐿

הניפוחלמתשלהמוכללתהגרסהכיהראו.:1תרגיל 𝐿 = {𝑎𝑐|𝑐 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒}
שהשפה מורכבת מתו יחיד בא"ב: בגללפתרוןלרגולריות לא תורמת להוכחת אי הרגולריות.

עוזרת.לאעדייןהלמהשלהגרסהולכןשננפחהאותיותnהיכןמשנהלאאזהקלט
(הרגיל)הניפוחלמתבעזרתרגולריתאינהכיהוכיחו)composite(שפהלאותו:2תרגיל 𝐿𝐿

.מהצורהראשונייםאינסוףקיימיםאזיאםדיריכלה:משפטובעזרת (𝑎, 𝑏) = 1𝑎𝑛 + 𝑏
כלשהוראשונייהימהלמה.המובטחהקבועויהירגולריתכיבשלילהנניח:פתרון 𝐿𝑛𝑛 < 𝑝

פירוקקייםולכןהמקיימתהמילהאתונשקול 𝑧 = 𝑎𝑝2

∈ 𝐿𝑛 < 𝑝 < 𝑝2 = 𝑧| |𝑧 = 𝑢𝑣𝑤
ולכןבהכרחאזיו-ו-היות.המקיים 1 ≤ 𝑣| |, 𝑢𝑣| | ≤ 𝑛𝑛 < 𝑝1 ≤ 𝑣| | ≤ 𝑛( 𝑣| |, 𝑝) = 1

עבורםמספריםאינסוףקיימיםדיריכלה,משפטלפילכן.גם ( 𝑣| |, 𝑝2) = 1𝑘𝑣| |𝑘 + 𝑝2

ללמה.בסתירהונקבל:נבחרראשוני. 𝑖 = 𝑘 + 1𝑎𝑝2+(𝑖−1) 𝑣| | = 𝑎𝑝2+𝑘 𝑣| | ∉ 𝐿

𝐿 (1)):נרוד(לפירגולריותהבאותהשפותהוכיח/הפריכו::תרגיל
1

= {𝑎𝑝|𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒}

.(2) 𝐿
2

= {𝑎𝑛!|𝑛 ∈ 𝑍+} ,  (3) 𝐿
3

= {𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏, 𝑐} * |𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 '𝑎𝑎𝑏'}

במחלקותמהשפהמיליםזוגשכללהראותמספיקאינסופית,שפהש:מכיוון:1פתרון 𝐿
1

מחלקתבאותההמיליםראשונייםזוגעבורכיבשלילהנניחנפרדות.שקילות 𝑝 < 𝑞𝑎𝑝,  𝑎𝑞

גםולכןגםאזשאםמכאןשקילות. 𝑎𝑝𝑎𝑞−𝑝 = 𝑎𝑞 ∈ 𝐿
1

𝑎𝑞𝑎𝑞−𝑝 = 𝑎2𝑞−𝑝 ∈ 𝐿
1

.לכלכיבאינדוקציהלהוכיחניתןכללי,.באופן 𝑎2𝑞−𝑝𝑎𝑞−𝑝 = 𝑎3𝑞−2𝑝 ∈ 𝐿
1

𝑎𝑝+𝑖(𝑞−𝑝)𝑖 ≥ 0

סתירה.וזופריקמספרקיבלנוכלומראזעבוראבל 𝑖 = 𝑝𝑎𝑝+𝑝(𝑞−𝑝) = 𝑎𝑝(1+𝑞−𝑝) ∈ 𝐿
1

כלומר,יהיו.האינסופיתהמיליםקבוצתאתנגדיר:2פתרון 𝐴 = {𝑎𝑛!|1 ≤ 𝑛}𝑖 ≠ 𝑗

כי:ומתקיים.הסיפאאתנשקולבשפה.כלליותמיליםשתי 𝑎𝑖!, 𝑎𝑗!𝑧 = 𝑎(𝑖+1)!−𝑖!

אינסופיתבקבוצהמיליםשתילכלאבל 𝑎𝑖!𝑧 = 𝑎(𝑖+1)! ∈ 𝐿
2

𝑎𝑗!𝑧 = 𝑎(𝑖+1)!−𝑖!+𝑗! ∉ 𝐿
2

רגולרית.אינהנרוד,משפטלפילכן,.ולכןמפרידהסיפאקיימת 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐿
) = ∞𝐿

5

אתנגדירוממנולשפה,אס"דנבנה:3פתרון
מחלקותלכן.שלהשקילותמחלקות 𝑅

𝐿

השקילות הן:

𝑆
0

= (𝑏 + 𝑐) * 𝑎((𝑏 + 𝑐) *+ 𝑎+𝑐) + (𝑏 + 𝑐) *

𝑆
1

= 𝑆
0
𝑎,      𝑆

2
= 𝑆

0
𝑎𝑎+,   𝑆

3
= 𝑆

0
𝑎𝑎+𝑏(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) *

מחלקה אינן ניתנות להפרדה וכל, כל שתי מילים מאותההמחלקות זרות ומכסות את כל Σ *
רגולרית.ולכןלהפרדה.ניתנותכןשונותממחלקותמיליםשתי 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐿
) = 4

השקילותמחלקותמהןא..תהי:תרגיל 𝐿 = {𝑤 ∈ {0, 1} * |#
1
(𝑤) ≡ 0, 5(𝑚𝑜𝑑 6)}

(המקיימתקיימתהוכיחו/הפריכו:ג.זו.לשפההדרושמינימליDFAממשוב.?של 𝑅
𝐿

𝐿'

שכך)(המקיימתקיימתהוכיחו/הפריכו:ד..אתמעדןשכך) 𝐿 ≠ 𝐿'𝑅
𝐿'

𝑅
𝐿

𝐿''𝐿 ≠ 𝐿''𝑅
𝐿

כיצדו..אתמעדןעבורןשפותאינסוףקיימתהוכיחו/הפריכו:ה..אתמעדן 𝑅
𝐿''

𝐿
~

𝑅
𝐿
~𝑅

𝐿

𝐿?עבורב'סעיףשלהתשובהתשתנה = {𝑤 ∈ {0, 1} * |#
0
(𝑤) ≡ 1, 4(𝑚𝑜𝑑 6)}

𝑖∀הן:השקילותמח'(א):פתרון ∈ [0, 5]:  𝑆
𝑖

= {𝑤 ∈ {0, 1} * |#
0
(𝑤) ≡ 𝑖(𝑚𝑜𝑑 6)}

במבחןהאוטומטאת(ציירובאוטומטמצביםשישהנדרשותשקילות,מחלקות6וישהיות(ב)
'𝐿.תהינכונה:הטענה(ג)מפתרון).חלק- = {𝑤 ∈ {0, 1} * |#

1
(𝑤) ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 12)}

לכן.שלבמחלקהמוכלתשלומחלקהכלוכישקילותמח'12ישל-כילהראותקל 𝑅
𝐿'

𝑅
𝐿

𝑅
𝐿'

מחלקתישל-כילהראותקל.תהינכונה:הטענה(ד)כנדרש.אתמעדן 𝑅
𝐿

𝐿'' = Σ *𝑅
𝐿''

שלהבודדתבמחלקהמוכלתשלמהמחלקותאחתכלולכןבהרצאה)(ראינואחתשקילות 𝑅
𝐿

שפהכלשלולכן6שלכפולותאינסוףישטבעיים,אינסוףוישהיותנכונה:הטענהה)(. 𝑅
𝐿''

𝑅
𝐿

אזיכלשהו.עבוריהיכזו:לבנייהדוגמה.אתיעדןשלמודולועלנלךבה 6𝑘𝑅
𝐿

𝑁 = 6𝑘𝑘

כעת(ו).אתמעדןכימקיימת 𝐿
 𝑁

= {𝑤 ∈ {0, 1} * |#
1
(𝑤) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑁)}𝑅

𝐿
𝑁

𝑅
𝐿

נוסחאותבדף(חסרשכןשקילותמחלקותשלושמספיקות 1, 4(𝑚𝑜𝑑 6) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3)
המקבל).הוא1ומצב"1"להעבירi+1ל-iמצבמכלמצבים,3לציירפשוטאוטומט,שלציור

שקילותיחסהינושהיחסהראנו,אלגוריתםנכונותהוכחתבתחילת:תרגיל 𝐻𝑜𝑝𝑐𝑟𝑜𝑓𝑡 𝑅‾

‾𝑅היחסכינוכיח:פתרון.איטרציהסיוםבכלשקילותמהווההיחסכיהוכיחוהריצה.בסוף
הינו יחס שקילות בסיום כל איטרציה של האלגוריתם. נסתמך על האינווריאנטה שהוכחה

עלשמופרדהזוגאתליחסמכניסהאלגוריתםiה-"בשלבאחר):טיפה(בניסוחבהרצאה 𝑅
אינןהןאמ"ממתקייםה-השלבבסוףכינקבלזומטענה".באורךמילהידי 𝑖𝑖(𝑝, 𝑞) ∈ 𝑅‾

הינוהיחסשקילות.יחסהינוכילהראותנותרומטה.iבאורךסיפאע"ימופרדות 𝑅‾𝑅‾
רפלקסיבי וסימטרי (היחס מוגדר על זוגות מבלי חשיבות לסדר) ונותר רק להראות שהוא

שמתקיים:כךויהיוטרנזיטיבילאבשלילהנניחטרנזיטיבי. 𝑅‾𝑝, 𝑞, 𝑟𝑅‾(𝑝, 𝑞) ∧ 𝑅‾(𝑞, 𝑟) ∧
עבורכלומר.ביןהמפרידהiאורךעדסיפאקיימתלכן. ∧ 𝑅‾(𝑝, 𝑟)𝑧𝑝, 𝑟𝑦 ∈ 𝐿(𝑟),

יקרהמה:נשקוללהפך).(אואךמתקיים , 𝑥 ∈ 𝐿(𝑝)𝑥𝑧 ∈ 𝐿𝑦𝑧 ∉ 𝐿𝑤 ∈ 𝐿(𝑞)
ב':מקרה.ביןמפרידהולכןא':מקרה?סיפאאותהאתכשנשרשר 𝑧𝑤𝑧 ∈ 𝐿𝑧𝑟, 𝑞

סתירה..ביןמפרידהולכן 𝑤𝑧 ∉ 𝐿𝑧𝑝, 𝑞

שימושבוואיןהמקייםרגולריביטויקייםהפריכו:אוהוכיחו:תרגיל 𝑟 ∈ 𝑅
0,1

𝐿[𝑟] = 1 *{ }

באינדוקציהנוכיח:פתרוןמבנית.באינדוקציההיעזרוהנחיה:.היצירהבכלל 𝑟 → 𝑟 *  
שביטוי רגולרי שלא משתמש בכלל יצירה "איטרציה" תמיד ייצר שפה סופית. בסיס

עדלושישרגולריביטוישכלנניח. 𝐿[Ø] = Ø,  𝐿[ε] = {ε},  ∀σ ∈ Σ:  𝐿[σ] = {σ}𝑛
יצירהצעדיעםרגולריביטויונשקולאינסופיתשפהיוצראיטרציהשאינםיצירהצעדי 𝑛 + 1

הצעדיצירה.צעדימהםאחדשלכלרגולרייםביטוייםשנייהיואיטרציה.שאינם 𝑟
1
, 𝑟

2
𝑛

איחודולכןהאינדוקציהמהנחתשתיהןאךנקבלעבור.אויהיההנוסף +·+𝐿[𝑟
1
] ∪ 𝐿[𝑟

2
]

שפות סופיות נשאר סופי, שכן האיחוד הוא חיבור גדלי השפות פחות החיתוך (הכלה והדחה).
הראשונהבהרצאהוראינוהאינדוקציהמהנחתסופיותשתיהןאךנקבלעבור ·𝐿[𝑟

1
] · 𝐿[𝑟

2
]

כי שפת השרשור חסומה במכפלת גדלי השפות המקוריות, כלומר, גם סופית.
.

(המשך) בעיות הכרעה לשפות חסרות הקשר

אינסופית?אוסופיתהאם,דקדוקבהינתן:הסופיותבעיית 𝐺𝐿(𝐺)
(הוכח).סופית.האםהמכריעאלגוריתםקייםח"הדקדוקבהינתן:משפט 𝐺𝐿(𝐺)
יש(אםמיותריםוסימניםכללייחידה,כלליאיןב-וכיכיבה"כנניח:הוכחה ε ∉ 𝐿(𝐺)𝐺ε

כאלה, נוכל להפעיל את האלגוריתמים המסלקים אותם).
והצלעותשלהמשתניםקבוצתהיאהצמתיםקבוצתבומכווןגרףנבנה 𝐷 = (𝑉, 𝐸)𝑉𝐺

𝐸.כך:מוגדרות = {(𝐴, 𝐵) | 𝐴 → α𝐵β ∈ 𝑃,  α, β ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *}
.אואוכלומרולכןיחידהכלליאיןב- 𝐺αβ| | ≥ 1α ≠ εβ ≠ ε

מכוון.מעגלקייםבגרףאינסופית:טענה 𝐿(𝐺)⇔𝐷
סדרתאתנציג,….מכוון,מעגלישב-כינניחא'):(כיוון:מההרצאה)(חלקיתהוכחה 𝐷

מיותריםסימניםבדקדוקואיןמאחר.הגזירה: 𝐴
𝑛

→ α
1
𝐴

2
β

1
→... → α

1
... α

𝑛
𝐴

1
β

𝑛
.... β

1

,,ש:כךמיליםקיימותהקודם)המשפט(לפי 𝑣, 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑇 *α
1
.. α

𝑛
→ * 𝑣𝐴

1
→ * 𝑤

נוכללסיכום.גזירה:סדרתקיימתהניפוח),למתלפי(זה β
𝑛
.... β

1
→ * 𝑥𝑆 → * 𝑢𝐴

1
𝑦

.אוהסדרה:אתלרשום 𝑆 → * 𝑢𝐴
1
𝑦 → * 𝑢𝑤𝑦𝑆 → * 𝑢𝐴

1
𝑦 → *... → * 𝑢𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖𝑦

.לפחותשאורכוגזירהעץיש…משתנים.ו-אינסופיתכינניחב'):(כיוון 𝐿(𝐺)𝑛𝑛 + 1
שובךלפימשתנים.לפחותכלומר,סימנים,לפחותמכילכזהמסלול 𝑛 + 2𝑛 + 1
ש:כךמשתניםקיימיםלכןפעמיים.המופיעמשתנהקייםהיונים, 𝐴

1
𝐴

2
, 𝐴

3
,..., 𝐴

𝑡

.ב-מעגלשזהנקבלולכןהגזירהבעץמסלולהוא 𝐴
1

→ 𝐴
2

→ 𝐴
3

→... → 𝐴
𝑡

→ 𝐴
1

𝐷

:לדח"ה)השייכות(בעייתCYKאלגוריתם
.הואההתחלתיוהמשתנההםבדקדוקהמשתניםכינניח 𝑅

1
= 𝑆,  𝑅

2
,..., 𝑅

𝑟
𝑅

1

ומחזירה,שלמחרוזתתתממשתנהלגזורניתןהאםבודקתשפונקציהנגדיר 𝑓𝑅
𝑎

𝑤

משתניםשניגוזרהואאםתת-מילה,גוזרמשתנהרקורסיבי:הואהרעיון.בהתאם 𝑇 𝑜𝑟 𝐹
אורך תתשגוזרים את הרישא והסיפא של תת-המילה. הקלט של הפונקציה הוא שלשה: ℓ

גוזרים:ממנומשתנהו-מילההתתשלראשוןתואינדקסמילה, 𝑗𝑎
ש:כךאם● 𝑓(ℓ, 𝑗, 𝑅

𝑎
) = 𝑇∃1 ≤ 𝑘 < ℓ,  ∃𝑏, 𝑐

.𝑅
𝑎

→ 𝑅
𝑏
𝑅

𝑐
∧ 𝑓(𝑘, 𝑗, 𝑅

𝑏
) ∧ 𝑓(ℓ − 𝑘,  𝑗 + 𝑘 + 1,  𝑅

𝑐
)

אחרת.● 𝑓(ℓ, 𝑗, 𝑅
𝑎
) = 𝐹

.בגודלבוליאניתמטריצהנאתחלדינמי.תכניתבשיטתיהיההמימוש 𝑃𝑛 × 𝑛 × 𝑟
של תתי המילה. בכל, האורכיםנמלא אותה בהתאם לפונקציה. נגדיל בהדרגה את ℓ

המטריצהכל:אתחולשחישבנו.הקודמותהתוצאותעלנתבססאיטרציה ℓ = 1
אםהדקדוקשליחידכללילפי1באורךמחרוזותתתימלבד,ב-מאותחלת 𝐹𝑟

𝑣
→ 𝑤[𝑗]

המתחילהבאורךמחרוזתתתלכל:צעד.נמלאאז 𝑃[1, 𝑗, 𝑣] = 𝑇ℓ = 2,..., 𝑛
לאחרלשנייםאותהלפצלניתןהאםלבדוקישבאינדקס 𝑗 = 1... 𝑛 − ℓ + 1

אםכלומרבנפרד.חלקכלולגזורתווים 𝑘 = 1... ℓ − 1
כאן(יש.נעדכן. 𝑃[𝑘, 𝑗, 𝑏] ∧ 𝑃[ℓ − 𝑘, 𝑗 + 𝑘, 𝑐] ∧ 𝑅

𝑎
→ 𝑅

𝑏
𝑅

𝑐
𝑃[ℓ, 𝑗, 𝑎] = 𝑇

האינדקסהוא1ו-כאשראתנחזיר:סיום).עלמקוננתלולאה ℓ, 𝑗, 𝑘𝑃[𝑛, 1, 1]𝑛 = 𝑤| |
.:ריצהזמןהדקדוק.מתוךאתלגזורניתןהאםלדעתנוכלכך.שלהראשון 𝑤𝑤𝑂(𝑛3)

ומילהח"הדקדוקשבהינתןכךלאלגוריתםלבצעצריךשינויאיזה:תרגיל 𝐶𝑌𝐾𝐺𝑤
בצורההואוגםש:להניחניתןנמקו.?האםיקבע 𝑤 ∈ 𝑆𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥(𝐿(𝐺))𝑤 ≠ ε𝐺

הנורמלית של חומסקי, ולא מכיל משתנים לא טרמינליים.
אפיסיםמשתניםשאיןמכיווןאחריה."משהו"ועודאתיגזורשהאלגוריתםנרצה:פתרון 𝑤
ישכלשהו.עבורש:להראותמספיקחומסקי,שלהנורמליתבצורה 𝑆 ⇒ * 𝐴𝑤𝐴 ∈ 𝑉

כלכימחרוזת,ממנו(תיגזרכלשהומשתנההואשהראשוןתווים,בעצםכאן 𝑛 + 1
𝑛)בגודלמערךלהגדירנצטרךכאן,טרמינליים).המשתנים + 1) × (𝑛 + 1) × 𝑟

אםעבורלקודם,בדומההאתחול.שלבאתמעטולשנות 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 + 1𝑟
𝑣

→ 𝑤[𝑗]

נמלאלכלבנוסף,אך.יהיוהתאיםיתר.נמלאאז 𝑃[1, 𝑗, 𝑣] = 𝑇𝐹𝑣 ∈ [𝑟]
.באורךמילהעלל-זההההמשך. 𝑃[1, 1, 𝑣] = 𝑇𝐶𝑌𝐾𝑛 + 1

מטלות

.הבא:בדקדוקהמיוצרתשפהתהיתרגיל: 𝐿𝐺 = (𝑉 = {𝑆}, 𝑇 = {𝑎, 𝑏}, 𝑆, 𝑃)
לשפותהלמהעבורוביותרהקטןה-אתמצאו.ש:כך 𝑃 = {𝑆 → 𝑎𝑆𝑎|𝑏𝑆𝑏|𝑎𝑎|𝑏𝑏}𝑛

במדויק).אותולמצואולאל-יעילחסםלתת(ישזו.שפהעבורמתקיימתח"ה 𝑛
חומסקי, לפי האלגוריתם: צריך קודם להמיר את הדקדוק לצורה הנורמלית שלפתרון

.ל-המשתניםאתנוסיף:1שלבבהרצאה.שנלמד 𝐶
𝑎
, 𝐶

𝑏
𝑉

מופיעיםבהםהגזירהכלליבשנילטפלנותר.ונחליף: 𝑆 → 𝐶
𝑎
𝑆𝐶

𝑎
|𝐶

𝑏
𝑆𝐶

𝑏
|𝐶

𝑎
𝐶

𝑎
|𝐶

𝑏
𝐶

𝑏

והכללל:יהפוךהכללמשתנים:שלושה 𝑆 → 𝐶
𝑎
𝑆𝐶

𝑎
𝑆 → 𝐶

𝑎
𝐷,  𝐷 → 𝑆𝐶

𝑎
𝑆 → 𝐶

𝑏
𝑆𝐶

𝑏

ישכלומרשלנובדקדוקישלכן.ל:יהפוך 𝑆 → 𝐶
𝑏
𝐸,  𝐸 → 𝑆𝐶

𝑏
𝑉 = {𝑆, 𝐶

𝑎
, 𝐶

𝑏
, 𝐷, 𝐸}

.הואהניפוחמלמתהמובטחהחסםולכןמשתניםלנו 𝑉| | = 5𝑛 ≤ 25 = 32

2).מלבדהדבראותו(הכלח"הלשפותהניפוחלמתגרסתנתונהתרגיל: ≤ 𝑣𝑥| |

הזאת.הלמהבעזרתח"האינההשפהכיהוכיחו 𝐿 = {𝑎 *} ∪ {𝑏𝑗𝑎𝑛2

|0 < 𝑗, 1 ≤ 𝑛}

תהימהלמה.המובטחהקבועויהיח"הכיבשלילהנניח:פתרון 𝐿𝑛𝑧 = 𝑏𝑎𝑛2

∈ 𝐿
התנאיםשלושאתהמקייםפירוקקייםולכןהמקיימת 𝑛 ≤ 𝑛2 + 1 = 𝑧| |𝑧 = 𝑢𝑣𝑤𝑥𝑦

כיונקבלעםננפחעבור. 2 ≤ 𝑣| | + 𝑥| | ,  𝑛 ≤ 𝑣𝑤𝑥| |𝑣𝑥 = 𝑏𝑎𝑖 = 2𝑏𝑎𝑏𝑎𝑛2

∉ 𝐿
עבורבהרצאהשהוכחנוכמווממשיךבננפחעבורמהפורמט.יצאנו 𝑣𝑥 = 𝑎 𝑣𝑥| |𝑖 = 2

המנופחתהמילהעבורוטבעימצאנופירוקלכלח"ה.שאינההשפה 𝐿 = {𝑎𝑗2

|𝑗 ≥ 1}𝑖
לא בשפה, בסתירה ללמת הניפוח, ולכן השפה אינה ח"ה.

מחסניות).2עם(א"מחדש:מודלנגדירתרגיל: 𝑀
~

= (𝑄, Σ, 𝑞
0
, δ, 𝐹, Γ

1
, Γ

2
, ⊥

1
, ⊥

2
)

האוטומט מקבל מילה אם המילה נגמרה והגענו למצב מקבל, או שהמילה נגמרה ושתי

δ.ריקות.המחסניות 𝑄 × (Σ ∪ ε) × Γ
1

× Γ
2( ) → 2

𝑄 × Γ
1
*  × Γ

2
*

𝐿.השפה:עבורזהממודלאוטומטבנו
2
 =  𝑤𝑤𝑅𝑤𝑤𝑅 | 𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*{ }

מתקיים:עבור:פתרון ∀σ, σ
1
, σ

2
∈ {𝑎, 𝑏}δ(𝑞

0
, σ, ⊥

1
, ⊥

2
) = (𝑞

0
, σ⊥

1
, ⊥

2
)

δ(𝑞
0
, σ

1
, σ

2
, ⊥

2
) = (𝑞

0
, σ

1
σ

2
, ⊥

2
) ,  δ(𝑞

0
, ε, σ, ⊥

2
) = (𝑞

1
, σ, ⊥

2
) 

δ(𝑞
1
, σ, σ, ⊥

2
) = (𝑞

1
, ε, σ⊥

2
) ,  δ(𝑞

1
, σ, σ, σ

1
) = (𝑞

1
, ε, σσ

1
) 

δ(𝑞
1
, ε, ⊥

1
, σ) = (𝑞

2
, ⊥

1
, σ) ,  δ(𝑞

2
, σ, ⊥

1
, σ) = (𝑞

2
, σ, ε) 

δ(𝑞
2
, σ, σ

1
, σ) = (𝑞

2
, σσ

1
, ε) ,  δ(𝑞

2
, σ, ⊥

2
) = (𝑞

3
, σ, ⊥

2
) 

δ(𝑞
3
, σ, σ, ⊥

2
) = (𝑞

3
, ε, ⊥

2
) ,  δ(𝑞

3
, ε, ⊥

1
, ⊥

2
) = (𝑞

4
, ε, ε) 

אתנמלאwקריאתבעתכללי:לשפה.המחסניות2ריקוןע"יהמקבלא"מנבנה:הסבר

השנייהאתנמלאוגםהראשונההמחסניתאתנרוקןקריאתבעתהראשונה,המחסנית 𝑤𝑅

𝑤𝑅קריאתובעת1ה-אתונמלא2ה-המחסניתאתנרוקןwקריאתבעתכי,לב(שימו

לבצעשנוכלכדיהמחסניות2ב-התחתיותאתלהשאירנצטרך.1ה-המחסניתאתנרוקן
צעדים נוספים. בסוף נרוקן את שתיהן במסע אפסילון למצב החדש.

2022-עזריהדור
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שפות לא רגולריות שהוכחנו בהרצאות

{𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ≥ 1}{𝑥 ∈ {𝑎, 𝑏} * |#
𝑎
(𝑥) = #

𝑏
(𝑥)}

{𝑥𝑥|𝑥 ∈ {𝑎, 𝑏} ח”הולא{* {𝑎𝑘2

|𝑘 ∈ 𝑁}{𝑎𝑖𝑏𝑗|𝑖 ≠ 𝑗}

{𝑎𝑖𝑏𝑗|𝑖 ≤ 𝑗}{𝑎𝑖𝑏𝑗|𝑖 ≠ 𝑗}{𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘|𝑚𝑖𝑛(𝑖, 𝑗) ≤ 𝑘}

{𝑎𝑛𝑐𝑛} ∪ {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛}{𝑎𝑛𝑏𝑚𝑐𝑚} ∪ {𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑚}{𝑎𝑛𝑏3𝑛𝑐𝑛} ∪ {𝑎𝑛𝑏3𝑛𝑐3𝑛}

𝑎𝑗𝑏𝑗𝑐𝑗|𝑗}ח"הלא ≥ ח"הלא{1 {𝑤𝑤|𝑤 ∈ Σ *}

הוכחות מהרצאות

האוטומטמצבימספרשהוא,אזיאתהמקבלאס״דאם:טענה 𝐴𝐿𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 𝑅
𝐿( )≤|𝑄

𝐴
|𝐴

𝐿

שלוהמצביםכמותאז,מהשפהאוטומטלנוישאםכלומר,נרוד.משפטמהוכחת 𝐿
.אתמעדןולכןההגדרהלפי:הוכחהמינימלית. 𝐿 = 𝐿(𝐴)𝑅

𝐴
𝐿

.ולכן,אתמעדןכימתקייםשלהאפיוןממשפט 𝑅
𝐿

𝑅
𝐴

𝑅
𝐿

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 𝑅
𝐿( )≤𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐴
)

כנדרש.,ובקצרה 𝑄
𝐴

𝐿

|
|
|

|
|
|

= 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 𝑅
𝐿( )≤𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 𝑅

𝐴( ) ≤ 𝑄
𝐴| |𝑄

𝐴
𝐿

|
|
|

|
|
|
≤|𝑄

𝐴
|

אםכינובעשלמההגדרה:הוכחה.אזיאם:Hoptoftשל2טענה 𝑞
~

∈ 𝐹
~

𝑞
~

⊆𝐹𝐹
~

𝑞
~

∈ 𝐹
~

ע״ילהפרדהניתניםמכאן.אךקייםכיבשלילהנניח.ש-כךאזי ∃𝑞∈𝑞
~

𝑞∈𝐹𝑝∈𝑞
~

𝑝∉𝐹𝑝, 𝑞
ל-(ולהיכנסשלשונותשקילותלמחלקותלהשתייךצריכיםהם,1טענהלפיכלומר,, ϵ𝑅𝑅

.שלשקילותמחלקתבאותה,ש-לכךבסתירה).0באיטרציהכבר 𝑝, 𝑞∈𝑞
~

𝑅

שאנומועמדלכלצורהבאותה(מוגדרתהיטבמוגדרת:Hopcroftשל3טענה δ
~

𝑞∈𝑞
~

אזי,שאםנראה.ש-כךהגדרנו:הוכחהבוחרים). δ
~

𝑞
~

, σ( ) = δ 𝑞, σ( )[ ]
𝑅

𝑞∈𝑞
~

𝑝, 𝑞∈𝑞
~

נסמןנכון,לאזהכיבשלילהנניח. δ 𝑞, σ( )[ ]
𝑅

= δ 𝑝, σ( )[ ]
𝑅

δ 𝑞, σ( ) = 𝑞', δ 𝑝, σ( ) = 𝑝'

לכן,.ש-לכךשקולההזוההנחה.כיונניח 𝑝'[ ]𝑅
≠ 𝑞'[ ]𝑅

𝑝', 𝑞'( )∈𝑅↔ 𝑝', 𝑞'( ) ∉ 𝑅

ש-לכךבסתירהל-ביןמפרידאזאבל.ביןהמפרידקיים1מטענה 𝑧𝑝', 𝑞'σ𝑧𝑝𝑞
. 𝑝, 𝑞( ) ∈ 𝑅

הקשרחסרידקדוקיםלהןקיימים,ח"השפותבהינתן–ח"ה:סגירות 𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝐿
1
, 𝐿

2

לשפהמתאיםהבאהדקדוקאזי 𝐺
1

= (𝑉
1
, 𝑇

1
, 𝑆

1
, 𝑃

1
),  𝐺

2
= 𝑉

2
, 𝑇

2
, 𝑆

2
, 𝑃

2( )
: 𝐿

1
∪ 𝐿

2
𝐺

1∪2
= (𝑉

1
∪ 𝑉

2
∪ 𝑆{ }, 𝑇

1
∪ 𝑇

2
, 𝑆, 𝑃

1
∪ 𝑃

2
∪(𝑆→𝑆

1
|𝑆

2
}

אוכילהראותיש.תהייראשון:כיוון:הוכחה 𝑤∈𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝑤∈𝐿(𝐺
1∪2

)𝑤∈𝐿
1

→ 𝑆
1
⇒*

-מהגזירהכלליכלאתמכיליםשלהגזירהוכלליהיות 𝑤∈𝐿
2

→ 𝑆
2
⇒*𝐺

1∪2
𝐺

2
, 𝐺

1

הנגזרותהמיליםוכלהיות.תהיישני:כיוון.כינקבל 𝑆→𝑆
1
|𝑆

2
𝑤∈𝐿

1
∪ 𝐿

2
𝑤∈𝐿(𝐺

1∪2
)

.אואזי-מהצורההןמ- 𝐺
1∪2

𝑆→𝑆
2
⇒*𝑤𝑤∈𝐿

1
𝑤∈𝐿

2

מ'Mלבנותשניתןנראהבהינתן:אכיווןשקילותהוכחת 𝐿
ε
(𝑀) ≡ 𝐿

𝑓
(𝑀)𝐿

𝑓
𝑀( )𝐿

ϵ
(𝑀)

ש-כךא"מקייםאזיו-עבורהתהיי 𝑀
1

𝐿 = 𝐿
𝑓
(𝑀)𝑀

1
= (𝑄, Σ, Γ, 𝑞

0
, δ, 𝐹, ⊥)𝑀

2

,מקבללמצבתיכנסכאשראך,כמויתנהגהא"מ:הבנייהרעיון. 𝐿 = 𝐿
ϵ
(𝑀

2
)𝑀

2
𝑀

1

המחסנית.אתרוקנהמתילזהותנצטרךהמחסנית.אתשמרוקןלמצבאתנכניס 𝑀
2

𝑀
1

ובצעד,התחתיתאתתכילהריצהבתחילתלכןכפולה".ב"תחתיתנשתמשולכן 𝑀
2

⊥
2

.הרצתלפני,הזוההכנסהאתשביצעגםיהיהלכן.אתתכניסהיאהראשון ⊥
1

𝑞
0

𝑀
1

לכן נקבל את א"מ הבא :

וגםכאשר 𝑀
2
 =  𝑄 ∪  {𝑞

𝑒
 ,  𝑞

0
 '} ,  Σ,  Γ ∪ {⊥

2
} ,  δ ' ,  𝑞0 ' ,  ⊥

2
, ϕ) 𝑞

𝑒
. 𝑞

0
' ∉𝑄

מתנהגאזאואם.:אתנגדיר ⊥
2

∉ Γδ'δ' 𝑞
0
' , ϵ, ⊥

2( ) = { 𝑞
0
, ⊥

1
, ⊥

2( )}𝑞∉𝐹σ∉ϵ𝑀
2

נגדיראזאם.לכלכלומר,כמו 𝑀
1

𝑍∈Γδ' 𝑞, σ, 𝑍( ) = δ(𝑞, σ, 𝑍)𝑞∈𝐹⊥
2
}∀𝑍∈Γ∪{

ואפשרבכמורגיללהתקדםאפשר,(כלומר δ' 𝑞, ϵ, 𝑍( ) = δ 𝑞, ϵ, 𝑍( )∪{ 𝑞
𝑒
, ϵ( )}𝑀

1

נגדי=המחסנית).כלאתמרוקניםבולמצבללכת ∀𝑍∈Γ∪{⊥
2
}δ 𝑞

𝑒
, ϵ, 𝑍( ) = (𝑞

𝑒
, ϵ)

:כינוכיחתחילה.כינוכיחומרוקנים).במקום(נשארים 𝐿
𝑓

𝑀
1( ) = 𝐿

ϵ
(𝑀

2
)

עבורחישובקייםכלומרתהיי. 𝐿
𝑓

𝑀
1( ) ⊆ 𝐿

ϵ
(𝑀

2
)𝑥∈𝐿

𝑓
𝑀

1( )(𝑞
0
, 𝑥, ⊥

1
⊢*(𝑝, ϵ, γ)

:)(שלא'כללעפ"י:כךגםשיתקבלעדxשלהמסלולאתנמשיך.ו- 𝑝∈𝐹γ∈Γ*𝑀
2

δ

,xהמילהקריאתבכלכמומתנהגב',כללעפ"י (𝑞
0
' , ϵ, ⊥

2
)⊢

𝑀
2

(𝑞
0
, 𝑥, ⊥

1
, ⊥

2
)𝑀

2
𝑀

1

אות)(ריקוןג'כללבעזרתלמצבנעבורמשםלכן.ולכן 𝑞
0
, 𝑥, ⊥

1( )⊢
𝑀

2

* (𝑝, γ, ⊥
2
)𝑞

𝑒

מתקייםלסיכום.ד':כללעפ"ילרוקןונמשיך 𝑝, ϵ, γ, ⊥
2( )⊢

𝑀
2

* (𝑞
𝑒
, ϵ, ϵ)

לחלוטין.התרוקנההמחסניתxבקריאתלכןתהיי 𝑞'
0
, 𝑥, ⊥

2( )⊢
𝑀

2

* (𝑞
𝑒
, ϵ, ϵ)𝑥∈𝐿

ϵ
𝑀

2( )
לרוקןיכוליםלאצעדישאר(שכןלמצבהגעהע"יהיאזאתלעשותהיחידההדרך 𝑞

𝑒
𝑀

1

ב-גםקיימת,הראשוןלצעדפרט,xעלמבצעש-הצעדיםסדרתלכן).את ⊥
2

𝑀
2

𝑀
1

.:לסיכום.ולכן 𝑥∈𝐿
𝑓

𝑀
1( )𝐿

ϵ
𝑀

2( ) = 𝐿
𝑓
(𝑀

1
)

אלהביטוייםכינוכיח.יהיו:ב"רשקילות 𝑟
1

= (0 * 1) *,  𝑟
2

= ε + (0 + 1) * 1

אואזי.כינניח:1כיווןשפה.אותהמייצגים 𝑤 ∈ 𝐿[𝑟
1
]𝑤 = ε∃𝑤

1
,.., 𝑤

𝑛
∈ 𝐿[0 * 1 ]

אחרת,.אזאם.ש:כך 𝑤 = 𝑤
1

·.. · 𝑤
𝑛

𝑤 = ε𝑤 ∈ {ε} ∪ {0, 1} * {1} = 𝐿[𝑟
2
]𝑤

אם.כינניח:2כיוון.ולכן.1ב-מסתיימת 𝑤 ∈ {{0, 1} * 1} ⊆ 𝐿[𝑟
2
]𝑤 ∈ 𝐿[𝑟

2
]

כאשרלכתובנוכלאם.בוודאיאז 𝑤 = ε𝑤 ∈ ({0}{1}) *= 𝐿[𝑟
1
]𝑤 ≠ ε𝑤 = 𝑥1

לכתוב:נוכלזהבמקרה.1שלמופעיםישב-כינניח. 𝑥 ∈ 𝐿[(0 + 1) *]𝑥𝑘
אזאולם.מתקייםלכלכאשר. 𝑥 = 𝑦

1
1𝑦

2
1.. 𝑦

𝑘
1𝑦

𝑘+1
1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 + 1𝑦

𝑖
∈ {0} *

.ולכן 𝑤 = (𝑦
1
1)(𝑦

2
1)... (𝑦

𝑘
1)(𝑦

𝑘+1
1)𝑤 ∈ 𝐿[𝑟

1
]

מילהותהי,ו-,מהצורההכלליםכלבוח"הדקדוקהי:תרגיל 𝐺𝐴→𝐵𝐶𝐷,   𝐴→σϵ∉𝐿(𝐺)
ציינוחומסקי.שלהנורמליתלצורהלעבורמבליהאםהמכריעאלגוריתםכתבו.א. 𝑤𝑤∈𝐿

נעזרים בצורה: בשאלה המקוריתפתרוןבמפורש את אורך עץ הגזירה המבוקש.
מוגדריםהגזירהכלליכאן.הואהגזירהעץאורךואזחומסקי,שלהנורמאלית 2 𝑤| | − 1

משתניםנקבלמשתנים,מקבליםשבוגזירהצעדבכלאחר.הגזירהאורךולכןאחרת, 2
צעדיעודואזמשתנים,מקבליםבהגזירהצעדישלסדרהנצטרךלכןחדשים. 𝑤| |−1

2|𝑤|

להלן.הואהנדרשהגזירהעץאורךלכן,באות.משתנהמחליפיםבהםגזירה 3 𝑤| |−1
2

אתגוזרתמהןאחתאם–באורךהגזירהעציסדרותכלעלעבוראלגוריתם: 3 𝑤| |−1
2𝑤

.החזראחרת.החזר 𝑇𝑟𝑢𝑒𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒

: בנו א"מ לשפה:תרגיל

:פתרון. 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏3𝑛 ∪ 𝑎3𝑛𝑏𝑛|1 ≤ 𝑛}
: בנו א"מ לשפה:תרגיל

:פתרון. 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑚| 𝑛 ≠ 𝑚}

האםהמכריעאלגוריתםכתבואפיס.משתנהאינועבורודח"היהי:תרגיל 𝐺𝑆𝐿(𝐺)| | ≥ 50
בשאלה מבקשים לבדוק עבור:פתרוןאין צורך להוכיח את נכנותו, אך הסבר קל יועיל…

דקדוק כללי כמה מילים הוא יכול לייצר (לפחות). הרעיון הוא לעבור על כל קומבינציות
הגזירה. כל קומבינציית גזירה מייצרת עץ גזירה אחד שיכול להסתיים במילה טרמינאלית או

בתבנית שיש בה עדיין משתנים. כדי שכל גזירה "תנפח" את המילה אנו נמיר תחילה את
לאמשתניםנבטל.2ישיגיםלאמשתניםנבטל.1חומסקי:שלהנורמאליתלצורההדקדוק

שללצורההכלליםאתנהפוך.5יחידהכללינבטל.4אפסילוןכללינבטל.3טרמינאליים
אורךאתמעלהגזירהכלככהבודד).תואומשתנים2(אואוחומסקי: 𝐴 → 𝑋𝑌𝐴 → 𝑎

(כמותעדבגובההאפשרייםהגזירהעציכלעלעובריםכעת,אחד.בלפחותהמילה |𝑉| + 1
מפעםיותרמשתנהעללחזורנצטרךהיוניםשובךולפיייתכןכזהבמצבכי)1+המשתנים

אחת ואז זה אומר שנקבל אינסוף מילים (כל המשתנים הם טרמינאליים ולכן חזרה על
משתנה פירושה שניתן לחזור עליו שוב ושוב ובכל פעם לקבל בסוף מילה שונה).

אם לא מצאנו מעגל (משתנה שחוזר על עצמו בעץ אחד), אז פשוט נעבור על כל העצים הללו
.falseנחזיר-לאואםtrueנחזיר-50להגענואםנוצרו,שונותמיליםכמהונמנה

פריק.מספרעלראשונימספרשלכסכוםלהירשםיכולמספרכללמה:(א):תרגיל 𝑛 ≥ 6
היזרו בטענה לעיל כדי להוכיח שהשפות הלא רגולריות אינן סגורות לשרשור. חובה להיעזר

: הוכחה: ניקחפתרון א'למשלים.הוכיחו/הפריכו: השפות הלא רגולריות סגורות(ב)בטענה.

𝐿הבאות:רגולריותהלאהשפותאת
1

= {𝑎𝑝|𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒},  𝐿
2

= {𝑎𝑐|𝑐 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒}

מהחלהחזקותכלהטענהלפיומכאן: 𝐿
1
𝐿

2
= {𝑎𝑝+𝑐|𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒 𝑎𝑛𝑑 𝑐 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒}

למרותרגולריתהשפהולכןהשפהעבוררגולריביטויהואולכן:בקבוצה.נמצאות6 𝑟 = 𝑎6𝑎*

שבשלילהונניחרגולריתלאשפהתהיהוכחה::ב'פתרוןרגולריות.אינןהנ"להשפות2ש 𝐿𝐿‾

לאשלכךסתירהלמשלים.רגולריותמסגירותרגולריתהיאמכאן:רגולרית.כן 𝐿‾‾ = 𝐿𝐿
רגולרית.

)1(לדקדוק.המילהשייכותלבדיקתאלגוריתםלהלן.ותהידח"היהי:תרגיל 𝐺𝑤 ∈ 𝑇 *
שלהחישובמסלוליעץעלDFSבצע)2(.12בהרצאהשלמדנוכפילא"מהדקדוקאתהמירו

(ב)כי האלגוריתם עוצר.הראו(א)האוטומט. אם מצאת מסלול מקבל - קבל. אחרת דחה.
במקרה וקיימת גזירה רקורסיבית:פתרון א'הראו שכאשר האלגוריתם עוצר, הוא מחשב נכון.

של משתנים לצד שמאל (ללא קריאת תווים) אז נוכל לקבל מסלול גזירה אינסופי ובעקבותיו
גם מסלול חישוב באוטומט המחסנית שהוא אינסופי ולכן האלגוריתם יסרוק אותו ולא יעצור.

מקבלחישובמסלולמצאנוכיבשפה):(המילה1מקרהאז:עוצרהאלגוריתםאם:ב'פתרון
והיות והא"מ שקול לדקדוק לפי נכונות הבנייה, נקבל שהמילה גם שייכת לשפת הדקדוק (כי

לסרוקסיימנובשפה):לא(המילה2מקרהתתרוקן).והמחסניתטרמינליגזירהמסלולקיים
הכל ולא מצאנו מסלול חישוב מקבל ולכן במקרה כזה המילה לא שייכת לשפת האוטומט ולכן

גם לא לשפת הדקדוק.

לאשנוכיח:פתרוןרגולרית.לאהניפוחבלמתהוכיחותרגיל: 𝐿 = {𝑎𝑝:  𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒}𝐿
3

אתמקיימתולכןרגולריתשבשלילהנניחרגולריות:לשפותהניפוחלמתע"ירגולרית 𝐿
3

ראשוניכאשרנבחר:מהלמה.המובטחהקבועיהיהלמה. 𝑛 ∈ 𝑁𝑧 = 𝑎𝑝 ∈ 𝐿𝑝 ≥ 𝑛
יהי.ומתקיים:בעולם)ראשונייםאינסוףישכיכזה(קייםכלשהו |𝑧| = 𝑝 ≥ 𝑛𝑧 = 𝑢𝑣𝑤
.כאשרמכאן:..המקיים:כלשהופירוק |𝑢𝑣| ≤ 𝑛|𝑣| ≥ 1𝑣 = 𝑎𝑘1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛
הואכיונקבל:נבחר: 𝑖 = 𝑝 + 1𝑧' = 𝑢𝑣𝑖𝑤 = 𝑎𝑝+𝑝𝑘 = 𝑎𝑝(1+𝑘) ∉ 𝐿

3
𝑝(1 + 𝑘)

מספר פריק.

נרוד.לפירגולריתלאשהשפההוכיחו:תרגיל 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑚𝑐𝑘|𝑘 ≥ 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛)}
ניתנותהנ"לבקבוצהמילים2שכלנראה.לכלהמילים:בקבוצתנתבונן:פתרון 𝑎𝑖𝑖 ∈ 𝑁

השפהנרודמשפטולפישקילותמחלקותאינסוףליחסשישינבעומזהביחסלהפרדה 𝑅
𝐿

2

ונקבל:הסיפא:אתנבחר.כאשרעבוררגולרית.אינה 𝑥 = 𝑎𝑖,  𝑦 = 𝑎𝑗𝑖 > 𝑗𝑧 = 𝑏𝑖𝑐𝑗

.כיו-.כי 𝑥𝑧 = 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑐𝑗 ∉ 𝐿
2

𝑗 < 𝑚𝑖𝑛(𝑖, 𝑖) = 𝑖𝑦𝑧 = 𝑎𝑗𝑏𝑖𝑐𝑗 ∈ 𝐿
2

𝑗 ≥ 𝑚𝑖𝑛(𝑖, 𝑗) = 𝑗

שונות.למחלקותושייכותלהפרדהניתנותאכןבקבוצהמילים2שכלהוכחנוולכן

ותהי)מהצורותהכללים(כלימניליניארידקדוקיהי:תרגיל 𝐺𝐴 → σ𝐵,  𝐴 → σ, 𝑆 → ε
כלשהם.עבוראוכיהוכיחו.גזירהסדרת 𝑆 → * αα = 𝑤𝐵α = 𝑤𝐵 ∈ 𝑉,  𝑤 ∈ 𝑇 *
ניתןאחדגזירהצעדע"י.בסיס:הגזירה.צעדימספרעלבאינדוקציהנוכיח:פתרון 𝑛 = 1
שהטענהנניחצעד:)wB(מהצורהאו(מילה)או(מילה)לקבל: 𝑆 → ε𝑆 → σ𝑆 → σ𝑋
צעדים.n+1לאחרהנגזרותתבניותעבורונוכיחצעדיםnלאחרהנגזרתתבניתלכלנכונה

אומהצורה:היההאחרוןהגזירהצעדמכאן:.ש:כךתבניתתהי α𝑆⇒𝑛+1α𝐴 → σ𝐵𝐴 → σ
אוש:נקבלהאינדוקציההנחתלפי.או 𝑆 → ε𝑆⇒𝑛𝑤𝐴 → 𝑤σ𝐵 = 𝑥𝐵

כנדרש.תבניתקיבלנומקרהובכל.או 𝑆⇒𝑛𝑤𝐴 → 𝑤σ = 𝑥𝑆⇒𝑛𝑤𝑆 → 𝑤 = 𝑥

הבאים:הגזירהכלליאוסףעםדקדוקיהי:תרגיל 𝐺𝑆 → 𝑎𝑏|𝑎2𝑏|𝑎3𝑏|𝑎𝑆𝑏|𝑎2𝑆𝑏|𝑎3𝑆𝑏
.הוכיחו(ב).השפהמהיקבעו(א) 𝐿(𝐺)𝐿(𝐺) ⊆ 𝐿

:𝑎𝑛𝑏𝑘}.:א'פתרון 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 3𝑘}
פסוקיתצורהולכללכליותר:חזקהטענהנוכיח:ב'פתרון 𝑛 ≥ 1α ∈ (𝑉 ∪ 𝑇) *

אתשנוכיחלאחר.(עבוראומהצורותאם"םמתקיים 𝑆→𝑛αα𝑎𝑛𝑆𝑏𝑘𝑎𝑛𝑏𝑘(𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 3𝑘
נוכיחטרמינלי.לאהשניההצורהשכןעבורכינקבלהחזקההטענה 𝐿(𝐺) ⊆ 𝐿α = 𝑎𝑛𝑏𝑘

הבאות:הגזירותמששאחתאתנקבל:בסיס:עלבאינדוקציההחזקההטענהאת 𝑛𝑛 = 1
עבורנכונההטענהכינניח:הנחהכנדרש. 𝑆 → 𝑎𝑆𝑏,  𝑎2𝑆𝑏,  𝑎3𝑆𝑏,  𝑎𝑏,  𝑎2𝑏,  𝑎3𝑏 = α

הבאה:הגזירהסדרתקיימתכלומר,צעדים.עבורנוכיח:צעדגזירה.צעדי 𝑛𝑛 + 1
ואזטרמינליתמילהקיבלנואחרת(שכןהאינדוקציההנחתלפי. 𝑆→𝑛α → βα = 𝑎𝑛𝑆𝑏𝑘

אונקבל:עבורלכן,הגזירה).אתלהמשיךניתןלא 𝑡 = 1, 2, 3𝑎𝑛𝑆𝑏𝑘 → 𝑎𝑛+𝑡𝑆𝑏𝑘+1

כנדרש.. 𝑎𝑛𝑆𝑏𝑘 → 𝑎𝑛+𝑡𝑏𝑘+1

אותה?לפתורניתןוכיצדמהי,לבעיה.ניקלעגםנאפשראםב. 𝑆→ϵ
– יתכן והמילה: הבעיה היא שכעת לא נוכל לשלוט על אורך עצי הגזירהפתרון

נפתורלטרמינל.כיצדבמקוםלהופכיםמהמשתניםחלקשבומאוד,ארוךעץע"יתיגזר 𝑤ϵ
זאת? נוכל לבצע "סילוק כללי אפסילון" מהדקדוק, אך אז הוא כבר לא יישאר בצורה

לאותהמוביליםהיחידהכלליימים.בצדטרמינלאומשתנים,יתכנואלא, 𝐴→𝐵𝐶𝐷1, 2, 3
בעיה של עומק עץ לא חסום.

עבורומסוגאוטומטהינוהמודלהבאה:בצורההמודלאתנגדיר:תרגיל 4𝑟𝑒𝑔𝑁𝐹𝐴𝑁𝐹𝐴
 𝑁𝐹𝐴ל-שקולזהמודלכיהוכיחושונים.מצביםלארבעהבדיוקללכתניתןחיוביצעדבכל

הבאה:ההגדרהעלעונההמודל.ל-שקילותהראוהנחה:רגיל. 𝑁𝐹𝐴4𝑟𝑒𝑔𝑁𝐹𝐴
לביןביןשקילותנראה:פתרון. ∀𝑞 ∈ 𝑄,  ∀σ ∈ Σ: δ(𝑞, σ)| | = 44𝑟𝑒𝑔𝑁𝐹𝐴𝐷𝐹𝐴

ניתןבהינתןראשון:כיווןנסיים.ובכךבהרצאההוכחנווכבר 𝐷𝐹𝐴 ≡ 𝑁𝐹𝐴4𝑟𝑒𝑔𝑁𝐹𝐴
בהינתןשני:כיווןחזקה.אוטומטשלהאלגוריתםבעזרתשקוללבנות 𝐷𝐹𝐴

כאשרנגדיר: 𝐴 = (𝑄, Σ, 𝑞
0
, δ, 𝐹)𝑟𝑒𝑔𝑁𝐹𝐴 = (𝑄', Σ, 𝑞

0
, δ', 𝐹)

מתקיים:הבאה:בצורה 𝑄' = 𝑄 ∪ {𝑞
𝑝𝑖𝑡1

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡2

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡3

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡4

}∀𝑞 ∈ 𝑄, ∀σ ∈ Σ

לכלוגם. δ'(𝑞, σ) = {δ(𝑞, σ),  𝑞
𝑝𝑖𝑡1

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡2

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡3

}∀𝑞 ∈ {𝑞
𝑝𝑖𝑡1

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡2

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡3

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡4

}

.מתקיים:ולכל σ ∈ Σδ(𝑞, σ) = {𝑞
𝑝𝑖𝑡1

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡2

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡3

, 𝑞
𝑝𝑖𝑡4

}

רגולריתאםקבעו.השפה:.לח"הניפוחלמתמבחן:תרגיל 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏3𝑛𝑐9𝑛|1 ≤ 𝑛}
מקיימת את למת הניפוח: לא חסרת הקשר. נוכיח שהיא לאפתרוןאו ח"ה או ת"ה.

לחסרותהניפוחלמתאתמקיימתולכןהקשרחסרתשבשלילהנניחהקשר.לחסרות 𝐿
.וגםהמילה:אתנבחר.יהיהקשר. 𝑛 ∈ 𝑁𝑧 = 𝑎𝑛𝑏3𝑛𝑐9𝑛 ∈ 𝐿|𝑧| = 13𝑛 ≥ 𝑛

.)2()1(המקיים:פירוק:קייםלכן 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤𝑥𝑦|𝑣𝑤𝑥| ≤ 𝑛|𝑣𝑥| ≥ 1

נבחר)).2(+)1((לפיעבוראם:1מקרהלמקרים:נחלק 𝑣𝑥 = 𝑎𝑘1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑖 = 0

עבוראם:2מקרה.ונקבל: 𝑧' = 𝑢𝑣0𝑤𝑥0𝑦 = 𝑎𝑛−𝑘𝑏3𝑛𝑐9𝑛 ∉ 𝐿
3

𝑣𝑥 = 𝑏𝑘

.ונקבל:נבחר)).2(+)1((לפי 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑖 = 0𝑢𝑣0𝑤𝑥0𝑦 = 𝑎𝑛𝑏3𝑛−𝑘𝑐9𝑛 ∉ 𝐿
3

ונקבל:נבחר)).2(+)1((לפיעבוראם:3מקרה 𝑣𝑥 = 𝑐𝑘1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑖 = 0

עבוראם:4מקרה. 𝑧' = 𝑢𝑣0𝑤𝑥0𝑦 = 𝑎𝑛𝑏3𝑛𝑐9𝑛−𝑘 ∉ 𝐿
3

𝑣𝑥 = 𝑎𝑘𝑏𝑚

ונקבל:נבחר)).2(+)1((לפי 1 ≤ 𝑘, 𝑚 ≤ 𝑛𝑖 = 0

עבוראם:5מקרה. 𝑢𝑣0𝑤𝑥0𝑦 = 𝑎𝑛−𝑘𝑏3𝑛−𝑚𝑐9𝑛 ∉ 𝐿
3

𝑣𝑥 = 𝑏𝑘𝑐𝑚1 ≤ 𝑘, 𝑚 ≤ 𝑛

בכל.ונקבל:נבחר)).2(+)1((לפי 𝑖 = 0𝑧' = 𝑢𝑣0𝑤𝑥0𝑦 = 𝑎𝑛𝑏3𝑛−𝑘𝑐9𝑛−𝑚 ∉ 𝐿
3

מקרה קיבלנו סתירה ולכן השפה לא מקיימת את הלמה ולכן לא ח"ה.

איך ממירים דקדוק לאוטומט מחסנית?
הרעיון הוא לבנות אוטומט עם מצב אחד

ר כללי הגזירההמקבל ע"י ריקון כאש
𝑆המעברים:יהיו → 𝑎𝑆𝑏 | 𝑏 | 𝑎𝑋

𝑋 → 𝑎𝑎𝑏 | 𝑎𝑋 | 𝑆

.הוכיחו:.שלשקילותומחלקתשפהתהא:תרגיל 𝐿𝑆𝑅
𝐿𝑤∈𝑆

min 𝑤| | < 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐿
)

ש:נובענרודמשפטלפיאזרגולריתלאאם)1(למקרים::נחלקפתרון 𝐿
מאינסוף.קטןשבטוחכלשהומספרהואב-המינימליתהמילהוגודל 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐿
) = ∞𝑆

(הוכחמצביםבדיוקעםמינימלי)DFA(אס"דלהקייםאזרגולריתאם)2( 𝐿𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅
𝐿
)

שבשלילהנניח.ב-באורכההמינימליתהמילהתהיבהרצאה). 𝑚 ∈ 𝑆𝑆
אזהנ"לבאס"דהמצביםלכמותשווהאוגדולהמילהשאורךמכיוון. |𝑚| ≥ 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑅

𝐿
)

למצבפעמייםלפחותנחזורבהכרחמ-mהמילהאתכשנקראהיונים,שובךעקרוןלפי 𝑞
0

הואהמעגל,עדהקריאההיאכאשרנסמן:מעגל).(ישבוהיינושכבר 𝑚 = 𝑢𝑣𝑤𝑢𝑣
תגיעהמילהמכאן,אבלאזמעגלשישמכיווןהמעגל.אחריהמעגל, 𝑤|𝑣| ≥ 1𝑢𝑤

,𝑚שנקבלמינימליהואשהאוטומטהנתוןלפילכן,.mכמוסופימצבלאותובדיוק 𝑢𝑤
מצבלאותושמגיעותמילים2כלמינימאליבאס"דכישקילותמחלקתבאותהנמצאות
ש-לכךבסתירהמ-יותרקצרהמילההיאאבלשקילות.מחלקתבאותהנמצאות 𝑢𝑤𝑚

mהמחלקה.באותהבאורכההמינימאליתהייתה

שמתקיים:כךקיימיםטבעימספרלכל:תרגיל 𝑛 ∈ 𝑍+𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑍+ ∪ 0
סגורותלארגולריותהלאהשפותכיזהמשפטבעזרתהוכיחו. 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

רגולרית.לא-נגדית:דוגמא:פתרוןלשרשור. 𝐿 = {1𝑛2

|𝑛 ∈ 𝑁}

הטענה)אתהפרכנוכבראחרת(כירגולריתלא-מכאן: 𝐿 · 𝐿 = {1𝑎2+𝑏2

|𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁}

רגולרית.שפהולכן: 𝐿4 = 𝐿2 · 𝐿2 = {1𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑑2

|𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑁} = {1𝑛|𝑛 ∈ 𝑁}

מילהקיימתהאםהמכריעאלגוריתםכתבו.לשפותשנייהיו:תרגיל 𝐴
1
, 𝐴

2
𝐷𝐹𝐴𝐿

1
, 𝐿

2

שלהמשלימהלשפהאוטומטנבנההאלגוריתם::פתרון.לשפההשייכת 𝑤𝐿
2
\𝐿

1
𝐿

1

(השקוללמכפלהאוטומטנבנהלמשלים)סגורותרגולריותשפותכיכזה(קיים 𝐿
2

∩ 𝐿
1

‾

להפרש) נסרוק את האוטומט החל מהמצב ההתחלתי ונבדוק האם קיים מסלול שמוביל
אותנו למצב מקבל.

𝑆ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒(𝐿.תהי:תרגיל
1
, 𝐿

2
) = {𝑢

1
𝑣

1
.... 𝑢

𝑛
𝑣

𝑛
|∀𝑖 ∈ [1, 𝑛]: 𝑢

𝑖
∈ 𝐿

1
, 𝑣

𝑖
∈ 𝐿

2
}

אם(ב)רגולריות.גםאזירגולריותאם(א)הוכיחו/הפריכו: 𝐿
1
, 𝐿

2
𝑆ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒(𝐿

1
, 𝐿

2
)

שמתקיים:לבנשים(א):פתרוןרגולריות.גםאזרגולרית 𝑆ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒(𝐿
1
, 𝐿

2
)𝐿

1
, 𝐿

2

שנקבלולאיטרציהלשרשורמסגירותולכן 𝑠ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒(𝐿
1
, 𝐿

2
) = (𝐿

1
· 𝐿

2
)*

נגדית:דוגמאנכון.לא(ב)רגולרית. 𝑠ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒(𝐿
1
, 𝐿

2
)

.𝐿
1

= {𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*|#
𝑎
(𝑤) ≠ #

𝑏
(𝑤)},  𝐿

2
= {𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*|#

𝑎
(𝑤) = #

𝑏
(𝑤)}

כיוגם.כימכאן:רגולרית.לאהשפות2 𝑎 ∈ 𝐿
1

· 𝐿
2

𝑎 ∈ 𝐿
1
, ε ∈ 𝐿

2
𝑏 ∈ 𝐿

1
· 𝐿

2

המיליםכל(שפתולכן:. 𝑏 ∈ 𝐿
1
, ε ∈ 𝐿

2
𝑠ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒(𝐿

1
, 𝐿

2
) = (𝐿

1
· 𝐿

2
)* = {𝑎, 𝑏}*

רגולרית.שהיא)a,bמעל

:פתרוןת"ה.אוח"הרגולרית,אםקבעו.:תרגיל 𝐿
1

= {𝑎𝑛𝑏𝑚| 𝑛 ≠ 𝑚}

נרוד.במשפטנשתמשרגולריות:איהוכחתרגולרית.ולאהקשרחסרתכןהיאהשפה 𝐿
1

רגולרית.אינהשנסיקנרודממשפטואזשקילותמחלקותאינסוףליחסשישנראה 𝑅
𝐿

1

𝐿
1

ניתנותבקבוצהמילים2שכלנראה.לכלהבאה:המיליםבקבוצתנתבונן 𝑎𝑛𝑛 ∈ 𝑁
ונקבל:הסייפא:אתנבחרכאשרעבורמזו.זולהפרדה 𝑥 = 𝑎𝑖,  𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ≠ 𝑗𝑧 = 𝑏𝑖

חסרתכןשהוכחהרגולרית.אינההשפהולכן.אבל 𝑥𝑧 = 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∉ 𝐿
1

𝑦𝑧 = 𝑎𝑗𝑏𝑖 ∈ 𝐿𝐿
1

𝐺השפה:עבורדקדוקנראההקשר: = (𝑉 = {𝑆, 𝐴, 𝐵}, Σ = {𝑎, 𝑏}, 𝑆, 𝑃)
𝑆 → 𝑎𝑆𝑏 | 𝑎𝐴 | 𝐵𝑏,         𝐴 → 𝑎𝐴  | ε      ,      𝐵 → 𝐵𝑏 | ε

𝐿.לשפהב"רבנו:תרגיל = {𝑎𝑛𝑏𝑚|𝑛 + 𝑚 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 5)}
𝐿.:פתרון = (𝑎5) * (𝑎3 + 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑏3 + 𝑎4𝑎4)(𝑏5) *

הבעיה,עללהתגברכדינקבלבדקדוקלדוגמה, 𝑆→𝑆𝑆𝑆 𝑎| |ϵ𝑆'→𝑆|ϵ𝑆→𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆| |𝑆|𝑎
לאחר סילוק כללי אפסילון נצטרך לסלק גם כללי יחידה. אמנם לא נוכל לתת חסם מדויק

רגיל.בחומסקיכמושלעליוןחסםלנויהיהאבלהעץ,עומקעל 2 𝑤| | − 1

חלאס.
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