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מבוא לדחיסת נתונים

אפשרויות לדחיסת זיכרון
בעולם התקשורת יש הגבלה פיזית להעברת נתונים "כבדים" ולכן דוחסים את הנתונים כדי להעביר●

אותם באותו רוחב פס - תמיד נרצה להעביר יותר מהתשתית עצמה.
דרישה הולכת וגוברת של שמירה אונליין.●
שיפור זמן תגובה של אפליקציות מסוימות.●

פעולות מערכת הדחיסה
גורמים:3מ-מורכבתדחיסהמערכתכל

למשל:- יצירת הנחה מראש על הקובץ לפני דחיסה כמומידול.1
תווים.לפחותASCIIאתנצמצםאזבאנגליתבטקסטמדובראם○
.EיגיעאחריוכילהניחסביראזHאזTתוישאםכלומרמותניתתלות○

איסוף סטטיסטיקות.2
קידוד.3

אלפבית המקור○
).1או0בינאריאלפביתעלנדבר(לרובהערוץאלפבית○

,....0,10,110אונרי:קודלמשל■

המקודד והמפענח
בחר.שהואהמודלאתלשלוחאמור-)Encoder(המקודד●
איסוף סטטיסטיקות יעזור לכתיבת הקוד.●
שלו.ה-א"במהויודעהביטיםאתלוקח-)Decoder(המפענח●
נרצה התאמה מסונכרנת בין המקודד והמפענח באופן חח"ע ועל.●
.2ה-ביןתקלותללאתקיןסנכרוןליצוראפשריהיהככה●
למקורי.זההיהיההמפוענחשהקובץנרצה-לטקסטמתאימהLosslessדחיסת●
שעובר.במידעלפגועבלימידעלאבדניתןהדחיסהבשלב-למדיהמתאימהLossyדחיסת●

דור עזריה
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טרמינולוגיה
כלי למדידת יעילות בין אלגוריתמים שונים.

Σכ-נסמןהמקורקובץשלאלפבית● = 𝑆 = [𝑠
1
,  𝑠

2
,..., 𝑠

𝑛
]

𝑃נסמןמסוימת)(התפלגותהסתברות● = [𝑝
1
, 𝑝

2
,..., 𝑝

𝑛
]

).1הואההסתברויותשסכום(נניחכאשר○
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖

= 1

יורד).בסדרשהםנניח(כלומרש-ונניח○ 𝑝
1

≥ 𝑝
2

≥.... ≥ 𝑝
𝑛

𝐶כך:שלההקבוצהאתונסמן,קודמילותלהתאיםנרצה● = [𝑐
1
,  𝑐

2
,..., 𝑐

𝑛
]

|𝐶נסמןהקודמילתאורך● | = [ 𝑐
1| |,  𝑐

2| |,...., 𝑐
𝑛| |]

,𝐸(𝐶.נסמןהממוצעתהקודמילתאורך● 𝑃) =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖

· 𝑐
𝑖| |

כדי שנוכל לדחוס לקובץ יותר קטן.היא שאורך מילת הקוד הממוצעת יהיה כמה שיותר קטןהמטרה●

Prefix-Free Codewordsרישות)חסרקוד/פרפיקסי(קוד
אף מילת קוד היא לא רישא של מילת קוד אחרת.●
פענוח של קוד פרפיקסי יותר מהיר.●
.הםשלוהרישותכלאזהקודמילתעבורלמשל● 𝑐

1
= 1011ϵ, 1, 10, 101, 1011

בעץ מלמעלה אפשר לראות את מילות הקוד בעלים, ואף מילת קוד היא לא רישא של מילת קוד אחרת.

דור עזריה
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Prefix-Freeקודמילתשללפענוחדוגמה

Uniquely Decipherable: UD Code
כל הודעה ניתנת לפענוח בצורה יחידה, אנחנו לא רוצים שההודעה הדחוסה שלנו תינתן לפענוח יותר●

מצורה אחת.
Prefixשהואקודכלכלומרכילבנשים● FreeגםהואUD.  𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝐹𝑟𝑒𝑒 → 𝑈𝐷 

ברגע שהגענו למילת קוד אנחנו יודעים שמילת קוד היא לא הרישא של מילת קוד אחרת ולכן אנחנו
יכולים "לשבור" ולפענח אותה בצורה יחידה.

.Prefix-FreeגוררלאUDבנוסף●
.UDלפענוחניתן⇐בעליםהקודשמילותעץלבנותניתן⇐רישותחסרקוד●
עץ מלא ⇐ עץ שלם.●

Complete Codeשלם)(קוד
כל מחרוזת אינסופית למחצה (מחרוזת שהולכת עד אינסוף) ניתנת לפענוח חד-ערכי.●
שיכולאפס(איןלמחצהניתנותלאאינסופיאחדותשרצףכיווןלפענוחניתןלאהואהקודלמשל● 11....

להגדיר לי "חוצצים" בין כל רצף של אחדות).
קוד.Completeהואמלאעץכלאזעץ,בתורקודלייצגניתןאם●

תזכורת עצים
הוא עץ שבו לכל צומת מלבד העלים יש שני ילדים.עץ שלם●
זה עץ שבו כל רמה, למעט אולי האחרונה, מלאה לחלוטין.עץ מלא●

דור עזריה
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דוגמה

,𝐸(𝐶 הממוצעת:הקודמילתאורךנוסחת 𝑃) =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖

· 𝑐
𝑖| | 

𝑠
𝑖

𝑝
𝑖

𝐶
1

𝐶
2

a 0.67 000 00

b 0.11 001 01

c 0.07 010 100

d 0.06 011 110

e 0.05 100 110

f 0.04 101 111

Expected length 3.0 2.22

?prefix-freeהםבטבלה2ו-1קודהאם●
אחרת.קודמילתשלתחיליתלאהיאקודמילתשאףכיווןרישות)(חסריprefix-freeשניהם
.ב-אחרתקודמילתאףשלרישאלאהוא000אזב-למשל 𝐶

1
𝐶

1

?UDהםבטבלה2ו-1קודהאם●
.UDגםהואפרפיקסיקודשכלכברראינוכן,

.UDהקודאזמשלוייחודימסלולישמילהלכלאםבינארי,עץציורבאמצעותגםזאתלדעתניתן
?Completeהםבטבלה2ו-1קודהאם●

.Completeשלםקודהואמלאבעץאותולייצגשניתןקודשכלכברראינו

מלא.עץקיבלנולאכילראותניתןואכןבינאריעץעבורנצייר 𝐶
1

שמצאנואומרוזה1שלהמשךאיןבאדוםבצלעשמסומןהקודקוד
מחרוזת אינסופית למחצה שלא ניתנת לפענוח בכלל ובפרט

בצורה חד-ערכית.
מלא.לאהעץכימלאקודלאהוא1קודלכן

עץקיבלנוכילראותניתןואכןבינאריעץעבורנצייר 𝐶
2

מלא.
.מלא2קודולכןלפענוחניתןרצףכלהזהבקוד

דור עזריה
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דוגמה
?UDהואהבאיםמהקודיםאיזה

 𝐸(𝐶, 𝑃) =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖

· 𝑐
𝑖| | 

𝑠
𝑖

𝑝
𝑖

𝐶
1

𝐶
2

𝐶
3

𝐶
4

a 0.5 0 0 0 0

b 0.25 0 1 10 01

c 0.125 1 00 110 011

d 0.125 10 11 111 0111

Expected length 1.125 1.25 1.75 1.875

יותר.אופירושים2עםמחרוזתלהראותצריך,UDלאהואקודאם
𝐶:אתנבחן●

1

.UDלאלכן,UDשלההגדרהאתסותרוזההקידודאותואתישbו-aכילבנשים 𝐶
1

𝐶:אתנבחן●
2

!UDלאשהואאומרבהכרחלאזהאבלפרפיקסי,קודלאשהואלבנשים
.UDלאקודולכןcל-ייחודיתפענוחצורתאיןולכןaפעמייםעםלפענחאפשרcאתכילבנשים 𝐶

2

𝐶:אתנבחן●
3

פרפיקסי.גםשהואכיווןUDכןהואהקוד
𝐶:אתנבחן●

4

!UDלאשהואאומרבהכרחלאזהאבלפרפיקסי,קודלאשהואלבנשים
אותהלפענחשניתןכלשהי,xאותקיימתלאכלומרמשלו,ייחודיבאופןלפענחניתןתוכלזה,במקרה

.UDקודכןהואולכןכלשהוyסמךעל 𝐶
4

קוד מיידי
מילה נוכחית באופן שלם ומיידי.אם המפענח יודע את הפיענוח של אותהמיידינגיד שקוד הוא●
כלומר, כשאני נמצא במילת הקוד אני כבר יודע את הפענוח שלו.●
מיידי.קודprefix-freeקוד● ⇔
מיידי.לאהואולכןפרפיקסיבהכרחשלאUDקודשקייםלהיותשיכולכיווןמיידיבהכרחלאUDקוד●
.1ה-רצףבגללהמחרוזתאת"לשבור"מתייודעיםלאאנחנוכימיידילאהוא01111111הקודלמשל●
באפסים.לשבירהניתןש:כיווןמיידיהואהקודמתבטבלההקוד● 𝐶

3
010110111

דור עזריה
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UD Test
.UDהואקודהאםלבדוקכדינועד●
.כאשרביטיםוגםביטיםכאשרbו-aבינאריותקודמילות2לנושישנניח● 𝑎| | = 𝑘𝑏| | = 𝑛𝑘 < 𝑛

.bשלרישאה-נקראaאזaל-זהיםהםbשלהראשוניםביטיםkה-אם
dangling(סיפאה-נקראיםביטים)n-k(ה-ושאר suffix(שלb.

danglingנקראשנשארמהאזשווים,-יםprefixה-אםכלומר,● suffix.
danglingה-אז,ו-לדוגמה:● suffixמ-הרישאהשמטת(לאחרהואb.( 𝑎 = 010𝑏 = 0101111

UD Test Algorithm - אלגוריתם

.ב-הקיימותהקודמילותכלאתלתוכהונכניסחדשהרשימהנגדיר 𝐿𝐶1:

האחרת.שלהרישאהיאאחתהאםובודקיםב-קודמילותזוגותכלעלעוברים 𝐿2:

אחדמתקייםאשרעדלרשימהdanglingה-אתמוסיפיםאנחנו,bשלרישאהיאaעודכל 𝐿
מהתנאים הבאים:

3:

ונעצור.לאהקודאז-ב-מקוריתקודמילתכברהיאל-שהוספנוdanglingה-אם.1 𝐿𝐶𝑈𝐷4:

האלגוריתםאתונעצורהלאהנמשיךאזמקוריתקודמילתלאל-שהוספנוdanglingה-אם.2 𝐿
𝑈𝐷.כןהואהקודכיונחזירהאפשרייםהזוגותצירופיכלעלעברנואם

5:

לדוגמה
𝐶.הקודמילות = {0,  01,  11}
שמצאנו.danglingה-פעםכלאליהונוסיףהקודמילותכלאתבצדחדשהברשימהנשמור 𝐿
.1הואdanglingה-ולכן'01'שלרישאהיאכיונראה'0'עםנתחילהקוד,מילותזוגותכלעלנעבור

נמשיך…אזמ-חלקלאהוא'1ו-'מאחר,כלומר'1'אתל-נוסיףלכן 𝐿𝐿 = {0,  01,  11,  1}𝐶
מתוךמקוריתמילהלאוהואקייםכברשהואכיווןאךל-'1'אתנוסיףלכן'11'שלרישאהוא'1'כילבנשים 𝐿𝐶

danglingעודנמצאולאלחפש..נמשיךאז suffixקודכןהואולכן'1'מלבדUD. 𝐶

לדוגמה
𝐶.הקודמילות = {0,  01,  10}
שמצאנו.danglingה-פעםכלאליהונוסיףהקודמילותכלאתבצדחדשהברשימהנשמור 𝐿
.1הואdanglingה-ולכן'01'שלרישאהיאכיונראה'0'עםנתחילהקוד,מילותזוגותכלעלנעבור

נמשיך…אזמ-חלקלאהוא'1ו-'מאחר,כלומר'1'אתל-נוסיףלכן 𝐿𝐿 = {0,  01,  10,  1}𝐶
𝐿.שלהרשימהלתוךdanglingשהוא'0'אתנוסיףולכן'10'שלרישאהוא'1'כילבנשים

.UDקודלאהואכיונגידנעצוראזב-מקוריתמילההיאLל-שהוספנו'0וה-'מאחר 𝐶𝐶

דור עזריה
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Sardinas-Pattersonאלגוריתם
).UDלבדיקת(אלגוריתםפורמליבאופןרקממקודםאלגוריתםבאותומדובר
.וגםמחרוזותבהינתן 𝑆𝑇
כך:נסמןב-רישאלהםוישב-שנמצאותהקודמילות 𝑇𝑆

𝑆−1𝑇 = { 𝑑 | 𝑎𝑑 ∈ 𝑇,  𝑎 ∈ 𝑆 }

Sardinas-Patterson Algorithm

i ⇐ 11:

𝑆
1

⇐ 𝐶−1𝐶 − {ε}2:

while true:3:

𝑆
𝑖+1

← 𝐶−1𝑆
𝑖

∪ 𝑆
𝑖
−1 𝐶4:

i = i +15:

if or :ε ∈ 𝑆
𝑖

𝑐 ∈ 𝑆
𝑖

6:

for c in C:7:

print “not UD”8:

exit9:

else if such that :∃ 𝑗 <  𝑖 𝑆
𝑖

= 𝑆
𝑗

10:

print “UD”11:

exit12:

קודי יתרות מינימליים
בהינתן התפלגות מסוימת, לא קיים קוד שייתן אורך קוד יותר קטן ממה שנגיע אליו.

המטרה שלנו היא למצוא קוד שבו אורך הממוצע שלו הוא מינימלי.

פורמלי:
קידודלכלאםההסתברותעבורמינימלייתירותבעלקודהואאזי,עבורממוצעקודאורךיהי 𝐸(𝐶, 𝑃)𝐶𝐶𝑃

מתקיים: 𝐶'

𝐸(𝐶, 𝑃) ≤ 𝐸(𝐶', 𝑃)

דור עזריה



א'נתוניםדחיסת||10

כמות האינפורמציה
האינפורמציה זה רמת האי-וודאות.

𝑠.עבורלייצגשניתןהמינימליתהביטיםכמותבעצםהיאהאינפורמציהכמות
𝑖

אנחנו נרצה להשיג את הדחיסה הטובה ביותר ונעשה זאת על ידי הסרה של מידע מיותר.
כלומר, ככל שכמות האינפורמציה קטנה יותר ככה יהיה לנו פחות אי-וודאות כי אנו פחות נדרוש מידע לפענוח.

(שאנון)Shannonשלהקידודמשפט
היא:בהסתברותבסימןהמוכלתהמידעכמות 𝑠

𝑖
𝑝

𝑖

 𝐼(𝑠
𝑖
) =  − log

2
(𝑝

𝑖
) 

.אתלייצגכדיהמינימליתהביטיםכמותהיאכאשר − log
2
(𝑝

𝑖
)𝑠

𝑖

שלנו:הוודאותחוסררמתאתלנומציגההפונקציה 𝐼(𝑠
𝑖
)

ודאות.חוסרלנושאיןכלומראזאם● 𝑝
𝑖

= 1𝐼(𝑠
𝑖
) = 0

מוחלט.ודאותחוסרלנוישכלומראזאם● 𝑝
𝑖

= 0𝐼(𝑠
𝑖
) = ∞

כלומר0היאהאינפורמציהכמותאז,זהשיקרהשלוההסתברותכלומרוודאי,הואמאורעאםכלומר, 𝑝
𝑖

= 1

אפסי.הואההפתעהגודלאזלנו,ידועהכלשכברוהכוונה,ש- 𝐼(𝑠
𝑖
) = 0

חיובית.תוצאהלקבלכדיזאתהלוג,שלבנוסחהה-"מינוס"מכאןאזו-מאחר 0 ≤ 𝑝 ≤ 1

ונקבל:נציבאזלדוגמה: 𝑝 = 1
2

− log
2
( 1

2 ) =  − log
2
(2−1) =

=  − (− 1) · log
2
(2) =   1

𝑝.בהסתברותסימןלקודדכדי1ביטרקצריכיםשאנולנואומרת"1"התוצאה = 1
2

תכונות שאנון
.0=האינפורמציהכמותודאימאורעכלומר,-אזאם.1 𝑝

𝑖
= 1𝐼(𝑠

𝑖
) = 0⇐

אז:תלוי)בלתי(מודלבהסתברותמתקיימתהסדרהאם.2 𝑠
𝑖
𝑠

𝑗
𝑝

𝑖
𝑝

𝑗

𝐼(𝑠
𝑖
𝑠

𝑗
) = 𝐼(𝑠

𝑖
) + 𝐼(𝑠

𝑗
)

כלומר:
𝐼(𝑠

𝑖
𝑠

𝑗
) =  − log 𝑝

𝑖
 + −  log 𝑝

𝑗( ) = 𝐼(𝑠
𝑖
) + 𝐼(𝑠

𝑗
)

אורך מילת הקוד = כמות האינפורמציה..3
ככל שההסתברות יותר גדולה אז כמות האינפורמציה קטנה יותר..4

דור עזריה



א'נתוניםדחיסת||11

אנטרופיה
אנטרופיה זה בעצם ממוצע משוקלל של כמות האינפורמציה.●
אנטרופיה היא מדד לאי-חיזוי.●
האנטרופיה של מסר היא במובן מסוים מדד לכמות האינפורמציה שהוא באמת מכיל.●
מהמקור.סמללכלמידעסיביותשלהממוצעהמספראתמייצג● 𝐻(𝑃)

נגדיר:,בהתפלגותהסתברותבהינתן 𝑃

 𝐻(𝑃) =  −
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖

· log
2
𝑝

𝑖
 

מתקיים:קודלכל 𝐶

𝐻(𝑃) ≤  𝐸(𝐶, 𝑃)

כלומר, נראה שהאנטרופיה מהווה חסם תחתון ל-אורך קוד ממוצע.
.טוב מהאנטרופיהאי אפשר לדחוס יותרהאנטרופיה מהווה חסם תחתון כלומר○

אם נרצה לקודד מחרוזות ארוכות יותר ויותר של סמלים כלשהם, נוכל למצוא קודים שהביצועים שלהם●
עושה.שאנוןשלהקידודשמשפטמהבדיוקשזה-ל-מתקרביםלסמל)ממוצעסיביות(מספר 𝐻(𝑃)

Kraft-McMillanשוויוןאי
?UDשהואקודלהיותיכולקצרכמה

אי-שוויון קראפט מתאר תנאי מספיק והכרחי לשיוך קבוצת מילים לצמתי עץ, כך שלא תשויך יותר ממילה אחת
לאורך כל מסלול היוצא מהראש.

כאשר מילים משויכות לעצים, אפשר לבנות קוד למילים. בהינתן מילה, נמצא את הצומת המתאים למילה,
ונתאר את המילה בעזרת המסלול המוביל מראש העץ למילה.

Kraft-McMillanשוויוןאימשפט
.באורך:קודמילותעםקודלהיותיהא 𝐶 = [𝑐

1
, 𝑐

2
,..., 𝑐

𝑛
] 𝑛𝐶| | = 𝑐

1| |, 𝑐
2| |,.., 𝑐

𝑛| |[ ] = 𝑛 

אז:הואאם 𝐶𝑈𝐷

 𝐾(𝐶) =
𝑖=1

𝑛

∑ 2
− 𝑐

𝑖| |
≤ 1 

יותר.איכותיהואככה,1ל-יותרקרובש-ככלקידוד,עבוראיכותמדדבעצםזה 𝐾(𝐶)
).UD(אורכיםאותםעםרישותחסרקודלבנותניתןאזאם 𝐾 ≤ 1

דור עזריה
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משפט

אחר,קייםאזי)UDבהכרח(לאכלשהוקודעבורמתקייםאם 𝐾(𝐶) ≤ 1𝐶𝐶'
כך ש:
1.𝐸(𝐶, 𝑃) = 𝐸(𝐶', 𝑃)
2.𝐶'| | = 𝐶| |
).prefix-free(רישותחסרקודהוא.3  𝐶'

(בפרט או ייחודי).(חסר רישות) אופטימליקוד רגעיבמילים אחרות, קיים

משפט
לייחודיות).הכרחיתנאי(זהאזייחודיהואקודאם 𝐶𝐾(𝐶) ≤ 1

משפט
מתקיים:כלשהוקודעבוראם 𝐶

𝐾(𝐶) =
𝑖=1

𝑛

∑ 2
− 𝑐

𝑖| |
> 1

אזי הוא לא קוד חסר רישות ובפרט לא ייחודי.

Kraftלאי-שוויוןדוגמה
דוגמה שלא הוצגה בהרצאה אך היא עוזרת להבין את היתרון לשימוש באי-שוויון זה.

לעצים, אפשר לבנות קוד למילים.משויכותכאשר מילים
בהינתן מילה, נמצא את הצומת המתאים למילה, ונתאר את המילה בעזרת המסלול המוביל מראש העץ

למילה.
Σ.לדוגמהאותיות,שלושבעלאלפביתלנושישנניח = {0, 1, 2}
.הםשאורכיהןהזה,הא"במעלמיליםחמשבתקבוצהלנושישנניח 𝐶| | = {2, 1, 2, 2, 2}

עלינו למצוא שיוך לעץ המוצג מלמטה כך ש:
ישויכו2מגובהצמתיםארבעה●
ישוייך1בגובהאחתצומת●
אף צומת לא יהיה צאצא של צומת משויך אחר●

דור עזריה
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ש:Kraftאי-שוויוןלפינקבלזהבמקרהלכן,

𝐾(𝐶) = 3−2 + 3−1 + 3−2 + 3−2 + 3−2 = 0. 77777 <  1

ולכן אי-שוויון קראפט מבטיח שיש שיוך מתאים.
כאשרבינאריולאטרינריעץעבורכלומרשהפעםרקשלמדנוKraftה-שלנוסחהבעצםזה3ה-כאשר Σ| | = 3

.𝐾(𝐶) =
𝑖=1

𝑛

∑ Σ| |
− 𝑐

𝑖| |
≤ 1

דור עזריה
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מידול

נרצה למצוא אלגוריתמי דחיסה ופרישה של נתונים.
זאת כדי לשמור מקום (כלומר הדחיסה תחסוך לנו בגודל הזיכרון ששומר את הנתונים).

למקורי.זההיהיההמפוענחשהקובץנרצה-לטקסטמתאימהLosslessדחיסת●
שעובר.במידעלפגועבלימידעלעבדניתןהדחיסהבשלב-למדיהמתאימהLossyדחיסת●

1משפט

.אמ"מקודמילותאורכיעםמיידיקודקיים 𝑙
1

≤ 𝑙
2

≤... ≤ 𝑙
𝑛

𝑖=1

𝑛

∑ 2
−𝑙

𝑖 ≤ 1

1הוכחה

עלים.מורידיםאנחנובאורךקודמילתכלעבורא':כיוון 𝑙
𝑖

2
𝑙

𝑛
−𝑙

𝑖

לכן עבור כל מילות הקוד נקבל:

𝑖=1

𝑛

∑ 2
𝑙

𝑛
−𝑙

𝑖 ≤ 2
𝑙

𝑛    \: 2
𝑙

𝑛

𝑖=1

𝑛

∑ 2
−𝑙

𝑖 ≤ 1

וקיבלנו:
𝐾(𝐶) ≤ 1

𝑙,ברמהצומתנבחרב':כיוון
1

2
𝑙

𝑛
−𝑙

1 < 2
𝑙

𝑛

2
𝑙

𝑛
−𝑙

1 + 2
𝑙

𝑛
−𝑙

2 < 2
𝑙

𝑛 ⇒...
∎

2משפט

.כאשרהואUDקודלהיותקודמילותאורכיעםלקודהכרחיתנאי 𝑙
1

≤ 𝑙
2

≤... ≤ 𝑙
𝑛

𝑖=1

𝑛

∑ 2
−𝑙

𝑖 ≤ 1

ומכאןבאורךהקודמילותמספרלהיותנסמן 𝑑
𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑛

∑ 2
−𝑙

𝑖 =
𝑖=1

𝑚

∑ 𝑑
𝑖

· 2−𝑖

𝐾(𝐶).כאשרהואUDיהיהשהקודהכרחיתנאי● ≤ 1

דור עזריה
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2הוכחה

𝑖=1

𝑚

∑ 𝑑
𝑖

· 2−𝑖( )𝑘

= 𝑑
1

· 2−1 +... + 𝑑
𝑚

· 2−𝑚( )𝑘
=

𝑗=𝑘

𝑘·𝑚

∑ 𝑁
𝑗

· 2−𝑗

.באורךלישישההודעותמספרזהנסמן 𝑁
𝑗

𝑗

𝑁
𝑗

≤ 2𝑗

𝑖=1

𝑚

∑ 𝑑
𝑖

· 2−𝑖( )𝑘

≤  
𝑗=𝑘

𝑘·𝑚

∑ 1 ≤  𝑘 · 𝑚    \ · ( )1/𝑘

𝑖=1

𝑚

∑ 𝑑
𝑖

· 2−𝑖( ) ≤ 𝑘 𝑘 · 𝑚 ( )𝑘→∞
=  1

∎

מה זה מודל?
למידה או הנחות לגבי מבנה הנתונים הנדחסים.

Zeroמודל Order
נניח לשם הפשטות שמדובר במודל מרקוב מסדר אפס ונציג כאן שלושה מודלים:

Staticמערכת.1 Compression
המודל כי פשוט.○
מודל סטטי, אין לנו שום הנחות מקדימות, לא צריך להעביר שום מידע מקדים למפענח.○
.מראשהטבלהאתיודעהמפענחכניסות,256יששבהASCIIה-טבלתעלנתבסס○
סיביות.8ב-מצוינתהיאקודמילתכל○
:האנטרופיה○
אחידההיאוההתפלגותזהההסתברותהיאASCIIבטבלתתוכלשלשההסתברותנניח○

היא:האנטרופיהאז,היאוההסתברות 𝑝
𝑖

= 1
256

𝐻(𝑃) =−
𝑖=1

256

∑ 1
256 · log

2
1

256( ) = 8

ביטים.8היאוהתוצאההמידעכמויותשלמשוקללממוצעלמעשהזההאנטרופיה
.ASCIIלפיביטים8ב-מצוינתקודמילתכלואכן

דור עזריה
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Semi-Staticמערכת.2 Compressionלמחצה)סטטי(מודל
אנחנו תלויים בהודעה אותה אנחנו הולכים לקודד.○

Bring me my bow of burning gold!
Bring me my arrows of desire!
Bring me my spear!
O clouds unfold!
Bring me my chariot of fire!

בשימוש.תווים25בסה"כלושישנקבלהזההשירעלנסתכלאם
רקנתמקדבואותווים,256שמכילASCIIהבקודלהשתמשלילמה-אומרהזההמודל○

באלפבית שממנו בנוייה ההודעה.
מהקודם).(בשונההתוויםמספרשללהכנהPreprocessingפהישכלומר,○
:האנטרופיה○

הרבהמופיעmשה-למשלרואיםשאנחנולמרות-ההסתברותאותהבעלתוכל 𝑝
𝑖

= 1
25

יותר פעמים משאר תווים שמופיעים פחות. לכן, ההסתברות לא נכונה בהודעה הזאת אבל
אנחנו נסתפק בה בכל זאת.

𝐻(𝑃) =   −
𝑖=1

25

∑ 1
25 · log

2
1

25( ) = 4. 64

סיביות)5מ-פחותקצתהיאביטבכלהמידעשכמותאומר(זהביטים4.64שקיבלנואומרזה
מה אנחנו צריכים להעביר למפענח? :○

אנחנו צריכים להגיד לו מי הם התווים שמשתתפים ומה הסדר שלהם כדי שהמפענח■
יוכל לעשות את ההשמה של התו באלפבית לפי הקוד.

לכלהואשלנושהאלפביתמניחיםאנחנוכיסיביות8היותרלכליתפוסהאלפבית■
תווים.256היותר

שהמפענחכדיהאלפביתגודלאתבראששומרHeaderה-כילראותאפשרבתמונה■
ביטים.8תופסוהואזהאתידע

ביטים.הואהתוויםתיאור■ 25 · 8 = 200
200.נקבלסה"כלכן■ + 8 = 208
128הוארווחיםוכוללחדשהשורהכוללאורכהבדוגמה,ההודעהכלעלנעבוראם■

תווים (זה גודל ההודעה).

.4יהיה:הממוצעתהקודמילתאורךלכן■ 64 + 208
128 = 6. 27

דור עזריה
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מודל סטטי למחצה עם הסתברויות עצמאיות.3
הפעם ההסתברות לא אחידה, ותחושב ע"י כמות הפעמים שהתו הופיע חלקי גודל ההודעה.

מודל שנכנס עמוק יותר להודעה.○
.ה-התושלההופעותכמותנגדיר○ 𝑣

𝑖
𝑠

𝑖

ההודעה.גודללהיותנגדיר○ 𝑚

𝑝.יהיהתוכלשללמופעההסתברות○
𝑖

=
𝑣

𝑖

𝑚

אם אנחנו רואים שתו מופיע הרבה אנחנו נרצה לתת לו מילת קוד קצרה יותר.○
אנחנו אוספים את ההסתברויות כדי לתת מילות קוד קצרות יותר לתווים תדירים יותר ואם○

ניקח את ההודעה הבאה:
Bring me my bow of burning gold!
Bring me my arrows of desire!
Bring me my spear!
O clouds unfold!
Bring me my chariot of fire!

𝐻(𝑃).שלנו:הסימוניםלפיהאנטרופיה○ =−
𝑖=1

𝑛

∑
𝑣

𝑖

𝑚 · log(
𝑣

𝑖

𝑚 ) = 4. 22

במקרהיתפוס)הקידוד(כמהההודעהלנותעלהכמהנקבלהאנטרופיהאתmב-נכפילאם○
הטוב ביותר.

מה המפענח צריך במקרה זה?○
האלפבית.גודלעבורביטים8■
עצמם.התוויםמהם25*8■
תו.כלשלהתדירות/ההסתברותמה25*4■
8.לנויעלהHeaderה-לכן■ + 25 · 8 +  25 · 4 = 308 𝑏𝑖𝑡

.4היא:הממוצעתהקודמילתאורךלכן○ 22 + 308
128 = 6. 63

למודל סטטי למחצה. זה כיבהשוואהגרועכלומר, בהודעה הקצרה הספציפית הזאת הוא○
אנחנו נתנו מודל יותר מדי מורכב להודעה קצרה מדי.

דור עזריה
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עקרון אורך הודעה מינימלי
יחד:הרכיבים2אתלבדוקצריכיםאנחנוהדחוסהקובץאתבודקיםכשאנחנו
התיאור של המודל●
הקידוד עצמו●

).headerהאתלשכוחלנו(אסור
יותר.יעיליהיההקידודככהיותרמפורטיהיהHeaderשה-ככל-מסקנה

Firstמודל Order
מודל מרקוב מסדר ראשון - אנחנו קובעים את ההסתברות של התו הבא על סמך התו הנוכחי.

במודל זה מניחים תלות בין התווים.●
לדוגמה:
.⅝בהסתברות'n'מגיע'i'התואחרי●
.⅛בהסתברות'o'מגיע'i'התואחרי●
.2/8בהסתברות'r'מגיע'i'התואחרי●

סיכום הפרק
תווים).256(תולכלאחידההסתברותונגדירASCIIע"פהקידודלפנינקבעת-סטטימודל●

מראש.ASCIIה-טבלתאתכבריודעתהיאכיPreprocessingצריכהלאהזאתהמערכת

ו-אחידהבהסתברות 𝑝
𝑖

= 1
256 𝐻(𝑃) =  −

𝑖=1

256

∑ 1
256 · log

2
1

256( ) = 8. 0 

,𝐸(𝐶.להעביר:לנויעלהאז 𝑃) = 𝐻(𝑃)

.Preprocessingדורש-למחצהסטטימודל●

ש:וראינואחידהשההסתברותונניח)ב-(נסמןיששונים(אותיות)תוויםכמהנספור 𝑁𝑝
𝑖

= 1
𝑁

. 𝐻(𝑃) =  −
𝑖=1

𝑁

∑ 1
𝑁 · log

2
1
𝑁( ) 

,𝐸(𝐶.להעביר:לנויעלהאז 𝑃) = 𝐻(𝑃) + 8· Σ| |+8
𝑇𝑒𝑥𝑡 𝑆𝑖𝑧𝑒| |

.Preprocessingדורש-עצמאיותהסתברויותעםלמחצהסטטימודל●
וראינוההודעהגודלחלקיהתושלהמופעיםכמותע"יותחושבאחידה,לאההסתברותהפעם 𝑣

𝑖
𝑠

𝑖
𝑚

.ש:ראינווגם.ש: 𝑝
𝑖

=
𝑣

𝑖

𝑚 𝐻(𝑃) =−
𝑖=1

𝑛

∑
𝑣

𝑖

𝑚 · log(
𝑣

𝑖

𝑚 )

,𝐸(𝐶.להעביר:לנויעלהאז 𝑃) = 𝐻(𝑃) + 8· Σ| |+8· 𝑝| |+8
𝑇𝑒𝑥𝑡 𝑆𝑖𝑧𝑒| |

דור עזריה
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קודים סטטים

שימוש הקטן ביותר בהסתברויות●
נשתמש בקוד קבוע כדי שהוא יהיה מהיר●
דחיסות פחות טובות●
אנחנוכיריקיהיהheaderה-ולכןהדחיסהלפניעליוומעברהקובץכלשלמוקדםעיבודנעשהלאאנחנו

נשתמש בקודים שהם ידועים ונראה למעשה שנעשה שימוש קטן של ההסתברויות כלומר במקרה שהקובץ כן
ידוע לנו מראש אנחנו נמיין את התווים באלפבית לפי התדירות שלהם מהגבוהה לנמוכה אבל מלבד זה אנחנו

לא נתאר את ההסתברויות עצמן.

אלפבית אינסופי
אותו ופתאום יש איזה תו שלא חשבנו שהוא יופיע: תחשבו שאנחנו מקבלים קובץ ואנחנו מתחילים לדחוסהרעיון

אז פשוט נתן לו את המילת הקוד הפנויה הבאה.
באינסוף.הפעםנעבודב-מסתייםשהאלפביתעכשיועדשראינולמהבניגוד● 𝑆

𝑛

שלנו.הא"בגודלאתמראשלדעתצריךלאכלומר,האלפביתאתנסמן● 𝑆 = [𝑠
1
,  𝑠

2
,......]

𝑝.יורדתבצורהההסתברויות●
1

≥ 𝑝
2

≥.... > 0

)Unary(אונריקוד
מילתסוףאתשמייצג"0"ואזדלוקים),(ביטיםאחדותx-1עםתקודדxבמקוםשמופיעההקודמילת●

הקוד.
,0.לדוגמה:●  10,  110,  1110,...
קוד אינסופי - לא צריכים לדעת מראש מה גודל האלפבית.●
אם אנחנו יודעים מראש שהאלפבית הוא סופי, אנחנו יכולים לחסוך קצת בקידוד.●
יקיים:קודשכלכךיעילקודהואאונריקודמתיכלומר,-מינימלית?יתירותבעלהקודמתי● 𝐶'

𝐸(𝐶
𝑈𝑛𝑎𝑟𝑦

,  𝑃) ≤ 𝐸(𝐶', 𝑃)

זה כאשר ההסתברויות הן חזקות של ½ או ¼  אנחנו מקבלים שהקוד האינסופי הוא בעל יתירות
מינימלית.

בקוד אינסופי, כאשר כמות האינפורמציה (ביטים מינימלית לייצוג תו) תהיה שווה לאורך מילת הקוד -●

הקוד האונרי יהיה ללא יתירות (אורך מילה ממוצעת מינימלי).

יתירות.ללאקודשיהיהבכדיבסוף,החוצץ0ה-האחרון,הביטאתנקצץפשוטסופי,בקוד●

דור עזריה
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קוד בינארי

קוד בינארי פשוט
קוד בעל אורך קבוע.●
יהיה:הקודמילתאורך,בגודלא"בעבור● 𝑛

  ⎡log
2
𝑛⎤ 

.הואהקודמילותשאורךנקבלאזלנויששאםלבנשים● 𝑛 = 2𝑘⎡log
2
𝑛⎤ = ⎡log

2
2𝑘⎤ = 𝑘

היותר.לכלסיביות3צריכיםאנחנולכןאזלדוגמה,● 𝑛 = 522 < 5 < 23

קוד בינארי מינימלי
לא מחייבים קוד בעל אורך קבוע.●
.אפשר אורכים שונים במילות הקוד וכך לייעל את הקידוד●
מילות הקוד הארוכות יהיו באורך:●

  ⎡log
2
𝑛⎤ 

מילות הקוד הקצרות יהיו באורך:●

  ⎡log
2
𝑛⎤ − 1

כלומר, נאפשר מקסימום הפרש של סיבית אחת בין מילות הקוד הקצרות למילות הקוד○
הארוכות.

באורךארוכותקודמילותלנויהיואזאזלדוגמה,● 𝑛 = 522 < 5 < 23⎡log
2
5⎤ = 3

.באורךקצרותקודומילות ⎣log
2
5⎦ = 2

2לנו?:יהיוקצרותמילותכמה-
⎡log

2
𝑛⎤

− 𝑛 =  23 − 5 = 8 − 5 = 3
.2באורךקצרותקודמילות3לנויהיולכן

5-לנו?יהיוארוכותקודמילותכמה- − 3 = 2
.3באורךארוכותקודמילות2לנויהיולכן

אבחנה

הסיביות.מספרהואnכאשר.kהואהקודמילתשאורךנקבלאז)2של(חזקהלנוישאם 𝑛 = 2𝑘

דור עזריה
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Eliasאליאסקוד
ההודעה.שללוגריתמיגודלבסדריהיושהביטיםכך)דלתא-גמא,-(קידודשיטותשתי 𝐶

γ
𝐶

δ

קוד אליאס הוא מעין מיזוג של בינארי ואונרי.

של:ביטיםבאורךהיאה-במקוםהקודמילת 𝑥

 𝑂(log(𝑥))
גמא:הראשון:הקוד 𝐶

γ

:1חלק●
.xשלהבינאריבייצוגהסיביות,מספראתאונריבקודכותבים■
1.לנויקחזהחלק■ + ⎣log

2
(𝑥)⎦

:2חלק●
המוביל)."1ה"את(מורידיםהמוביל1ה-ללא,שלהבינאריהייצוגאתכותבים■ 𝑥
log⎣לנויקחזהחלקלכן■

2
(𝑥)⎦

שזהסיביותנקבלהחלקים2אתנחבראםסה"כומכאן● 1 + 2⎣log
2
(𝑥)⎦𝑂 log

2
(𝑥)( )

Elias Code Algorithm𝐶
γ

Elias_Code_ (x) {𝐶
γ

1:

w = Binary(x);2:

out1 = Unary(|w|);3:

out2 = w - (first 1); // remove first ‘1’4:

return out1*out2; // merge two strings5:

}6:

𝑥.לנונתון:דוגמה = 25
w = Binary(25)=11001;2:

out1 = Unary(|w|)=Unary(5)=11110;3:

out2 = w - (first 1) = 11001 = 1001;4:

return out1*out2 = 11110*1001 = 1111010015:

דור עזריה
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𝑥.לנונתון:דוגמה = 50
w = Binary(50)=110010;2:

out1 = Unary(|w|)=Unary(6)=111110;3:

out2 = w - (first 1) = 110010 = 10010;4:

return out1*out2 = 111110*10010 = 111110100105:

בהינתן מספר לא חסום, איך נמצא את המספר הזה?●
כשנרצה למצוא תחום שבו הוא חסום נשתמש בקוד אונרי.○

משמאל.האונרילייצוג"1"נוסיףאזלאאםמ-קטןזהאם○ 2𝑘

אזמשמאל)(באיור7ל-4ביןזהנניחאזכן,היאהתשובהאם○
גדול).אוקטןכמוזה1או0(כיבינאריבחיפושנמשיך

האקספוננציאלי מתאים לקוד האונרי והחיפוש הבינארי מתאים○
לקוד הבינארי.

דלתא:השניהקוד● 𝐶
δ

𝑐כהפעםאךבינאריכייצוגהביטיםמספראתנכתובשמאלבצד
γ

−

המוביל.1ה-בליהבינאריאתשובימיןומצד
חלק ראשון:○

𝐶.ידיעלxב-הסיביותמספראתמקודדים■
γ

1כלומר■ + 2 · ⎣log
2

 log
2
(2𝑥)( )⎦

חלק שני:○
𝐶.ידיעלשנקבעבטווחxב-בינאריקוד■

γ

1.נקבלסה"כ○ + 2 · ⎣log
2

 log
2
(2𝑥)( )⎦ +  ⎣log

2
(𝑥)⎦

מ-יותרגדולש-מספריםלנויש● 𝐶
δ

𝐶
γ

סיביות.מספראותותופסים1עבורלמשל○
מ-ארוךיותרה-2,3עבור○ 𝐶

δ
𝐶

γ

מ-גרועיותרה-פתאום8,9עבור○ 𝐶
δ

𝐶
γ

יותרגרועשהםבודדיםמספריש● 𝐶
δ

𝐶
γ

האונרי.מהקודיותרגרועמתיעצמנואתלשאולצריכיםאנחנו 𝐶
γ

דור עזריה
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𝐶?מ-יותרקצרהאונאריהקודמתי-נשאללכן
γ

10זה2שלהאונריהייצוגלמשל,שלמהייצוגטוביותרדווקאהאונריהייצוגשהםמספרים2יש 𝐶
γ

סיביות5תופסהואב-אבלסיביות4יתפוסהאונריהייצוג4ב-גםכזאת,דוגמהומצאנו 𝐶
γ

באופן אקספוננציאלי מקודים אונארים.עבור ערכים גדולים קודי אליאס הם טובים יותר-מסקנה

Elias Code Algorithm𝐶
δ

Elias_Code_ (x) {𝐶
δ

1:

w = Binary(x);2:

out1 = Elias_Code_ (|w|);𝐶
γ

3:

out2 = w - (first 1); // remove first ‘1’4:

return out1*out2; // merge two strings5:

}6:

𝑥.נתון:דוגמה = 25
w = Binary(25)=11001;2:

out1 = Elias_Code_ (5)=110 101 = 11001;𝐶
γ

3:

out2 = w - (first 1)= 11001;4:

return out1*out2 = 11001*1001= 110011001;5:

נוסף?לקודנמשיךולאכאןשנעצורלמה-חשובהשאלה 𝐶
ε

גדול.ממשלמספרלאאפילובכלוםלנוחוסכתלאשהיאנראהאנחנוב-שתלויקודעםנעבודאם 𝐶
ε

𝐶
δ

𝑥.עבורלדוגמהנראהאותו,הגדרנולאולכןבשימושיהיהלאהזההקודלכן = 109 ≈ 230

שיטת קודמספר סיביות לחלק ראשוןמס' סיביות חלק שניסה"כ סיביות

59 𝑏𝑖𝑡𝑠29 𝑏𝑖𝑡𝑠𝑈𝑛𝑎𝑟𝑦(30)| | = 30 𝑏𝑖𝑡𝑠𝐶
γ

109( ) =

38 𝑏𝑖𝑡𝑠29 𝑏𝑖𝑡𝑠𝐶
γ
(30)| | = 9 𝑏𝑖𝑡𝑠𝐶

δ
109( ) =

38 𝑏𝑖𝑡𝑠29 𝑏𝑖𝑡𝑠𝐶
δ
(30)| | = 9 𝑏𝑖𝑡𝑠𝐶

ε
109( ) =

דור עזריה
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קוד אוניברסלי
𝑝הסתברויותשליורדתבסדרהא"באוסףנניח

1
≥ 𝑝

2
≥... ≥ 𝑝

𝑛

שההסתברות:נגידלכלאזיורדתשהסדרהובגלל 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 𝑝
𝑥

≤ 1
𝑥  

ההסתברות.אתלדעתרוציםואנחנוהמספרשלהאינדקסזהכאשרהזאת,ההסתברותאתלהוכיחנרצה 𝑥

הוכחה

:xועדהראשונהמההסתברותההסתברויותכלשלהסכוםאתנקחלכןשעבורוxשקייםבשלילהנניח 𝑝
𝑥

> 1
𝑥

𝑖=1

𝑥

∑ 𝑝
𝑖

>
𝑖=1

𝑥

∑ 1
𝑥 = 𝑥 · 1

𝑥 = 1

ולכן:הסתירהזאתולכן1מ-גדולההסתברויותשסכוםקיבלנו

𝑝
𝑥

≤ 1
𝑥

1.לכל ≤ 𝑥 ≤ 𝑛
∎

ההגדרה:ולפיxה-במקוםשיושבהמידעכמותאתניקחאם-אותנו?מענייןזהלמה

𝐼(𝑆
𝑥
) =  − log(𝑝

𝑖
) ≤  − log( 1

𝑥 ) =  log(𝑥)

log(𝑥).שלגודלבסדרהיאהמידעכמותכלומר

אנחנו הראינו בקודי אליאס שאנחנו רחוקים מכמות המידע ב-:

𝐶
γ
:  log

2
(𝑥) + θ(log(𝑥))

𝐶
δ
: log

2
(𝑥) +  𝑜(log(𝑥))

דור עזריה
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Golombגולומבקוד
Fixed-קבועבאורךבלוקיםעםקודזהנתונים,לדחיסתשיטה/אלגוריתםפשוטהואגולומבקידוד size.

כלבומקרהעלנדבראנחנוו-ב-לנושהיהכמואקספוננציאלישעולהבגודלבלוקיםעללדברבמקום 𝐶
γ

𝐶
δ

בלוק.כלשלהגודליהיהוהואלושנקראהזהלקודפרמטרלנויהיהלמעשה.הגודלבאותוהםהבלוקים 𝑏
0.וגםbהואהא"בגודל < 𝑟 ≤ 𝑏

Golomb Encode Algorithm (הצפנה)

Golomb_encode(x,b) {1:

q ⇐ (x-1) div b; // :2השלםהחלק

r ⇐ x-q*b; // :3השארית

Unary_encode(q+1); // :4השאריתאתבאונרימקודדים

Minimal_binary_encode(r,b); // :5השאראתמקודדים

}6:

Golomb Decode Algorithm (פענוח)

Golomb_decode(b) {1:

q ⇐ Unary_decode()-1;2:

r ⇐ Minimal_binary_decode(b);3:

return r+q*b;4:

}5:

הקודמילתאתלקודדנרצהכלומרקוד.מילותלנויש,אתלקודדנרצההבאה,בדוגמה 𝑥 = 9𝑏 = 5
לקודד.שרוציםהקודמילתשלהאינדקסהואכאשרהתשיעית 𝑥

Golomb Encode Algorithm - 𝑥דוגמה = 9 𝑏 = 5

Golomb_encode(x=9,b=5) {1:

q ⇐ (9-1) div 5; // q = 12:

r ⇐ 9-1*5; // r = 43:

Unary_encode(1+1); // unary(2) = 104:

Minimal_binary_encode(r,b); // MBE(4,5) = 1105:

} // so we get 9_golomb = 101106:

דור עזריה
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Riceרייסקוד
איזהעבורכלומר2שלחזקותשלבגודלבלוקיםעלנסתכלגולומב.קודשלפרטימקרההוארייסקוד 𝑏𝑘

חסכוניתמאודפעולהשזהshiftingשלפעולותהםרובןהפעולות-ההיתרון?מה.מתקייםמסוים 𝑏 = 2𝑘

.באנרגיההשימוש של רייס חוסךלעומת כפל וחילוק וכו'.. כלומר
- נועד כדי להשתכנע שרייס הוא מקרה פרטי של גולומב.דוגמה

:עבור גולומב
.כלומר.2שלחזקהשזהשהפעםרקהקודמתלדוגמהבדומהנחשב 𝑏 = 4𝐺𝑜𝑙𝑜𝑚𝑏(9, 4)

𝑞 = 2
𝑟 = 9 − 2 · 4 = 1

𝑈𝑛𝑎𝑟𝑦(3) = 110
אנחנואזb=4לכןMBEעםלעבודקלמאודלנויהיה2שלבחזקההואשלנושהא"בבמקרה

"00"זההראשונההקודומילתקבועבאורךקודמילותעלמדברים
𝑀𝐵𝐸(1, 4) = 00

ומכאן:
𝐺𝑜𝑙𝑜𝑚𝑏(9, 4) = 110 00

:עבור רייס
אזוגםנתון 𝑥 = 9𝑏 = 4𝑘 = 2

(𝑥 − 1)
2

= 1000

.1000נקבלright-shiftלאחר
𝑈𝑛𝑎𝑟𝑦(2 + 1) = 110

את אותם ביטים שמחקנו, נסתכל עליהם ונקבל:
𝑅𝑖𝑐𝑒(9, 4) =  110 00

פעולהשהיאshiftשלבפעולותזהאתונעשהגולומבשלפרטימקרההואהרייסלכןהדבר,אותוקיבלנוכלומר
.2שלמחזקהbלנושישבמקריםבהנשתמשולכןאנרגיהשחוסכת

תכונות של קוד גולומב
.1ב-באורכושונהוגםעבורפרמטרעםגולומבקוד● 𝑏 𝑥𝑥 + 𝑏
●𝐶

𝑥+𝑏| | = 𝐶
𝑥| | + 1

●𝑝
𝑥

= (1 − 𝑝)𝑥−1 · 𝑝

●𝑝
𝑥+𝑏

= (1 − 𝑝)𝑥+𝑏−1 · 𝑝

●
𝑝

𝑥

𝑝
𝑥+𝑏

= (1 − 𝑝)𝑏

אתלספקכדינבחרפרמטר● 𝑏
𝑝

𝑥

𝑝
𝑥+𝑏

= 0. 5

דור עזריה
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מספרי פיבונצ'י
:תזכורת

𝐹בסיס:
0

= 0,    𝐹
1

= 1

𝐹צעד:
𝑖

= 𝐹
𝑖−2

+ 𝐹
𝑖−1

𝑛.פיבונאצ'י:מספריבעזרתמספרכללייצגניתן:הגדרה =
𝑖=1

𝑘

∑ 𝑛
𝑖

· 𝐹
𝑖+1

Fib1שיטת

Fibonacci Binary Encode Algorithm (הצפנה)

Fibonacci_Binary_Encode(n) {1:

find the largest Fibonacci number .≤ 𝑛2:

Repeat recursively with until .𝑛 − 𝐹
𝑘

𝑛 − 𝐹
𝑘

= 03:

}4:

:לדוגמה
𝑛:עבור = 73

.1והצבנומספרלאותושנכנסתגבוהההכי2שלהחזקהמהשאלנובינאריבייצוגשעשינומהבעצם
מספראותופחותעםהתהליךעלרקורסיביתונחזורל-שנכנסגבוהההכיהמספראתניקחבפיבונאצ'י  𝑛𝑛

.0ל-שנגיעעדפיבונאצ'י

סידור קוד פיבונאצ'י לצורה של קוד
בהתחלה.למוביל1נוסיףתמיד.1
נהפוך כל מילה..2

מילתכלההוספהאחריולכן1ב-מתחילפיבונאצ'יבמספרתמיד●
.11ב-תתחילקוד
ולשבור).לחזור-אחדות2לקרוא(צריךמיידילאהקוד-בעיה●
בסוף.ישב11וה-מילה,כלנהפוך-תיקון●

דור עזריה
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:תכונות
.ש:כךבסוף)שמוסיפים1ה-(כוללבאורךקודמילותהןה-● 𝐹

𝑘
𝑘 + 1𝐹

𝑘
= 𝐹

𝑘+2
− 𝐹

𝑘+1

קוד פרפיקסי●
קוד מיידי●
קוד אחיד - יש השמטה/החלפה של ביט.●

Fib2שיטת
זהחצימעלהסתברותעםתולנוישואם-)11היאהראשונה(כי1באורךקודמילתשאיןהואFib1ב-החיסרון

הבאה:החוקיותלפיהמיליםושאר1אתהוסיפולכן-לנויחסר
דרך ראשונה:●

.Fib1ב-בסוף"שהוספנו"ימניהכי1ה-אתמורידים○
.0ב-שמתחילותהקודמילותכלאתמורידים○

דרך שניה:●
קוד.מילתכלבסוףמימיןשהוספנו1ה-אתמורידים○

בהתחלהקודמילתלכל10נוסיף○

קוד.כמילת1אתנוסיף○

דור עזריה
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:תכונות
'1'הקודמילתאתמכיל.1
.באורךקודמילותיש.2 𝐹

𝑛−2
𝑘

.מ-טובופחותמ-טוביותרשתמידלהוכיחניתן.3 𝐶
γ

𝐶
δ

דור עזריה
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Shannon-שאנון-פאנוקוד

מבוא
מכיוון שכמות האינפורמציה היא לא בהכרח מספר שלם והיא חוסמת את אורך מילת הקוד מלמטה אז שאנון

הציע פתרון כך שכל מילת קוד שנבנה יהיה הערך העליון של כמות האינפורמציה.
עשינו זאת כך:

𝐼(𝑆
𝑖
) =  − log

2
(𝑝

𝑖
) = log

2
( 1

𝑝
𝑖
)

מאחר ו-:

log
2
( 1

𝑝
𝑖
) ≤ ⎡log

2
( 1

𝑝
𝑖
)⎤ < log

2
( 1

𝑝
𝑖
) + 1

אז לפי האנטרופיה נקבל:

𝐻(𝑃) =  −
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖
log

2
𝑝

𝑖
 =

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖
log

2
1
𝑝

𝑖
 ≤

≤
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖
⎡log

2
( 1

𝑝
𝑖
)⎤ <  

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖
(log

2
1
𝑝

𝑖
+ 1)

והראנו שלמעשה אם ניקח את האורך הממוצע של מילות הקוד:

𝐿 =
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑝
𝑖

· ⎡log
2
( 1

𝑝
𝑖
)⎤

אז נקבל:

𝐻(𝑃) ≤  𝐿 <  𝐻(𝑃) + 1

.1בסיביתרקמהאנטרופיהרחוקהקודמילתאורךכלומר
אומרזהאזקלטאורךכלעלאחתסיביתמאבדיםאנחנוואםקודמילתלכלהממוצעהקודשזהוהסברנו 𝑛

סיביות.נאבדשבסה"כ 𝑛

דור עזריה
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שאנון - אלפבית של זוגות
וכו'...כלומרהתוויםשלהזוגותכלעלנסתכל.-שלנוהאלפביתאתלהגדילהציעשאנון 𝑚𝑎, 𝑏, 𝑐𝑎𝑏,, 𝑏𝑐, 𝑐𝑎

-מזה?שלנוהרווחמהאיברים,לנויהיהאיבריםבמקוםלכן 𝑛𝑛2

כל הזוגות שלנו., נסתכל על האנטרופיה שלבלתי תלויותנניח שההסתברויות
.ההסתברויותעםשלנוהזוגותככלהאלפביתשלהסמליםאתנחשיב (𝑠

1
, 𝑠

2
)𝑝(𝑠

1
, 𝑠

2
) = 𝑝(𝑠

1
) · 𝑝(𝑠

2
)

𝐻 𝑝(𝑠
𝑖
, 𝑠

𝑗
)( ) =−

(𝑖,𝑗)
∑ 𝑝(𝑠

𝑖
,  𝑠

𝑗
) · log

2
𝑝(𝑠

𝑖
 ,  𝑠

𝑗
) =

=−
𝑖

∑
𝑗

∑ 𝑝(𝑠
𝑖
) · 𝑝(𝑠

𝑗
) · log

2
𝑝(𝑠

𝑖
) · 𝑝(𝑠

𝑗
)( ) =

=−
𝑖

∑
𝑗

∑ 𝑝(𝑠
𝑖
) · 𝑝(𝑠

𝑗
) · log

2
𝑝(𝑠

𝑖
)( ) + log

2
𝑝(𝑠

𝑗
)( )( ) =

=−
𝑖

∑ 𝑝(𝑠
𝑖
) ·

𝑗
∑ 𝑝(𝑠

𝑗
) · log

2
(𝑝(𝑠

𝑗
)) −

𝑗
∑ 𝑝(𝑠

𝑗
) ·

𝑖
∑ 𝑝(𝑠

𝑖
) · log

2
(𝑝(𝑠

𝑖
)) =

= 𝐻 𝑃(𝑠)( ) ·
𝑖

∑ 𝑝(𝑠
𝑖
) + 𝐻 𝑃(𝑠)( ) ·

𝑗
∑ 𝑝(𝑠

𝑗
) = 2𝐻 𝑃(𝑠)( )

בודדים.תוויםעלהאנטרופיהפעמייםפשוטזהבגודלהאלפביתשלהזוגותשלשהאנטרופיהקיבלנו 𝑛2

אם נחזור לקוד שאנון אמרנו שהקוד שלו רחוק מהאנטרופיה בסיבית אחת, לכן אם נעשה זאת על האלפבית של
זוגות במקום על אלפבית מקורי אז נהיה רחוקים עדיין בסיבית אחת אבל אם נחשב את האורך הממוצע פר-תו

בודד ולא פר-זוג אז אנחנו מקבלים שאנחנו רחוקים מהאנטרופיה רק בחצי סיבית כלומר התקרבנו יותר
לאנטרופיה.

לכן, אורך קוד שאנון של האלפבית החדש חסום בצורה הבאה:

𝐿 (𝑠
1
, 𝑠

2
)( ) < 𝐻 𝑃(𝑠

1
, 𝑠

2
)( ) + 1 = 2𝐻  𝑃(𝑠)( ) + 1

מספר הסיביות בכל סימן עבור זוגות יהיה חסום בצורה הבאה:

 1
2 · 𝐿 (𝑠

1
, 𝑠

2
)( ) < 𝐻 𝑃(𝑠)( ) + 1

2

הבאה:בצורהחסוםיהיה-יותnו-רביעיות…שלשות,עבורסימןבכלהסיביותומספר

 1
𝑛 · 𝐿 (𝑠

1
, 𝑠

2
,...., 𝑠

𝑛
)( ) <  𝐻 𝑃(𝑠)( ) + 1

𝑛

דור עזריה
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קידוד עץ בינארי מלא
'.1'נציבפנימיתצומתלכל
'.0'נציבעלהלכל

טענה
פנימיים.צמתיםישעליםעםמלאבינארילעץ 𝑛𝑛 − 1

טענה
.הואעליםעםמלאבינאריעץלקידודהנחוציםהביטיםמספר 𝑛2𝑛 − 1

דוגמה
המחרוזת הבינארית שמתארת את העץ היא:●

1 11 1001 0000

בסדרה.וגםעליםיש● 𝑛 = 62𝑛 − 1 = (11)𝑏𝑖𝑡𝑠

דור עזריה
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אלגוריתם שאנון-פאנו
בקוד שאנון-פאנו, הסמלים מסודרים לפי ההסתברויות שהם נמצאים, מהגדול לקטן ואז הם מחולקים●

לשתי קבוצות כך שסכום ההסתברויות בכל קבוצה שווה כמה שאפשר לקבוצה השנייה.
"0"מקבליםהראשונהבקבוצההסמליםשלו,התחיליותקודשלהראשונההספרהאתמקבלסמלכל

".1"מקבליםהשנייהבקבוצהוהסמלים
עבור כל קבוצה שנשאר בה יותר מסמל אחד, התהליך חוזר על עצמו וכל סמל יקבל ספרה נוספת.

כאשר בקבוצה נשאר רק סמל אחד - הקוד עבור אותו סמל הושלם ואותו קוד לא יופיע בתחילת קוד של
סמל אחר.

קוד שאנון-פאנו תמיד יוצר עץ מלא אך הוא לא השיטה הכי אופטימלית.●

Shannon-Fano Algorithm

עבור רשימה נתונה של סמלים, יש להתאים עבור כל סמל את ההסתברות שלו בקטע המקור. 1

ביותרוהנמוכהבשמאלנמצאתביותרהגבוההכאשרשלהםההסתברותלפיהסמליםרשימתאתנמיין
בימין.

2

נפצל את הרשימה לשתי קבוצות כך שסכום ההסתברויות בכל קבוצה שווה כמה שאפשר לקבוצה השנייה. 3

".1"מקבלוהימני"0"הבינאריתהספרהאתמקבלהרשימהשלהשמאליהחלק
".1ב-"יתחילובימני"0ב-"יתחילהשמאליבחלקשנמצאסמלעבורקודשכלהיאהכוונה

4

ביטיםוהוסףחלקכלבשניתחלק-החלקיםמשניאחדכלעבור4ו-3חלקיםעלרקורסיביבאופןחזור
לקוד, עד שכל סמל הופך לעלה בעץ ויש לו קוד מתאים.

5

𝑃יורדת:מונוטוניתהסתברויותסדרתנתון:דוגמה = {0. 67,  0. 11,  0. 07,  0. 06,  0. 05,  0. 04}
Σ.וגם = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹}

שלם.קודכלומרמלא,עץנקבלולכן2ל-פיצלנושלבשבכללבנשים:הערה

דור עזריה
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דוגמה של האלגוריתם
הדוגמה מראה בנייה של קוד שאנון-פאנו עבור אלפבית קטן.

נניח שיש חמישה סמלים באלפבית עם התדירויות הבאות:

EDCBAסמל

566715כמות

0.128205130.153846150.153846150.179487180.38461538הסתברות

a(.כל הסמלים ממוינים לפי תדירות משמאל לימין כמתואר בטבלה

b(הסמליםביןמפרידקונשיםהאלגוריתם,של3שלבלפיB-וC
-17יהיההימניתוסכום22יהיההשמאליתהקבוצהשסכוםכך

החלוקה שנותנת את ההפרש הקטן ביותר שניתן בין החלקים.

c(מ-אחדכלעבורהזאת,החלוקהפיעלA-וB,קודישויך
,Cועבור"0"שערכובביטשמתחיל D-וE1ב-"שמתחילקוד"

החלק)4(שלבמכןלאחרמלמטה.בטבלהשמתוארכפי
שמשאירמה,Bו-Aביןחדשהחלוקהמקבלהעץשלהשמאלי

.01קודעםעלהבתורBואת00קודעםעלהבתורAאת

d(,אחרי ארבעה תהליכי חלוקה, נוצר העץ של הקוד. בעץ הסופי
שלושת הסמלים עם התדירויות הגבוהות, קיבלו קוד של שני

ביטים כל אחד ושני הסמלים עם הכמות הקטנה יותר, שלושה
ביטים כל אחד, כמו שמתואר בטבלה למטה:

EDCBAסמל

111110100100קוד

שלם.קודכלומרמלא,עץנקבלולכן2ל-פיצלנופעםשכללבנשים●
שיטת הקוד הזו לא תמיד אופטימלית.●
אנחנו בנינו את הקוד מלמעלה למטה.●

דור עזריה
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Huffman-הופמןקוד

מבוא
אלגוריתם שאנון-פאנו, לא תמיד יוצר קוד תחיליות אופטימלי.●

נציג אלגוריתם אחר, שיוצר עץ אופטימלי עבור כל קבוצת סמלים עם הסתברות נתונה.
העץ של האפמן נבנה מהעלים לכיוון השורש - מלמטה למעלה, בניגוד לעץ שאנון-פאנו שנבנה●

מהשורש לעלים - מלמעלה למטה.

קוד האפמן הוא שיטה לקידוד סימנים, כגון תווי טקסט, ללא אובדן נתונים.●

קוד האפמן הוא קוד פרפיקסי, כלומר מחרוזת ביטים שמייצגת אות לעולם אינה מהווה תחילית של
מחרוזת המייצגת אות אחרת. קוד כזה מבטיח אפשרות יחידה לפיענוח, ויתרה מזאת, הפיענוח מהיר,

שכן מספיק לעבור על הרצף המקודד פעם אחת מההתחלה ועד הסוף תוך שמירת מעט מידע.

קוד מסוג זה ניתן לייצג על ידי עץ בינארי, כאשר עלי העץ מייצגים את האותיות המקודדות, וצמתי העץ
שנקלטיםהביטיםפיעלהעץעלהולכיםכלשהו,ביטיםרצףלפענחרוציםכאשר.1או0ב-מסומנים

עד אשר מגיעים לעלה. האות המאוחסנת בעלה היא האות המפוענחת.

כאשר הקוד הוא אופטימלי, העץ יהיה עץ מלא. כלומר, לכל צומת שאינו עלה יהיו בדיוק שני בנים.

שלבי האלגוריתם
הופעתם.הסתברותפיעלממויניםהסמלים,כלאתהמייצגיםצמתיםשיכילעדיפותתורצור.1 𝑄
בצע:אחת,מצומתיותרישבתורעודכל.2 𝑄

a.חדשצומתצור.𝑧
b.ביותר.הנמוכהההסתברותבעלי-העליונים,האיבריםשניאתהעדיפויותמתורהוצא 𝑥, 𝑦
c.שלוהשמאליהימנילבניםאתהפוך. 𝑥, 𝑦𝑧
d.ו-שלההסתברויותסכוםלהיותשלההסתברותאתקבע.  𝑧𝑥𝑦
e.העדיפויות.לתוראתהכנס 𝑧

הצומת הבודד שנותר בתור העדיפויות הוא שורש עץ הקוד המבוקש..3
לבןמובילהיתה-הצלעאםהסמל.אתשמייצגלעלהמהשורשהמסלוללפייקבעסמלכלעבורהקוד.4 𝑛

".1"יהיהערכוימני,לבןמובילההיאאם".0"יהיהיה-הביטערךשמאלי, 𝑛
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עצי קוד
כל קוד פרפיקסי יכול להיחשב כקוד-עץ.●
סמלי המקור הם העלים בעץ.●
מסלול ייחודי מהשורש אל העלה מייצג את הקוד עצמו עבור הסמל.●
פענוח והצפנה - נטייל על עץ-הקוד מצלע לצלע.●
חסרון - דרישה לנפח מקום ואיטי.●

Huffman Algorithm

Huffman(Σ){1:

n ⇐ |Σ|2:

Q ⇐ Σ3:

for i ⇐ 1 to n-1 do:4:

do ALLOCATE-NODE(z)5:

left[z] ⇐ x ⇐ EXTRACT-MIN(Q)6:

right[z] ⇐ y ⇐ EXTRACT-MIN(Q)7:

w[z] ⇐ w[x] + w[y]8:

INSERT(Q, z)9:

end-for10:

return EXTRACT-MIN(Q)11:

}12:

דור עזריה
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:דוגמה
נשתמש באותם תדירויות כמו שהשתמשנו בדוגמה של שאנון-פאנו, כלומר:

EDCBAסמל

566715כמות

0.128205130.153846150.153846150.179487180.38461538הסתברות

a(.נציג את הסדרה

b(ל-האפמן,שלהאלגוריתםפיעלD-וEביותרהנמוכהההסתברותאתיש
כלומרביחד,Eו-Dשלההסתברותבעלתלצומתבניםיהיוולכן

0.28205128.

c(הואבתורהבאהזוגBוCשלההסתברותבעלתלצומתבניםויהיוBוC
.0.33333333כלומרביחד,

d(אתמשאירזהBC-וDEהםגםולכןבתורביותרהנמוכהההסתברותעם
.BCDEלצומתבניםיהיו

e(עםנשארנוA,אחרונה.לצומתבןשיהיה

EDCBAסמל

1111101011000קוד

זמן הריצה של האלגוריתם
𝑂(𝑛)ערימהיצירת●
פעמים.הלולאהעלרצים● 𝑛 − 1

𝑂(logצומתשלהקצאה○ 𝑛)
𝑂(logמהערימהביותרהמינימלישלהוצאה○ 𝑛)
היאשללבןהשמה○ 𝑧𝑂(log 𝑛)
לערימהשלהכנסה○ 𝑧𝑂(log 𝑛)

𝑂(𝑛סה"כ● log 𝑛)

דור עזריה
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קוד האפמן עם שני תורים
ליעל יותר טוב מהאלגוריתם הרגיל., אפשרבסדרה שהיא כבר ממוינתעבור הסתברויות נתונות●
נשים את ההסתברויות המקוריות בתור הראשון, ואת הסכומים בתור השני.●
ביותר.המינימליים2אתנבחרשלבבכל●
יותר!.יעילכלומר-במקוםשלריצהזמןנקבלאנחנו● 𝑂(𝑛)𝑂(𝑛 log 𝑛)
נשים לב שאפשר להשתמש באלגוריתם זה רק אם קיבלנו את סדרת המשקלים ממוינת מראש!●

משפט
אלגוריתם הופמן נותן קוד בעל יתירות מינימלית.

𝑤.משקליםסדרתבהינתן
1
,..., 𝑤

𝑛

מינימלי.הואשכךבאורכיםקודמקצההופמןאלגוריתם  𝑙
1
,...., 𝑙

𝑛
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤
𝑖
𝑙

𝑖

הבאות:הלמות3הוכחתבעזרתזהמשפטנוכיח

1למה
עץ אופטימלי (עץ המתאים לקוד בעל יתירות מינימלית) הוא עץ מלא.

הוכחה:
.יחידילדבעלצומתקייםמלא,אינוהאופטימלישהעץבשלילהנניח 𝑇𝑥𝑦

.שללאופטימליותבסתירהמתלכדיםו-ש-כךחדשעץנבנה 𝑇‾𝑥𝑦𝑇
∎

:הסבר
אותםקיצרנוב-מורשותשכןאלהוכלהדבראותוונשארותב-מושרשותשלאהקודמילותכלאתלקחנו 𝑦𝑦

יותר).אופטימלימצאנו(כלומר.שללאופטימליותבסתירההסכוםאתשיפרנוולכןאחתבסיבית
𝑖=1

𝑛

∑ 𝑤
𝑖
𝑙

𝑖
𝑇

דור עזריה
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2למה
מילותאתלהםשנתנוביותר,התחתונהברמהנמצאיםו-ביותרהנמוכיםהמשקליםאופטימליבעץ  𝑤

𝑛
𝑤

𝑛−1

הקוד הארוכות ביותר.
:הוכחה

ו-אתישבמקומוכלומרביותר,הנמוכהברמהנמצאאינוהכלליותהגבלתבליש-בשלילהנניח  𝑤
𝑛−1

 𝑤
𝑥

𝑤
𝑛−1

נמצא ברמה גבוהה יותר מעליו.
.וגםכלומר 𝑤

𝑥
> 𝑤

𝑛−1
𝑙

𝑥
> 𝑙

𝑛−1

ולכן:
𝑤

𝑥
− 𝑤

𝑛−1( ) 𝑙
𝑥

− 𝑙
𝑛−1( ) > 0

נכפיל ונקבל:
𝑤

𝑥
𝑙

𝑥
− 𝑤

𝑥
𝑙

𝑛−1
− 𝑤

𝑛−1
𝑙

𝑥
+ 𝑤

𝑛−1
𝑙

𝑛−1
> 0

𝑤
𝑥
𝑙

𝑥
+ 𝑤

𝑛−1
𝑙

𝑛−1
  > 𝑤

𝑥
𝑙

𝑛−1
+ 𝑤

𝑛−1
𝑙

𝑥
  

כזה.עץקייםלאאך 𝑇‾

∎

הסבר:
יותרגבוהשמשקלואיזהקייםכלומרבעץ,הנמוכהברמהנמצאיםלאביותרהנמוכיםהמשקליםששניהנחנו 𝑥
יותר.גדולאורךל-ונתנויותר,הנמוכיםמהמשקליםמאחד 𝑥

שהיהמהעץיותרטוביהיההסכוםששםעץבנינובה"כ.מ-יותרארוכהקודמילתהיא 𝑙
𝑥

𝑙
𝑛−1

𝑇‾ 𝑤
𝑖
𝑙

𝑖
𝑇

שכזה.שקייםייתכןלאכישהגענוהסתירהוזוביותרהאופטימלי 𝑇‾

3למה
אחים.הםביותרהנמוכיםשהמשקליםלהניחיכוליםאנחנואופטימלילקודהמתאיםאופטימליבעץ 𝑤

𝑛−1
,  𝑤

𝑛

בעץ הופמן תמיד איחדנו את הנמוכים ביותר להיות אחים.●
:הוכחה
𝑇.אופטימליעץעלנסתכל

אחים.לאהםאבלהתחתונהברמההםכייודעיםאנו2למהולפימלאעץהוא1למהלפי 𝑤
𝑛−1

,  𝑤
𝑛

.האחאתול-האחאתישל-אחיםלהיותחייבלשניהםאזמלאהואהעץאם 𝑤
𝑛

𝑤
𝑥

𝑤
𝑛−1

𝑤
𝑦

𝑙.הקוד:מילתשלהאורךכלומרהתחתונהברמהנמצאיםשכולםיודעיםאנו
𝑛

= 𝑙
𝑥

= 𝑙
𝑦

= 𝑙
𝑛−1

והאורכים.הסכומיםאתשינינושלאכךהעץאתנקבלב-אתנחליףאםלמעשה,  𝑤
𝑛−1

𝑤
𝑥

𝑇‾ 𝑤
𝑖
𝑙

𝑖

∎
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משפט
עץ הופמן הוא עץ אופטימלי.

(זה אותו משפט קודם שהוצג לפני הלמות, היינו צריכים להוכיח את הלמות כדי להוכיח את המשפט הזה).

הוכחה
עלים.עלבאינדוקציהנוכיח 𝑛
עלים.עבור:האינדוקציהבסיס☚ 𝑛 = 2

המתקבלהופמןלעץזההעץוזההעלים2עםיחידאופטימליעץהואזהעץ
עלים.2ידיעל
𝑛.עבורנניח:האינדוקציההנחת☚ − 1
𝑛.עבורנוכיח:האינדוקציהצעד☚

אורכיםעםקודמילותעםהבאות:המשקולותעבוראופטימליעץיהי 𝑇
1

𝑤
1
,...., 𝑤

𝑛{ }𝑙
1
,..., 𝑙

𝑛

מינימלי.הואש:כך Σ
𝑖=1
𝑛 𝑤

𝑖
𝑙

𝑖

.זהשלהםוהאבאואחיםהתחתונהברמהנמצאיםו-אזכייודעיםאנו 𝑙
𝑛

= 𝑙
𝑛−1

= 𝑙
𝑥+1

𝑤
𝑛

𝑤
𝑛−1

𝑤
𝑥

עלה.הואכעתש-כךהשמטתע"יעםמ-עץנבנה 𝑇
2

𝑇
1

(𝑛 − 1) 𝑤
𝑛
,  𝑤

𝑛−1
 𝑤

𝑥

נוכיח את הטענה הבאה לסיום ההוכחה:

טענה
.כאשרמשקליםעבוראופטימליעץהואהעץ 𝑇

2
𝑛 − 1𝑤

1
,..., 𝑤

𝑥{ }𝑤
𝑥

= 𝑤
𝑛−1

+ 𝑤
𝑛

הוכחה

𝑀.נסמן
1

= Σ
𝑖=1
𝑛 𝑤

𝑖
𝑙

𝑖

נשים לב כי:
𝑀

2
= 𝑀

1
− 𝑤

𝑛−1
+ 𝑤

𝑛( ) · 1

.ש:כךמשקולותאותםעבורקייםולכןאופטימלילאכיבשלילהנניח  𝑇
2

𝑇
3

𝑤
1
,..., 𝑤

𝑥{ }𝑀
3

< 𝑀
2

דור עזריה
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.ונקבלמשקולותעםזהה,עץהינואשרעץנבנה  𝑇
4

𝑤
𝑛
,  𝑤

𝑛−1
𝑀

4

ולכן:ההנחהלפיכיידוע 𝑀
3

< 𝑀
2

𝑀
4

= 𝑀
3

+ 𝑤
𝑛−1

+ 𝑤
𝑛( ) < 𝑀

2
+ 𝑤

𝑛−1
+ 𝑤

𝑛( ) = 𝑀
1

הואכיונקבלהופמןידיעלעליםשניל-נוסיףאופטימלי,עץהואולכןשללאופטימליותבסתירה  𝑀
1

𝑇
2

𝑇
1

𝑇
1

עץ הופמן.
∎

יש כמה עצים אופטימליים ולא רק עץ אופטימלי אחד ויחיד.●

דור עזריה
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קוד הפמן קנוני

בקוד הפמן קנוני לוקחים את האורכים של מילות הקוד שמקבלים
מהפמן ומסדרים בעץ בצורה כזאת שמילות הקוד הארוכות ביותר

יהיו לאורך המסלול השמאלי ביותר בעץ.
למעשה, אנחנו מסדרים את העץ לפי אורך המילים, הארוכות

ביותר במסלולים השמאליים והקצרים מימין.
בהפמן קנוני אנחנו יוצרים בלוקים לפי האורכים של מילות הקוד,

כלומר כל בלוק מייצג אורך ומכיל מספרים בינאריים עוקבים.

היתרון
קוד הפמן קנוני עובר בצורה מכווצת יותר למפענח, נעביר למפענח את:

הא"ב לפי הסדר שלהם בעלים של העץ משמאל לימין.●
מילת הקוד הראשונה בכל בלוק.●
כדי להפריד בין כל בלוק נתן גם את התו של כל מילת קוד ראשונה בבלוק.●

𝑆
𝑖

𝐶𝑎𝑛𝑜𝑛𝑖𝑐𝑎𝑙 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ

3 0000
44 0001

1 001

3
2 010

5 011

6 10
2

7 11
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אלגוריתם לבניית קוד הפמן קנוני
.encoderל-וגםdecoderל-גםמתאיםהבאהאלגוריתם

הרעיון הוא לבנות קוד האפמן שהוא יחיד, אבל הוא יחיד כתלות באורכים.
.אופטימלייםבאורכיםהסימניםבהינתן {𝑖}{𝑙

𝑖
}

אנחנו מניחים שבאמת האורכים האלה התקבלו באמצעות אלגוריתם האפמן.
אנחנו צריכים לקבל את האורכים כדי להגיע לאותו קוד הופמן קנוני.

Huffman Assigning Codewords Algorithm

HuffmanAssigningCodewords( ){Σ,  {ℓ
𝑖
}1:

maxlength ⇐ 𝑚𝑎𝑥 {ℓ
𝑖
}( )2:

// find the number of codewords of each length3:

for ⇐ 1 to maxlength do:ℓ4:

num[ ] ⇐ 0ℓ5:

for i ⇐ 1 to n do:6:

num ++[ℓ
𝑖
]7:

// store the first codeword8:

firstcode[maxlength] ⇐ 09:

for ⇐ maxlength-1 down to 1 do:ℓ10:

firstcode[ ] ⇐ (firstcode[ +1] + num[ +1])/2ℓ ℓ ℓ11:

for ⇐ 1 to maxlength do:ℓ12:

nextcode[ ] ⇐ firstcode[ ]ℓ ℓ13:

for i ⇐ 1 to n do:14:

codeword[i] ⇐ nextcode[ ]ℓ
𝑖

15:

symbol[ , nextcode[ ]-firstcode[ ]] ⇐ iℓ
𝑖

ℓ
𝑖

ℓ
𝑖

16:

nextcode[ ]++ℓ
𝑖

17:

}18:

דור עזריה
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Huffman Assigning Codewords Algorithm - קודהסבר

:1בהינתן א"ב וגם האורכים (אחרי הרצת הפמן), נרצה לבנות את עץ הפמן קנוני

:maxlength.2להיותביותרהארוכההקודמילתאורךאתנבחר

:3נרצה למצוא את מספר מילות הקוד בכל אורך.

:4ביותר.המקסימליעד1מ-האורכיםכלעלנעבור

:0.5-נציבאורך)זהאינדקס(כלבלוקבכלהקודמילותמספראתמייצגnumהמערך

𝑛.כאשרשלנוב-א"באותכלעלנעבור = Σ| |6:

כזה.ישפעמיםכמהנספוראורךלכלולכןבא"באותכלשלהאורךלנונתון ℓ
𝑖

ℓ7:

:8נשמור את מילת הקוד הראשונה.

בעץ.הפנימייםהצמתיםמספראתמייצגהואבלוק.בנוסףבכלהראשונההקודמילתאתמייצגfirstcodeהמערך
הארוכההקודשמילתאמרנו-0זההראשונההקודמילתתמידכיהמקסימליהאורךשלהתאאת0ב-נאתחלאנחנובקוד

קנוני.בעץביותרהשמאליהמסלולשזה…0000יקבלהואולכןבעץביותרהשמאליבצדתהיהביותר

9:

:1.10ל-עדאחורהנלך

באותולנוישכמהנדעאנחנואזnumה-אתלוונוסיףfirstcodeאתניקחאםאזעוקביםבינארייםהםשהמספריםכיוון
בצורהנחשבביותר,הארוכההקודממילתנלךאנחנו-סיביתעללוותרכלומרימינה,shiftלעשותכדי2ל-ונחלקהבלוק
9בשורהאםכלומר,יורד.בסדרהאורכיםלפינכוןלסדרנדעהזאתבצורההבא.בבלוקהראשונההקודמילתמההזאת
כלומר..0001בהתאםיקבלואחד)(פחותביותרהארוכיםהאורכיםעםהקודבמילותאז..0000תחילהשהוספנואמרנו

עדיין מצד שמאל בהתאם.

11:

לראשון.רקולאבבלוקתולכלהקודמילתמהישאומרnextcodeה-אתלדעתנרצה
נעבור על כל אחד מהבלוקים.

12:

:13עכשיו.עדהגענומצבלאיזהלזכורכדיתחילהfirstcodeמה-אחדכללהיותnextcodeאתנאתחל

:14נעבור על כל אות בא"ב.

ℓב-nextcodeה-אתaל-ניקח,3שלאורךעםaהאותהואלמשלהראשוןהאיברלדוגמה:הראשונה,הקודמילתאתניתן
𝑖

אתשנכתובהיאהכוונה.לכןשלובתאכלומרשלו ℓ
1

= 3𝑛𝑒𝑥𝑡𝑐𝑜𝑑𝑒[3] = 1𝑐𝑜𝑑𝑒𝑤𝑜𝑟𝑑[1] = 𝑛𝑒𝑥𝑡𝑐𝑜𝑑𝑒[3] = 1

.001היאaשלהקודמילתכלומר.היאהכוונהסיביותשלושעם1המספר 001

15:

מערךהואsymbolה-אורך.בכלישקודמילותכמהיודעשהואכךהעץאתולבנותהאורכיםאתלקבליכולdecoderה-
הראשונה.הקודממילתרחוקהואכמהכלומרבלוק,באותוsymbolאותושלההיסטלמעשההואשםהחיסורדו-מימדי.

הכוונה היא שאם יש לנו כמה מילות קוד באותו אורך נוכל לדעת לפי ההפרש מהי המילת קוד הראשונה באותו אורך ואז
אותכללגבישצריךמהכלאתידעdecoderה-וככהsymbolב-לוהמתאיםבתאאותאותושלהאינדקסאתלהציב
ואורך.

16:

:17קוד.מילתאותואתתווים2ל-ניתןשלאכדיבתור,הבאההקודלמילתנקדם

:18סיום

דור עזריה
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דוגמה פרקטית
לעבור על הדוגמה רק אחרי מעבר על ההסבר של הקוד.

:נתונים
7654321

gfedcba=Σ
7654321

2234433={ℓ
𝑖
}

נעבור לפי שורות הקוד.
𝑚𝑎𝑥𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ.ולכן4הואביותרהגדולהאורך:2שורה = 4
:בגודלחדשמערךניצור:3-5שורה 𝑛𝑢𝑚𝑚𝑎𝑥𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ

4321

0000num[] =

אורך.מייצגאינדקסכלאורך,באותוהקודמילותמספראתלספורהיאnumשלהמטרה:6-7שורה
+):1(מערךהמתאיםבתאנספורבאורךקודמילתולכלבלולאהנעבורלכן, ℓ

𝑖
4321

2320num[] =

:8-11שורה
בלוק.בכלהראשונההקודמילתאתמייצגהמערך 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡𝑐𝑜𝑑𝑒

.2ב-נחלקפשוטאזהבאבבלוקהקודמילתמהילדעתרוציםפעםוכליורדבסדרעובריםשאנחנובגלל
:Shiftingלעשותכמוזהאזבינאריבאופןמיוצגיםהמספריםכיואמרנומאחרזאת

4321

0122firstcode[] =

:12-13שורה
בבלוק.תולכלהקודמילתמהיאומרהמערך 𝑛𝑒𝑥𝑡𝑐𝑜𝑑𝑒
בבלוק.הראשונההקודמילתמהילנושמגדירfirstcodeלהיותאותונאתחל

4321

0122nextcode[] =

:14-17שורות
.decoderה-עבורsymbolאתנבנהלו,הנכונההקודמילתאתנמצאבא"ב,תוכלעלבלולאהנעבור

.תוכלשלהקודמילתאתלנומייצגהמערך 𝑐𝑜𝑑𝑒𝑤𝑜𝑟𝑑𝑖
ייצגוהואה-תושלאורךבאותולהיותצריךשנמירהבינאריהקוד,כלשלבינארילקודבהמרה 𝑐𝑜𝑑𝑒𝑤𝑜𝑟𝑑[𝑖]𝑖

את המסלול בעץ הקנוני:
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7654321

0000000=𝑐𝑜𝑑𝑒𝑤𝑜𝑟𝑑[]

הדוגמה.לטובתאותונאתחלאךשלהאתחולבקודמוצגלאאומנם 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙[][]
.16בשורהבחישובשישההפרשגודללפייהיוהעמודות

השורות יהיו לפי אורך מילות הקוד.
210symbol[][]=

0001

0002

0003

0004

נציג את איטרציות הלולאה:

i=2,   ‘b’ i=1  ,  ‘a’

i=4 ,  ‘d’ i=3  ,  ‘c’

i=6,  ‘f’ i=5  ,  ‘e’

דור עזריה
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i=7  ,  ‘g’

ונקבל את העץ הקנוני הבאה, כל מסלול הוא בעצם
שנמירמערךמתוךקודמילת 𝑐𝑜𝑑𝑒𝑤𝑜𝑟𝑑[𝑖]

ℓ:מילהאותושלבאורךלבינארי
𝑖

פענוח של הפמן קנוני
הבאה.הסיביתעלשלבבכלמצביעvהמשתנה
הנוכחית.הקודמילתאורךמהסופרהמשתנה 𝑙

Canonical Huffman Decoding Algorithm

CanonicalHuffmanDecoding(){1:

v ⇐ nextInputBit()2:

⇐ 1𝑙3:

while v < firstcode[ ] do:𝑙4:

v ⇐ 2v + nextInputBit()5:

++𝑙6:

end-while7:

// the integer v is a valid codeword of bits𝑙8:

return symbol[ , v - firstcode[ ]𝑙 𝑙9:

// return the index of the decoded symbol10:

}11:

דור עזריה
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הרעיון הוא עבור כל אות נפעיל את הקוד הזה.
symbolהטבלהבאמצעותומפענחיםהלולאהאתעוצריםאנחנואזfirstcodeמהגדולvהמספריהערךאם
כלשהו.xתונחזירואז
הבאה.הסיביתאתוקוראיםממשיכיםואנחנוהמתאיםלאורךהגענושלאאומרזהאזממנוקטןvאם

Canonical Huffman Decoding Algorithm - קודהסבר

1:

:v.2הראשונההסיביתאתנקבל

:3אחד.ביטרקקוראיםבהתחלהכי1הואשלוהערךקוראיםשאנחנוהראשוןהביט

הבאה.הסיביתאתלקרואאותנויכריחתמידזהולכןמה-קטןיהיההואאזאחתסיביתהואvאםתמיד 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡𝑐𝑜𝑑𝑒[1]4:

ונוסיףימינה,shiftלעשותכדיעשרונילייצוגלתרגםלמעשהזה2vבקלט.בתורהבאההסיביתעלאצביעפעםכל
nextInputBitהאלה.לסיביותשמתאיםעשרוניערךאותולקבלכדי

5:

:6כדי להגיד שקראנו סיבית נוספת.

7:

8:

:9נחזיר את האות הרלוונטית.

10:

11:

העמודהואינדקסלאורכיםמתאיםהשורהאינדקסלפענוח,לנושתעזורמימדיתדוטבלהזוsymbolב-כלומר
האינדקסים.הםאלו0,1,2כלומרהשניאחריאחדבלוקלאותושמתאימההקודמילתאתכותב

וכו'...1ב-הבאההקודמילתואז0בעמודהתהיההראשונההקודמילתכלומר,
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D-Aryהופמןקוד

משפט
עלים.ישפנימייםצמתיםעםמלאD-Aryהופמןבעץ 𝑘𝑘(𝐷 − 1) + 1

הוכחה
בקורס).נוכיח(לא.עלבאינדוקציהנוכיח 𝑘

משפט
ללא הוכחה.

בעץ אופטימלי:
התחתונה.ברמהעלים2לפחותיש●
שני הצמתים עם המשקלים הנמוכים ביותר נמצאים ברמה התחתונה בעץ.●
שני המשקלים הנמוכים ביותר יכולים להיות אחים.●

דוגמה
הבאות:השכיחויותעבוראופטימליהופמןעץלבנותונרצהעץעלנסתכל 3 − 𝑎𝑟𝑦

דור עזריה
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ונקבל את העץ הבא:

מה הבעיה כאן?
ברמהיותרקטןיהיהצומתכלשלהבניםשמספרועדיףבנים2רקלשורשכיאופטימלי,לאשהצגנוהעץ

הנמוכה ולא בגבוהה.
ש:D-Aryעץשללאופטימליותההגדרהלפיראינובנוסף
התחתונה.ברמהעלים2לפחותיש●
שני הצמתים עם המשקלים הנמוכים ביותר נמצאים ברמה התחתונה בעץ.●
שני המשקלים הנמוכים ביותר יכולים להיות אחים.●

אופטימלי.עץלקבלמנתעל0משקלעםפיקטיביתצומתנוסיףאנחנוזוגי,שכיחויותמספרנתוניםאםלכן,
כלומר אנחנו נוסיף צומת פיקטיבית כדי להשלים למספר העלים הרצוי ואז נפעיל את האלגוריתם.

נמוךהכייהיהבטוח(הוא'0'שהיאשכיחותעודנוסיףשכיחויות,10לנושישראינומקודםהדוגמהעבורלמשל,
בעץ) ואז נתחיל לאחד את שלושת התחתונים כמו שעשינו בעבר.

במקרה הזה, אנחנו באמת נקבל עץ אופטימלי.

דור עזריה
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ונקבל:מחדשונחשב'0'הפיקטיביתהצומתאתנוסיףכלומר,

העץ שנקבל הוא לא מלא, אך הוא אופטימלי, אנחנו יכולים להוסיף את האפס, אבל מכיוון שהיא פיקטיבית
נשמיט אותה מהעץ ונקבל עץ אופטימלי:

דור עזריה
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D-Aryעץשללאופטימליותאלגוריתם

ש:כךההתחלתיתהצמתיםלרשימת0משקלעםצמתיםעםתשלים.1 𝑛
0

𝑛

𝑛 + 𝑛
0

= 𝑛' · (𝐷 − 1) + 1

כאשר:
ההתחלתי.השכיחויותמספרזה● 𝑛
להוסיף.שעלינוהצמתיםמספרזה● 𝑛

0

הפנימיים.הצמתיםמספרזה● 𝑛'
בעץהעליםמספרזה● 𝑛 + 𝑛

0

.ולכןאחתפיקטיביתצומתוהוספנושלנובדוגמה 10 + 𝑛
0

= 2𝑛' + 1𝑛
0

= 1

נמוכות.הכישכיחויותה-אתנאחדשלבבכל.2 𝐷
שאוחדו.לצמתיםהחדשמהצומתלצלעותשרירותיתהקצאה.3   0, 1,..., 𝐷 − 1 
ניצור את מילות הקוד בעלים..4

דור עזריה
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קוד הופמן דינמי

מבוא
באלגוריתם הפמן דינמי אנחנו לא מקבלים עץ קבוע מראש, אלא, מילות הקוד שלי משתנות ככל●

שנקרא עוד ועוד…
השכיחויות שלו עולה, נקדם אותו במעלה העץ וניתן לו את מילת הקוד הקצרה ביותר על מנת לחסוך●

בסיביות.
הראשונים.תוויםה-עללהסתמךונרצהב-שמופיעהתואתלקודד-שלנוהמטרה● 𝑥

𝑡
𝑡

קראתי.שכברהסימניםסמךעלכלומר,פיעלל-הקודמילתאתניצור 𝑥
𝑡

𝑥
1
,  ....  ,  𝑥

𝑡−1

יתרונות
נעבור פעם אחת בלבד על הקובץ ובמהלך המעבר גם נלמד את הסטטיסטיקות וגם נדחוס את הקובץ.●
לא צריך לפענח את הנתונים של עץ קנוני.●
מקדמיםואםשלהשכיחותאתנקדםחדש,תושרואיםפעםוכלאחידההתפלגותעםמתחילים● 𝑎𝑎

אותו מספיק אז ניתן לו מילת קוד קצרה יותר (כלומר אנחנו נעלה אותו בעץ למעלה).
.Preludeב-צורךאיןולכןהשנילצדהעץאתלהעבירצורךאין●

חסרונות
הרבה פחות יעיל ולכן לא באמת משתמשים בזה בחיים האמיתיים.●

בהתאם.העץאתומתקןתוכלמפענחהואבונה,היהencoderשה-העץאתבדיוקבונההמפענח
Siblingאתנגדירזה,לצורך Property-האחים.תכונת

Sibling Property-האחיםתכונת
הוא עץ האפמן.עץ מקיים את תכונת האחים ⇔

עוקבים.במספריםאחים2למספרשנוכלכךעולהבסדרההאחיםאתלמייןניתן
בתכונת האחים נרצה שיתקיים:

1.𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑣) = 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑣)) +  𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑣))
אחים.הםוגםש:כךמשקלםלפיעולהבסדרלהיותיכוליםהצמתים.2 2𝑗 − 12𝑗

דור עזריה
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דוגמה
כאמור, מדובר בעץ האפמן וכפי שניתן לראות, כל זוג אחים

הם מספרים עוקבים.
תכונתשל)2(דרישהאזהאפמן,בעץמדובראםמכאן,

האחים מתקיימת.

תכונת האחים - דיי אינטואיטיבי.אם עץ האפמן ⇐
אך מה קורה בכיוון ההפוך לגרירה?

דוגמה
בדוגמה זו נציג מקרה בו העץ לא האפמן ולא מתקיימת בו תכונת האחים.

לפי התכונות של עץ אופטימלי הוכחנו ששני המשקלים הכי נמוכים יכולים להיות אחים, אך הם לא חייבים.
נבצע את השינוי על מנת להראות שאם העץ הוא לא האפמן אז התכונה של המספרים העוקבים לאחים לא

מתקיימת.

לא ניתן למספר לפי אחים עוקבים ולכן זה לא עץ האפמן.
נראה שזה נכון גם לגבי הרצה פנימית בעץ:

דור עזריה
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חזרה להאפמן דינמי
אז אמרנו שבהאפמן דינמי נעשה:

נשנה את העץ במהלך הקידוד.●
נאסוף סטטיסטיקות במהלך הקידוד.●
ככל שהשכיחות עולה, נקדם במעלה העץ וניתן לו קידוד קצר יותר.●

המטרה שלנו - ליצור עץ בינארי שמתעדכן.

נניח שזה עץ האפמן שנמצא בשלב ביניים כלשהו וגם אנו יודעים איך להגיע אליו.
הזאת.האותאתפעמים11ראינועכשיושעדאומרזההצומתעבורלמשל, 𝐹

הרביעי.אתנראהועכשיופעמים3אותוראינועכשיועד,הואקוראיםשאנוהבאשהתונניחכעת, 𝐵
המקודד והמפענח יבנו את אותו עץ האפמן במקביל כדי שהמקודד לא יצטרך להעביר עץ למפענח.

ייתכן שהמקודד תמיד יהיה שלב אחד לפני המפענח כי הוא יודע מה הוא הולך לקרוא.
השכיחות.אתונעדכןהקודםהמודללפיהמילהאתנעבירתחילה, 𝐵0100

לאואזעוקביםמספריםאיןלאחיםשבומצביווצראזכישלהצומתאת4ל-להפוךפשוטיכוליםלאאנחנו 𝐵
תתקיים תכונת האחים.

האחים:תכונתאתמקייםשגםהאפמןעץקיבלנוכעתכךיראההעץקידודלאחר 𝐵

התהליך הוא:
עדכון משקלי האבות הקדמונים..1
אם יש משקלים זהים, נעבור לצומת עם האינדקס המקסימלי..2
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0צומת-
שנתקלהחדשיםלתווים0בצומת-להשתמשצריךאזהא"באתPreludeב-לשלוחרוציםלאכאשר●

בהם בכל פעם.
NotאוNYTתקרא0צומת-● Yet Transmitted0יהיהשמשקלו.

: בכל פעם שנתקלים בתו חדש בפעם הראשונה:שלבים
NYTל-התושלהקודמילתאתנעביר.1
התושלASCIIה-קודאתנעביר.2
נקצה לתו הזה עלה בעץ.3
נעדכן את כל העץ בהתאם.4

כאשר אנחנו מתחילים לקודד, אנו לא יודעים מי הא"ב שמשתתף
בקובץ.

תועםחדשעלהלהוסיףשעלינו(המפענח)decoderל-נודיעכיצד
חדש?

הראשונה.בפעםבהנתקליםשאנחנוהקודמילתאת=נסמן 𝑁𝑌𝑇
שלנו:העץוזהראינועכשיושעדנניח 𝐴, 𝐵, 𝐶

𝐷.החדשהתואתלראשונהראינוכעת,
העץ.למבנהבהתאםה-שלהקידודאתנעבירתחילה.1 𝑁𝑌𝑇
לראשונה.שראינויהיהוהשניהחדשה-יהיהמהםשאחדילדיםשניל-ליצורעלינו.2 𝑁𝑌𝑇𝑁𝑌𝑇𝐷
נעדכן משקלים בשיטה שהוסברה על מנת לשמור על תכונת האחים..3

נקבל את העץ הבא:
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אתחול של עץ האפמן דינמי
:אתלקרואשצריךונניחעםמעץמתחילים 𝑁𝑌𝑇𝐴𝐵𝐶

.ריקתופשוטהואכישלהקידודאתלהעבירצריךולאחדשתוהואהראשוןשהתולמפענחברור 𝐴ε
ε.בעצםזהריקשהואעץכלומר, = 𝑁𝑌𝑇

האלגוריתם:לפיהעץאתונפצללמפענחAשלASCIIה-קודאתרקנעבירלכן,

:Bאתנוסיף

…Cעבורגםהלאהוככה
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Dynamic Huffman Algorithm

Update()1:

q ⇐ leaf( )𝑥
𝑡

2:

if (q is the 0-node)3:

replace q by a parent 0-node with two 0-node children;4:

q ⇐ left child;5:

if (q is a sibling of a 0-node)6:

interchange q with the highest numbered leaf of the same
weight.

7:

increment q’s weight by 1;8:

q ⇐ parent of q9:

while (q root)≠10:

interchange q with the highest numbered node of the same
weight.

11:

increment q’s weight by 1;12:

q ⇐ parent of q13:

increment q’s weight by 1;14:

Dynamic Huffman Algorithm - קודהסבר
1:

.ל-שמתאיםהעליםאתומחפשיםעכשיועדשראינומהסמךעלאתמקודדיםאנחנו 𝑥
𝑡

𝑥
𝑡

2:

אז:הואאם 𝑞𝑁𝑌𝑇3:

:0.4משקליםעםילדים2ליצורעלינו

השמאלי.כבןאתונשים 𝑞5:

:6אז:NYTשלאחהואqאם

:7משקל.אותועםגבוהההכיהאינדקסבעלהעלהעםqאתנחליף

:1.8ב-qשלהמשקלאתנגדיל

:q.9ל-אותוונשווהqשלההורהאתניקחכעת

:10כל עוד לא הגענו לשורש אז:

:11נחליף את ההורה עם ההורה עם האינדקס הכי גבוהה באותו משקל.

:1.12ב-qשלהמשקלאתנגדיל

:q.13ל-אותוונשווהqשלההורהאתניקחכעת

:1.14ב-qשלהמשקלאתשובונגדילמהלולאהנצא
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תרגיל
נציג תרגיל כדוגמה לאלגוריתם עדכון עץ האפמן דינמי וגם נציג את כל השלבים לצורך הבנה.

נניח שבשלב מסוים באלגוריתם עץ הופמן דינאמי קיבלנו את העץ הבא:

𝐸𝐸𝐸𝐸:להכניסעלינו

ASCIIה-אתלהעבירוגם)NYTה-(זהאתEncoderל-להעבירעלינוהראשונה,בפעםEב-נתקלנו➊ 111

𝐸.האותשל

השמאלי.בבןאתונשים0משקלעםילדיםשנילוניצורואזNYTה-אתב-נסמן➋ 𝑞𝑞

הזאתהשאלהולכןגבוהההכיהאינדקסעםהעלהיהיהתמידהואהשמאליהבןעכשיוהואש-מכיוון➌ 𝑞

).0במשקלגבוהההכי(העלהמיותרת
לאבא.אותוונעלה1ב-שלהמשקלאתנעלהלכן, 𝑞
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נקבל:

הבאה:לפקודהנעבורולכןיותרגבוהמאינדקס0משקלעםצומתעודלנואין➍

לשורש:עדככהבהתאםאתונקדם1ב-שלהערךאתנעלה 𝑞𝑞

:עודנכניסראשון,להכניססיימנו 𝐸𝐸

.שהואשלהקידודאתנעביר➊ 𝐸1110

מתקיים.לאהתנאיולכןאינוה-➋ 𝑞𝑁𝑌𝑇

החלפה.לבצעצורךאיןולכן1משקלעםעלהעודאין-מתקייםהתנאיולכןשלאחהוא➌ 𝑞𝑁𝑌𝑇
לאביו.אותוונעלה2ל-שלהערךאתנקדם 𝑞

הצורך.במידתהחלפותונבצעשלהםומשקליםהקדמוניםהאבותאתנעדכןכלומרwhileה-אתנבצע➍

הנוספים...ה-לכלהלאהוככה 𝐸
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Skeleton-הופמןשלדעץ
לפני שנדבר על עץ שלד, בהגדרה של עץ קנוני ראינו לא רק עץ שמשוך שמאלה אלא גם לימינה.

נסתכל על עץ שמשוך ימינה ונראה איך שם מטמינים את מילות הקוד.
,firstcodeאתלנוהיהנזכר,אם nextcodeהטבלהאתלנווהיהsymbolהפענוח.בשביל

הגדרה
כאשר אנחנו סורקים את העלים משמאל לימין, אם נסתכל על העומקים שלהם, יש לנו סדרה מונוטונית●

עולה של אורכי מילות הקוד.
ההגדרה הזאת היא בניגוד להגדרה הקודמת בה העץ היה משוך שמאלה.●
כשאנחנו בונים עץ משוך ימינה, מילת הקוד הארוכה ביותר היא רצף של אחדות.●

אלגוריתם לעצים קנונים
האיברים.עבוראורכיםעםההאפמןעץאתמחפשים.1 𝑙

1
,...., 𝑙

𝑛

ממיינים את האיברים בהתאם לאורכים..2

של:הבינאריתהנקודהאחריהראשוניםביטיםה-אתאיברלכלהקצה.3 𝑙
𝑖

𝑗=1

𝑖−1

∑ 2
−𝑙

𝑗

:דוגמה

אות A B C D E F G

אורך 3 2 4 2 3 3 4

אנחנו נמיין אותם אך שהפעם הם יהיו מהקטן לגדול באופן הבא:

Item 𝑙
𝑖 2

−𝑙
𝑖 Σ

𝑗=1
𝑖−12

−𝑙
𝑗

B 2 0.01 0.00000

D 2 0.01 0.01000

A 3 0.001 0.10000

E 3 0.001 0.10100

F 3 0.001 0.11000

C 4 0.0001 0.11100

G 4 0.0001 0.11110
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.0.01נקבלאנחנו2שלבבסיסאזכאשרשהואBעלנסתכלאם 2−2𝑙
𝑖

= 2

למה קיבלנו מספר כזה כשבר (נקודה)? כי לפי בינארי מתקיים לדוגמה כללית:

2−32−22−1202122

⅛¼½124

0.0010.010.10110100

וכעת, נחבר את כל השלבים הקודים שהיינו בהם ועד לשלב הנוכחי.
והסכוםריקהואהטוראז0עדכלומר1-1עדהולךiה-אזBשלהקודמילתאתלחשבנרצהכאשר●

.0הואהריק
כלומר:0.01אתלמעשהמחשביםאנוDשלהקודמילתאתלחשבנרצהכאשר●

𝑗=1

2−1=1

∑ 2
−𝑙

𝑗 = 2
−𝑙

1 = 2−2 = 0. 01000

כך:מחשביםאנוAשלהקודמילתאתלחשבנרצהכאשר●

𝑗=1

3−1=2

∑ 2
−𝑙

𝑗 = 2
−𝑙

1 + 2
−𝑙

2 = 2−2 + 2−2 = 0. 01 + 0. 01 = 0. 10000

מוטיבציה - עץ שלד
כאשר קראנו חלק ממילת הקוד והגענו לבלוק שבו כל אורכי המילים הוא באורך קבוע מסוים אז נדע ישר כמה

תווים נשאר לנו לקרוא, ונוכל לקרוא אותם בבת אחת.
אנחנו לא צריכים לשמור את כל העץ.●
יכוליםאנחנולכן,ביטים.9שלבאורךלהיותצריךזהאז1101ב-מתחילההקודמילתאםלדוגמה,●

הבלוק.בתוךהבאיםביטים5ה-אתלקרוא
ולפענח.אחתבפעםסיביות5ה-כלאתלתפוסיכוליםאנחנוסיבית,סיבית,לתפוסבמקוםכלומר,

אנחנו נזהה את אותו הפתיח המינימלי שיאפשר לי לראות את אורך מילת הקוד.●
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מה זה עץ שלד?
זה עץ האפמן קנוני שמשוך ימינה שבו נתייחס לתתי-עצים שלמים ואנחנו מקצצים אותם אם הגובה●

ℎ.שלהם ≥ 1
הפריפיקס הוא הביטוי הקצר ביותר הנחוץ כדי לזהות את אורך המילים.●
.בתוראותםונסמןהמתאימיםהקודמילותשלהאורכיםאתמכילים,העלים● 𝑣𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑣)

:דוגמה
ניקח את העץ הקנוני בציור, העץ משוך ימינה ונתייחס לתתי-עצים שלמים.

האלה.המספריםאתנקצץאנחנושלדובעץשלםשהואתת-עץשלשורשהוא)5ה-(הצומתלמשל●

מילותשלהאורכיםאתשמייצגיםתתי-העציםאותם,שלמגובהתתי-עציםאותםכלנקצץ● ℎ ≥ 1
הקוד. לאחר הקיצוץ אנחנו נקבל את העץ בציור מלמטה.

הקוד.מילותאורךאתיחזירה-אחדלכל,העליםאתניקח● 𝑣𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑣)
בו.הערךאתיחזירהואאזעלה,הואואםכימראשנגדירפנימיתצומתהיאאם● 𝑣𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑣) = 0

בהרצאה הראו דוגמה להשוואה בין עץ האפמן רגיל לבין עץ האפמן שלד. לפי הדוגמה אפשר לראות●
כמה השלד יותר יעיל מהאפן הרגיל כי הוא חוסך לנו משמעותית במספר "הצמתים בעץ"

צמתים.399-רגילהאפמןבעץ○
צמתים.49-שלדהאפמןבעץ○
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אנחנו נציג כאן כמות גדולה של הגדרות שאמורות להיות פשוטות בדוגמאות אחר כך:

הגדרות
.באורךהקודמילותמספרזה● 𝑛

𝑖
𝑖

.להיותמוגדר● 𝑚𝑚 = 𝑚𝑖𝑛 𝑖 | 𝑛
𝑖

> 0{ }
כלומר נרצה לדעת מאיפה להתחיל, לכן נצטרך לדעת מה אורך מילות הקוד המינימלי שלנו.

הקוד.מילתשלהעשרוניהערךיהיהוהואה-בבלוקהראשונההקודלמילתמתייחס-● 𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑖)𝑖
𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑚).ישירבאופן○ = 0
○𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑖) = 2 · (𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑖 − 1) + 𝑛

𝑖−1
)

צריך.אםבאפסיםמרפדים,kשלםשל-סיביותsעםבינארירצףעלמסתכלים-● 𝐵
𝑠
(𝑘)

.הםעבוראורךעםה-הקודמילות● 𝑗𝑡ℎ𝑖𝑗 = 0,  1,  ....  ,  𝑛
𝑖

− 1( )𝐵
𝑖
(𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑖) + 𝑗)

.ה-בבלוקהראשונההקודמילתשלהאינדקס-● 𝑠𝑒𝑞(𝑖)𝑖
𝑠𝑒𝑞(𝑚).כאשרמתקייםתמיד○ = 0
○.𝑠𝑒𝑞(𝑖) = 𝑠𝑒𝑞(𝑖 − 1) + 𝑛

𝑖−1

גם כאן, מספיק האינדקס של מילת הקוד הראשונה בבלוק ואין צורך לדעת את האינדקסים של כל
מילות הקוד.

.בינאריתמחרוזתשלהמספריהערך-● 𝐼(𝑤)𝑤
.ש:נקבלאזבאורךאם○ 𝑤𝑙𝐵

𝑙
(𝐼(𝑤)) = 𝑤

באורךכאשר,באורךהקודמילתשלבבלוקקודמילתשליחסיאינדקס:● 𝐼(𝑤) − 𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑙)𝑤𝑙𝑤𝑙
סיביות.

הקוד,מילותשלהרשימהלכלביחסמילת-קודשליחסיאינדקס:● 𝑠𝑒𝑞(𝑙) + 𝐼(𝑤) − 𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑙)𝑤
סיביות.באורךכאשר 𝑤𝑙
.עבורלרשום:גםניתן○ 𝐼(𝑤) − 𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑙)𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑙) = 𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑙) − 𝑠𝑒𝑞(𝑙)

𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑙).שלרשימהצריךאחדכללכן●
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דוגמה להגדרות שהצגנו
נציג בעזרת טבלת הנתונים הבאה (בסוף העמוד) ונבין את הקשר ביניהם להגדרות שהצגנו עד כה:

עבור שורה הראשונה:
.3שלאורךכלומר● 𝑙 = 3
מימין:בציורזהאתלראותואפשר3באורךאחתמילהרקישכלומר● 𝑛

3
= 1

מכולם.הקצרהאורךהואכיובאמתהגדרנוכי● 𝑏𝑎𝑠𝑒(3) = 0𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑚) = 0𝑚 = 3
.הגדרנוכי● 𝑠𝑒𝑞(3) = 0𝑠𝑒𝑞(𝑚) = 0
.הגדרנו:כי● 𝑑𝑖𝑓𝑓(3) = 0𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑙) = 𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑙) − 𝑠𝑒𝑞(𝑙)

עבור שורה השניה:
.4שלאורךכלומר● 𝑙 = 4
מימין:בציורזהאתלראותואפשר4באורךמילים3ישכלומר● 𝑛

4
= 3

כי● 𝑏𝑎𝑠𝑒(4) = 2𝑏𝑎𝑠𝑒(4) = 2(𝑏𝑎𝑠𝑒(4 − 1) + 𝑛
4−1

) = 2(0 + 1) = 2

.הגדרנוכי● 𝑠𝑒𝑞(4) = 1𝑠𝑒𝑞(4) = 𝑠𝑒𝑞(4 − 1) + 𝑛
4−1

= 0 + 1 = 1

.הגדרנו:כי● 𝑑𝑖𝑓𝑓(4) = 1𝑑𝑖𝑓𝑓(4) = 𝑏𝑎𝑠𝑒(4) − 𝑠𝑒𝑞(4) = 2 − 1 = 1
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אלגוריתם פענוח
הקודמילתשלהאורךאתנותניםאחרת,העץ,שלפנימיתצומתהואאזאם● 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑣) = 0𝑣

𝑣.בעזרתהמיוצגהשלםתת-העץאתומקצצים
הזה.הא"במהשאומרתרגוםקייםקודמילתשלכלאומרהסימוןעבור● 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒(𝑗)𝑗

Skeleton Huffman Trees Decoding Algorithm

tree_pointer ⇐ root1:

i ⇐ 12:

start ⇐ 13:

while i < length_of_string do:4:

if string[i]=0 then:5:

tree_pointer ⇐ left(tree_pointer)6:

else:7:

tree_pointer ⇐ right(tree_pointer)8:

if value(tree_pointer) > 0 then:9:

codeword ⇐ string[start… (start+value(tree_pointer)-1)]10:

output ⇐ table[ I(codeword) - diff[value(tree_pointer)] ]11:

tree_pointer ⇐ root12:

start ⇐ start + value(tree_pointer)13:

i ⇐ start14:

else:15:

i++16:
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Skeleton Huffman Trees Decoding Algorithm - קודהסבר

:1מתחילים מהשורש, הפוינטר יקבל את השורש.

:2במחרוזת.הראשוןהתועלכרגעמצביע-במחרוזתהאינדקסעלמצביעiה-

:3בעץ.שניפגשקודמילתכלשלההתחלהמהלנושיגידפרמטרהוא1מקבלstartה-

:4כל עוד לא סיימנו לעבור על כל המחרוזת אז:

אנחנו נעשה טיול בעץ, הטיול הזה זה אותו טיול שעשינו לעץ הפמן המקורי.
ימינה.הוא1הואואםשמאלהאז0הואהנוכחיהתואםכלומר

לכן:שמאלהללכתנרצהאז0הואהנוכחיהביטאםהזאתהקודבשורתלכן,

5:

:6הפוינטר יצביע על לבן השמאלי.

:7אחרת אנחנו הולכים ימינה כלומר:

:8הפוינטר יצביע על לבן הימני.

:9אז:לעלההגענואםכלומרמאפס,גדולהפוינטרשלהערךאםהשלד.בגללדרושהזהifה-

אפשר לקבל מנקודה זאת את מילת הקוד כי הגענו במסלול הזה מהשורש ועד לעלה הנוכחי. לכן, אז נדע בדיוק מה לשלוף,
קודמילתלמשלקוראיםאנחנואםכיזהאחדוהפחותהקוד.מילתאורךכלעדstartמ-ילךcodewordשלנוהקודמילת

שלנו.הראשוןהמקוםעלעומדיםכבראנחנוכימקומות4עודstartמ-לקרואצריךאז5שלבאורך

10:

כלשלהזאתובטבלה)Iלנומסומןזה(בגללintegerל-מבינאריבהמרההקודמילתשלהמיקוםעםלטבלהנכנסאנחנו
הא"ב שלנו נרצה למצוא את האינדקס כדי לדעת באיזה מקום בטבלה להיכנס על מנת לפענח ולכן חיסרנו כי זה בדיוק

𝑑𝑖𝑓𝑓(𝑙).ההגדרהלפיבעצםזהdiffה-כאשרהטבלהמראשהזהההיסט = 𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑙) − 𝑠𝑒𝑞(𝑙)

11:

:12נחזור לשורש.

ההתחלהלעברהנוכחיתבאיטרציהעליהםשעברנוהביטיםמכלנתקדםכלומרערךאותועםאחתבבתנקפיץstartה-את
של מילת הקוד הבאה.

13:

:14הבאה.הקודלמילתימשיךiה-כלומרהבאה,הקודלמילתנתקדם

:15אחרת, כלומר אם עדיין לא הגענו לעלה אז:

:16עלה.שנמצאעדבעץלטיילנמשיךכלומר,iה-אתנקדם
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עץ שלד מצומצם
הבא:השלדעץאתנגדירצומתלכל● 𝑣

אז:עלההואאם○ 𝑣
𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑣) = 𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑣) = 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑣)

אז:פנימיתצומתהיאאם○ 𝑣
𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑣) = 𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑣))

𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑣) = 𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑣))
מתקיים:העליםכלעבורהמקוריהשלדעץמתוךביותרהקטןהעץתתהואמצומצםשלדעץ● 𝑤

𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑤) ≤ 𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑤) + 1
עץ השלד המצומצם גוזם את עץ שלד האפמן בצומת פנימי שבו אורך מילות הקוד הנוכחיות שייך●

.2היותרלכלגודלשללקבוצה
.שלד מצומצםעץוהכחול זהעץ שלדלמשל בציור הבא מלמטה, האדום זה●

התנאי.מתקייםואכןהשמאליזהוה-הימניזהה-עלהלכלבכחול,לבנשים 𝑤𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑤)𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑤)
וגםובאמתימינה,הכחולעלנלךאזעבורלדוגמה,● 𝑤 = 111𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑤) = 9𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑤) = 10

𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟(𝑤).מתקייםובאמת ≤ 𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟(𝑤) + 1

ואם נסתכל על אותו העץ בדוגמה מלמעלה, נציג אותו בצורה יותר מינימלית (מצומצמת):●
הדבר.אותואתנקבלעבורכאןוגם 𝑤 = 111
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:קוד אלגוריתם עץ שלד מצומצם

Skeleton Huffman Reduced Trees Algorithm

tree_pointer ⇐ root1:

i ⇐ 12:

start ⇐ 13:

while i < length_of_string do:4:

if string[i]=0 then:5:

tree_pointer ⇐ left(tree_pointer)6:

else:7:

tree_pointer ⇐ right(tree_pointer)8:

if value(tree_pointer) > 0 then:9:

len ⇐ value(tree_pointer)10:

codeword ⇐ string[start… (start+len-1)]11:

if flag(tree_pointer)==1 and 2*I(codeword)>=base(len+1):12:

codeword ⇐ string[start…(start+len)13:

len++14:

output ⇐ table[ I(codeword) - diff[len] ]15:

tree_pointer ⇐ root16:

start ⇐ start + value(tree_pointer)17:

i ⇐ start18:

else:19:

i++20:

דור עזריה
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קוד אריתמטי

נציג מה זה קוד אריתמטי לפי ההשוואה בינו לבין קוד האפמן:

קוד אריתמטיקוד האפמן

מחליפים את ההודעה כולה במספר יחיד שלכל תו בא"ב מקבל מילת קוד
floating-pointאחריסיביות(הרבהמסויםבטווח

הנקודה).

לא צריכים התפלגויות (חוץ מאריתמטי סטטי).הוא צריך התפלגויות (חוץ מדינאמי שלומד בתהליך)

קוד אדפטיבי קלכבד לשינוי (לעדכן התפלגות)

לא צריך לשלוח את המודל בשביל הפענוח כיטבלה או עץ שיגיד את המיפוי בין מילות הקוד לא"ב
המפענח מתחזק את כל המודל בעצמו

יש לנו הגבלה - משתמשים במספר שלם של ביטים
כדי לקודד כל מילת קוד

משתמשים בשברי סיביות בשביל מילת קוד אחת.

הוכחנו שהאפמן אופטימלי אבל ההבדל בינו לבין
האנטרופיה נמדדת בסיבית אחת לכל אות וזה יכול

שלכמותלנויצברnבגודלבטקסטכלומרלהצטבר
nטוב.פחותוזהסיביות

בקוד אריתמטי נשפר יותר טוב מהאפמן.
כלומר נראה שהוא אופטימלי.

דוגמה

bitsשזההואהזהבמקרההאנטרופיה● per symbol. 0. 335 𝑏𝑝𝑠
.הואהממוצעהאורך● 1. 05 𝑏𝑝𝑠
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אפשרות חדשה לשיפור
נעבור לזוגות של תווים ונבנה עץ האפמן לפי ההתפלגות החדשה.

.0.מקודםכמוהאנטרופיהאותואתקיבלנו● 335 𝑏𝑝𝑠
.ונקבל2ב-נחלקתוכלעבורולכןתוויםזוגכלעלהואהאורכיםממוצע● 1. 222 𝑏𝑝𝑠0. 611 𝑏𝑝𝑠

קוד אריתמטי סטטי
,0].פתוחהחצילקטעתמידמתייחסים.1 1)
מחלקים לתתי-קטעים לפי ההתפלגות שיש לנו לכל תו..2
כל תת-קטע הוא תו והקטע שלו חצי פתוח..3
ברגע שנרצה לקודד תו מסוים נתמקד בקטע של אותו.4

תו.
,𝐿𝑂𝑊].ב-נסמן)אינטרוול(תת-הקטעאת.5  𝐻𝐼𝐺𝐻)

דוגמה
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אלגוריתם קידוד אריתמטי

Encoding Arithmetic Code Algorithm

low ⇐ 0.01:

high ⇐ 1.02:

while input symbols remain do:3:

range ⇐ high - low4:

get symbol5:

high ⇐ low + high_bound(symbol)*range6:

low ⇐ low + low_bound(symbol)*range7:

end-while8:

output any value in [low, high)9:

דוגמה לקידוד
נתמקד בקטעי הקוד הבאים:

high ⇐ low + high_bound(symbol)*range6:

low ⇐ low + low_bound(symbol)*range7:

נחשב:Aעבור●
○ℎ𝑖𝑔ℎ = 0 + (0. 67) · 1 = 0. 67
○𝑙𝑜𝑤 =  0 + 0. 0 · 1 = 0. 0000

נחשב:Bעבור●
○ℎ𝑖𝑔ℎ = 0 +  (0. 78) · 0. 67 = 0. 5226
○𝑙𝑜𝑤 = 0 + (0. 67) · 0. 67 = 0. 4489

נחשב:נוסףAעבור●
○ℎ𝑖𝑔ℎ = 0. 4489 + (0. 67) · 0. 0737 = 0. 0493
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הצגה בינארית
שהואהעיקראיזהמשנהלא,highה-לביןlowה-ביןמספראיזשהוצריךהאלגוריתםשלהתהליךבסוף

בתת-הקטע. אך מכיוון שאנחנו בתוך הקורס של דחיסת נתונים, דווקא מעניין אותנו לבחור גם את המספר הכי
קצר בתוך הקטע הזה ולכן נציג את הרעיון הבא:

● low = 0.0111100000101010111010
● high = 0.0111100000101101010011

שאפשרביותרהקטןשהואhighוה-lowה-ביןמספרלקחתנרצהאנחנוהבינארי,עלנסתכלאם●
להציג באותו תת-קטע, למשל בדוגמה שלנו לקחנו את כל הרישא שצבועה בכחול והוספנו עוד

מספרים כך שניהיה בתוך תת-הקטע עצמו.
כלומר:100שהםלסוףסיביות3נוסיףאנחנולכן,●

0.0111100000101100
.highוה-lowה-ביןביותרהנמוךהבינאריהשברמספראתבעצםמייצגשהוספנווהמספר

סוף קלט למחרוזות סופיות
מתי נדע שסיימנו את ההודעה?

ההודעה:אתמייצגשזהנדעאיךלקסיקוגרפי,סדרלפיואנחנוונניח'0'מקבלהמפענחאםלמשל,

𝑎, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎,....

וכו'...aaשלבקטעוגםaשלבקטעגםנמצא0ה-הרילפענחצריךמתיעדיודעלאהוא
לפענח:להפסיקdecoderללהגידכדישיטות2לנוישולכן

באמצעות $ , כלומר נוסיף תו חדש שלא נמצא בא"ב המקורי עם הסתברות מאוד נמוכה שברגע שהוא.1
מגיע לפענח את ה-$ הוא ידע לעצור.

אומרים לו מה אורך ההודעה ואז ברגע שהוא מגיע לאורך ההודעה הוא ידע לעצור..2

דוגמה
עשיריתזהשלנווה-0.9$היאAשלשההסתברותנניח●

הראשוןAל-להגיעכדיאז)0.9שלהמשלים(הסתברות
הקטנהבשאריתיכנסוה-$בקטעאנחנו [0. 0 ,  0. 9]
.0].ביןממש 9,  1. 0)

אנחנויחס,אותולפינחלקהבאAה-עבורשובועכשיו●
ניתןכלומרהקטעולתתל-$ניתן 0. 09[0. 81,  0. 9]

.0].הקטעתתאתניתןAה-ועבור 0 ,  0. 81]
וככה הלאה...●

דור עזריה
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שעברנוAכלשלתת-הקטעבתוךיהיה0תמידהקטע,בתוךשנמצאמספרלתתצריךדברשלבסופו●
עליו.

בתכנות.מכיריםשאנחנוEOFכמוהואה-$●
שלו.הקטעגודלאתונראהה-$שללתת-הקטענלךוהצטמצמנו,Aפעמים7שעשינואחרי●

שיטות לפענוח
מה שחסר לנו זה איך אנחנו מפענחים את זה?

1שיטה
הזה.למספרשהובילהההודעהמהלדעתצריכיםואנחנוהמספראתמקבליםאנחנו 𝐸(𝑀) = 0. 572

.1ל-עד0מ-בתתי-הקטעיםהתוויםשלהסדרומהההתפלגותמהלדעתאמוריםאנחנואז

נסביר בשלבים:
נעשהולכןבתוכו)נמצאהוא(כישללתת-הקטעיצטמצם0.572כיהואבהודעההראשוןהתו● 𝐶𝐶

.כהעדפענחנוכלומרלתוךנסתכלכלומרלתוך"זום-אין" 𝐶[0. 4,  0. 8]"𝐶"
.כהעדפיענחנוכלומרעלשוביושבוהוא0.572עכשיויושבאיפהשוב,נשאל● 𝐶"𝐶𝐶"
נעשה שוב "זום-אין" , לקחנו את תת הקטע ושוב חילקנו לאותם פרופורציות ונשאל שוב איפה נופל●

.כהעדפיענחנוולכןב-נופלוהוא0.572עכשיו 𝐴"𝐶𝐶𝐴"
"𝐶𝐶𝐴𝐵𝐷".אתשנפענחעדהלאהוככה●

נשים לב שבשיטה הזו עשינו המון חישובים כי היינו צריכים לחשב את הגודל של תתי-הקטעים.
בשיטה השניה אנחנו נחסוך את זה:

דור עזריה
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2שיטה
האחרון.התושלההשפעהאתשמנטרלdecodingלנויש

מקבלים את המספר שאותו אנחנו רוצים לפענח..1
מחפשים את אותו תת הקטע שהוא נמצא שם..2
הנוכחי.symbolה-שללפיrangeה-אתנחשב.3 ℎ𝑖𝑔ℎ − 𝑙𝑜𝑤
𝑒𝑛𝑐𝑜𝑑𝑒𝑑).יקבלencodedה-.4 − 𝑙𝑜𝑤[𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙])/𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒

לצורך השוואה
.אולקחנוהקודמתבשיטה 𝑙𝑜𝑤 · 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒ℎ𝑖𝑔ℎ · 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒

כאן אנחנו עושים את הפעולה ההפוכה ולכן פה יש לנו פחות חישובים כי במקום לחשב כל פעם את תתי
הקטעים החדשים אנחנו משנים את המספר שאותו אנחנו מפענחים וכך חוסכים בחישובים נוספים.

Decoding Arithmetic Code Algorithm

encoded ⇐ get(encoded number)1:

do {2:

Find symbol whose range contains encoded3:

Output the symbol4:

range ⇐ high(symbol) - low(symbol)5:

encoded ⇐ (encoded - low(symbol))/range6:

} until (EOF)7:

2שיטהלפילפענוחדוגמה
אנחנוהקטעיםתתיאתפעםכללחשבבמקום,אתלקודדנרצה 𝐸 = 0. 109375

משמאל:בטבלהשמתוארכפיהםשלנושהקטעיםונניחאתמשנים 𝐸
נחשב:ולכןשלבקטענופלהמספר.1 𝐵

.𝐸 = (0. 1093 − 0. 0)/0. 25 = 0. 4375
.נחשב:ולכןשלבקטענופל0.4375המספר.2 𝐼𝐸 = (0. 4375 − 0. 25)/0. 25 = 0. 75
.נחשב:ולכןשלבקטענופל0.75המספר.3 𝐿𝐸 = (0. 75 − 0. 5)/0. 5 = 0. 5
אתכעתשקיבלנווכיווןנחשב:ולכןשלבקטענופל0.5המספר.4 𝐿𝐸 = (0. 5 − 0. 5)/0. 5 = 0. 0

נעצור.אזהמספר 𝐸 = 0
𝐵𝐼𝐿𝐿.הפענוח:אתוקיבלנו
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דוגמה קיצונית ומסקנה חשובה

נתונים לנו
.ונסמן● Σ = {𝑎, 𝑏}Σ| | = 𝑁 = 2
.היאול-היאל-ההסתברות● 𝑎0. 999𝑏0. 001
אחת.פעםו-פעמים999לנויששההודעהנניח● 𝑀𝑎𝑏

אם נבדוק את גודל תת-הקטע בסוף התהליך:
1יהיההקטעגודלהראשונהבפעם.1
0.999יהיהתת-הקטעגודלהשניהבפעם.2

.0)השלישיתבפעמים.3 999)2

וכו'....4

.3מספרנקבלאנחנוהקידודשלהאחרוןrangeהגודלאתנחשבאם● 7 · 10−4

12נקבלהאינפורמציהכמותאתנחשבאם●
סיביות.13ב-נחשבאזאריתמטיבקודהזאתההודעהאתלכתובצריךאם●

שאלה
סיביות.1000-צריכים?אנחנוסיביותכמההאפמןבקודזהאתנבנהאם

בממוצע.שזהסיביות13צריכיםאנחנואריתמטיבקודסיביות1000במקוםכלומר, 0. 013 𝑏𝑝𝑠

מסקנה
תמיד הקוד האריתמטי יהיה לא גרוע מהאפמן.

חישוב גודל של קטע
הקטע.גודלכאשרחדש:במספראותוונסמןהאחרוןתת-הקטעגודלניקח [𝑙𝑜𝑤, ℎ𝑖𝑔ℎ) = [𝑙,  𝑙 + 𝑟)𝑟

.לתפוס:נרצהשאותהתוויםעםהודעהלנויש 𝑀𝑘𝑀 = 𝑚
1
𝑚

2
.... 𝑚

𝑘

למעשה, כל תת קטע כזה, הגודל שלו מצטמצם לפי ההסתברות.

מוגדר:כאשראתלייצגכדיביטיםצריך ⎡log
2

1
𝑟( )⎤𝑟

𝑟 =
𝑖=1

𝑘

∏ 𝑝(𝑚
𝑖
)

גודל האינטרוול (תת-הקטע) האחרון יהיה זהה למכפלת ההסתברויות כולה.●

דור עזריה
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דוגמה
𝐵𝐼𝐿𝐿.אתלקודדונתחילמשמאלהטבלהעלנסתכל

low high range

0 1 1

𝐵 0 0.25 = 1
4 0.25 = 1

4

𝐼 0 + 1
4 · 1

4 = 1
16 0 + 1

2 · 1
4 = 1

8
1
8 − 1

16 = 1
16

𝐿 1
16 + 1

16 · 1
2 = 3

32
1

16 + 1 · 1
16 = 1

8
1
8 − 3

32 = 1
32

𝐿 3
32 + 1

2 · 1
32 = 7

64
8

64
8

64 − 7
64 = 1

64

.המספראתמקבליםאנחנוההסתברויותאתמכפיליםאנחנואםאחדמצד 1
64

.זההאחרוןתת-הקטעשלהגודלהאלגוריתם,לפישנימצד 1
8 − 7

64 = 1
64

כלומר, גודל תת-הקטע האחרון יהיה זהה למכפלת ההסתברויות.

מספר הסיביות
הזה).(האינטרוולהזההקטעתתגודלאתלנומייצגש-כךנסמןהאחרוןהקטעתתאת [𝑙,  𝑙 + 𝑟)𝑟

ככלהאחרון,בתת-הקטעהמספראתדברשלבסופולהעבירצריכיםאנחנו,שלנובדוגמה 𝑟 = 1
64

שתת-הקטע יותר קטן, אנחנו נצטרך יותר סיביות כדי לייצג את המספר הזה.
.מספר הסיביות תלוי בגודל תת-הקטע שלנולמעשה,

ראינו שגודל תת-הקטע האחרון הוא מכפלת ההסתברויות בהודעה שלנו.
לכן באמת מתקיים:

Pr(𝐵) · Pr(𝐼) · Pr(𝐿) · Pr(𝐿) = 1
4 · 1

4 · 1
2 · 1

2 = 1
64
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כמהולראותכלומרהאחרוןתת-הקטעשלהאינפורמציהכמותאתלקחתנרצהכללי,באופן ⎡log
2

1
𝑟( )⎤

ביטים יקח לנו לייצג מספר בתוך תת-הקטע האחרון.

דוגמה
נגדיר:
ההודעה.אורךזה● 𝑘
הא"ב.גודלזה-● 𝑛

נתונים לנו:
,,,   Σ = {𝑎, 𝑏, 𝑐}𝑀 = 𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑏𝑎𝑎𝑐𝑘 = 𝑀| | = 9𝑛 = Σ| | = 3

נסמן את השכיחות של כל תו:
𝑤

𝑎
= 4,   𝑤

𝑏
= 3,   𝑤

𝑐
= 2

מה אנחנו מנסים להראות פה? - למעשה, אנחנו רוצים לחשב את כמות האינפורמציה של האינטרבל האחרון.
במקרה שלנו:

− log
2
(𝑟) =− log

2
(Pr(𝑎) Pr(𝑏) Pr(𝑎) Pr(𝑐) ·..... · Pr(𝑎) Pr(𝑐)) =

שלנו:במקרהולכןלוגריתמים:חוקילפי log
2
(𝑥𝑦) =  log

2
(𝑥) + log

2
(𝑦)

=− log
2
(Pr(𝑎)) − log

2
(Pr(𝑏)) − log

2
(Pr(𝑎)) −..... − log

2
(Pr(𝑐)) =

פעמים.כלומרפעמים4לנויש,?הביטויאתלנוישפעמיםכמהלדוגמהנשאלכעת − log
2
(Pr(𝑎))𝑤

𝑎

לכן נקבל:
= 𝑤

𝑎
− log

2
(Pr(𝑎))( ) + 𝑤

𝑏
− log

2
(Pr(𝑏))( ) + 𝑤

𝑐
− log

2
(Pr(𝑐))( ) =

שלנו:למקרהונחזורנסמן: 𝑝
𝑖

=
𝑤

𝑖

𝑘

=−
𝑗=1

3

∑ 𝑤
𝑗
log

2
(𝑝

𝑗
) =− 9 ·

𝑗=1

3

∑
𝑤

𝑗

9 log
2
(𝑝

𝑗
) = 9 · −

𝑗=1

3

∑ 𝑝
𝑗

· log
2
(𝑝

𝑗
)( ) = 9𝐻

.האנטרופיהכפולהתוויםמספרזההדחוסהההודעהשגודלקיבלנוכלומר 𝑘𝐻

בנוסחה כללית

− log
2

𝑟( ) =− log
2

𝑖=1

𝑘

∏ 𝑝(𝑚
𝑖
)( ) = 𝑘 · 𝐻
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קוד אריתמטי אדפטיבי
לומדיםלמעשהאנחנונדחוס,ואזהשכיחויותאתללמודכדיpreprocessingונעשהנעבודשאנחנובמקום

את ההסתברויות והסטטיסטיקות במעבר אחד. במהלך המעבר על הקובץ, אנחנו גם לומדים את הקובץ הנתון
וגם דוחסים באותו שלב. נכון שבהתחלה הדחיסה שלנו לא כל כך טובה (בגלל זמן הלמידה) ולפעמים זה לא

נכון לחשוב בשיטה שמה שלמדנו בעבר יתקיים גם בהווה אך זה מאפשר לנו הערכה טובה להמשך.
המקודד צריך לשלוח למפענח את הא"ב הסדור, את ההודעה הדחוסה ואת אורך ההודעה.

לדוגמה
Σהואשלנושהא"בנניח = {𝑎, 𝑏, 𝑐}

𝑏𝑐𝑐𝑏.היאשלנווההודעה
ההודעה.עלבמעברהנוכחיתהנקודהעדשראינוסימןכלשלהמופעיםמספרלהיותב-נסמן 𝑁(𝑥)𝑥

אנחנו מדברים על אלגוריתם אדפטיבי אז כל פעם העבר מאפשר לנו הערכה לקידוד התו הנוכחי.
הרגע.עדשראינוהתועלמדברלכן, 𝑁(𝑥)

למשל:

𝑝(𝑎) = 𝑁(𝑎)+1
𝑁(𝑎)+𝑁(𝑏)+𝑁(𝑐)+3

𝑝(𝑏) = 𝑁(𝑏)+1
𝑁(𝑎)+𝑁(𝑏)+𝑁(𝑐)+3

𝑝(𝑐) = 𝑁(𝑐)+1
𝑁(𝑎)+𝑁(𝑏)+𝑁(𝑐)+3

שונהבהסתברותיותרולומדיםהולכיםאנחנונוסףתוכלעלואזהיאתוכלשלהראשוניתההסתברות 1
3

בהתאם לצורת ההודעה.

דוגמה
נשתמש בדוגמה הקודמת שהצגנו ונציג שלבי אינטרוולים:

Σהואשלנושהא"בנניח = {𝑎, 𝑏, 𝑐}
𝑏𝑐𝑐𝑏.היאשלנווההודעה

:ראשוןאינטרוול.1 [0, 1)
𝑝(𝑎) = 𝑝(𝑏) = 𝑝(𝑐) = 1

3

𝑁(𝑎) = 𝑁(𝑏) = 𝑁(𝑐) = 0

:אינטרוולשזהbבהודעהראשוןתוקידקוד.2 [0. 333,  0. 6667)
𝑝(𝑎) = 𝑝(𝑐) = 1

4   ,   𝑝(𝑏) = 1
2  

𝑁(𝑎) = 𝑁(𝑐) = 0,    𝑁(𝑏) = 1

דור עזריה
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:אינטרוולשזהcבהודעהשניתוקידוד.3 [0. 583,  0. 6667)
𝑝(𝑎) = 𝑁(𝑎)+1

𝑁(𝑎)+𝑁(𝑏)+𝑁(𝑐)+3 = 1
5   ,    𝑝(𝑏) = 𝑝(𝑐) = 2

5

𝑁(𝑎) = 0,   𝑁(𝑏) = 𝑁(𝑐) = 1

:אינטרוולשזהcבהודעהשלישיתוקידוד.4 [0. 6334,  0. 6667)
𝑝(𝑎) = 0+1

0+1+2+3 = 1
6 ,    𝑝(𝑏) = 1+1

0+1+2+3 = 2
6 ,   𝑝(𝑐) = 2+1

0+1+2+3 = 3
6

𝑁(𝑎) = 0,   𝑁(𝑏) = 1,  𝑁(𝑐) = 2

:אינטרוולשזהbבהודעהואחרוןרביעיתוקידוד.5 [0. 639583,  0. 6501)
𝑝(𝑎) = 1

0+2+2+3 = 1
7 ,    𝑝(𝑏) = 𝑝(𝑐) = 2+1

0+2+2+3 = 3
7

𝑁(𝑎) = 0,   𝑁(𝑏) = 2,   𝑁(𝑐) = 2
.המספרלמשלהאיטרוולמתוךמספרבכלהואההודעהקידודלכן, [0. 639583,  0. 6501)0. 64

חסרונות של קוד אריתמטי אדפטיבי
.Integerעםלדמותצריךולכןמוגבלתהדיוקיכולת-דיוק●
On"לאזה● the fly"-שלבצורהלעשותאפשראיStringזה.אתלפתוראפשראבל
וסמי-סטטי.סטטיעםבמיוחדHuffmanמ-יותראיטי●
במשהו שנמצא בחצי השני של- למשל אם יש קובץ שדחוס עם האפמן ואנו מעונייניםגישה ישירה●

הקובץ, אפשר להתחיל מהחצי של הקובץ הדחוס ולהתחיל לפרוש משם. מצד שני, בקוד אריתמטי אם
נרצה לגשת לחצי השני של הקובץ אנחנו נקבל ג'יבריש.

קוד אריתמטי מול קוד האפמן
.eהאותעםאחתמילהאפילוקיימתלאכלשהוארוךבטקסט

האנגלית.בשפהנפוצההכיהאותהיאeהאות
אם ננסה לדחוס את הפסקה הזאת לפי ההתפלגות הידועה של האנגלית אז לא נדחוס את זה בצורה טובה,

בכלל.קייםלאeש-מקרהראינוכישונההיאההתפלגותששםהזההטקסטעללעבורצריכיםאנחנו
אז נרצה להשתמש בהסתברויות ידועות כדי לדחוס קובץ אחר.

, היתרונות של קוד אריתמטי הם:לסיכום
הוא מגיע לאנטרופיה●
אפשר להפוך אותו לאדפטיבי●

אבל מצד שני, החסרונות של קוד אריתמטי הם:
לוקח לו יותר זמן לדחיסה ופענוח●
כוח דחיסה קטן●

דור עזריה
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דחיסה מילונית

לדחיסה מילונית יש כמה גישות:
הגישה הסטטית.1

a.המילון נבנה לפני הקידוד
b..(...'מילות קוד, סטטיסטיקות וכו) דרוש ידע קודם על הקובץ שמקודדים

הגישה האדפטיבית.2
a..המילון נבנה תוך כדי הקידוד

הגישה הסטטיסטית.3
a.מנסה לחזות את הסמל הבא בכל שלב

הגישה ההחלפתית.4
a.במקום להמציא את הגלגל מחדש, רואים את המחרוזת והיא הופיעה כבר אז במקום להמציא

אותה שוב, פשוט נעתיק אותה.

לנו.- זה מילון שמישהו כתב מראש ונתןמה זה מילון סטטי?

אדפטיבימילוןVSסטטילמילוןדוגמה
בהינתן מילון ומחרוזת - איך שוברים אותה לבלוקים?

שנמצאת במילון.- מכל מקום ניקח את המחרוזת הארוכה ביותרהשיטה החמדנית.1
נעשה זאת כך: היא תתחיל במיקום הנוכחי וכל פעם היא תיקח את המחרוזת הארוכה ביותר שניתן

לתפוס במקום הנוכחי, ההתקדמות היא פר-תו.
הכניסהאתוניקחפהנעצוראזבמילוןנמצאלאaaaאבלבמילוןנמצאaaבמילון,נמצא-aכלומר,

.aaל-שמתאימה
Longestשיטת.2 Fragment-עובריםלאפהולכןבמילוןשמופיעהביותרהארוכההמחרוזתאתניקח

משמאל לימין, אלא צריך לעבור על המחרוזת באופן רקורסיבי ולמצוא את המחרוזת הארוכה ביותר -
שזה חסרון כי זמן הריצה פה הוא אקספוננציאלי.

Minשיטת.3 Words-חלוקהנחפשאותן.לפרקשניתןהמינימליותהקודמילותמספראתלמצואנרצה
כך שאנחנו נבצע חלוקה של המחרוזות לכמה שפחות מילים, כלומר כמה שפחות כניסות למילון.

הפתרון הטוב ביותר.- יש לנו מידע חיצוני שנותן לנו אתהשיטה האופטימלית.4

דור עזריה
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ניתוח אופטימלי עבור מילון נתון
נתון:

מילון. 𝐷
פונקציה שממפה אותנו למילות הקוד. λ

הטקסט. 𝑇

המטרה:
לכךתביאושהחלוקה,במילוןנמצאתמילהכללמילות-קוד,שלחלוקהלמצוא 𝑇 = 𝑤

1
𝑤

2
.... 𝑤

𝑘
𝑤

𝑖
∈ 𝐷

שהסכום של מספר הביטים בכל קידוד כזה יהיה מינימלי. כלומר, נרצה את הסכום הבא שיהיה מינימלי:

𝑖=1

𝑘

∑ λ(𝑤
𝑖
)| |

דור עזריה
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LZ77דחיסת

החלקים.2ביןבחוצץבדיוקהיאהנוכחיתהנקודהחלקים,2ל-מחולקהטקסטLZ77ב-
1.Window-קודדנו.שכברלמהחלוןזה
2.Look ahead buffer-לקודד.שעומדיםמה

הרעיון הוא שמאיפה שאנחנו נמצאים בכל נקודה נתחיל לקודד לפי מה שראינו קודם לכן.
Lookב-שישמהאתלקודדבאיםאםכלומר, ahead bufferב-שמופיעהחוזרתמחרוזתשםוישWindowאז

פשוט נצביע אליה - נרשום כמה תווים ללכת אחורה וכמה תווים להעתיק.
בו.להשתמשיוכלוהואWindowה-מהיודעשלבבאותוהמפענחגם

LZ77ב-המצביעשלשת
כשלשה:מיוצגיהיהPointerמצביעכלהזו,בשיטה
כמושהיאהקודמתלמחרוזתלהגיעכדיאחורהללכתנצטרךתוויםכמהיגידשהוא-Offsetההיסט●

המחרוזת הנוכחית.
המועתקת.המחרוזתשלהאורך-Lengthהאורך●
חוזרת.מחרוזתאותהאחרישמוסיפיםנוסףתו-Symbolהתו●

LZ77שלקידודאלגוריתם

LZ77 Encoding Algorithm - קידוד

p ⇐ 1 // the next char to be coded1:

while there is text remaining to be coded do:2:

search for the longest match for S[p..] in S[p-W…p-1]

suppose that the match occurs at position m with length 𝑙
3:

output the triple(p-m, , S[p+ ])𝑙 𝑙4:

p ⇐ p+ +1𝑙5:

𝑝.בקובץהראשוןמהמקוםמתחילים.1 = 1
כל עוד יש טקסט שעומדים לדחוס:.2

דור עזריה
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בתוךוהולך…ממקוםמ-כלומרהנוכחיבמקוםשפותחתביותרהארוכההמחרוזתאתתחפש.3 𝑆[𝑝...]𝑝
𝑆[𝑝.החלון − 𝑊...  𝑝 − 1]

תוציא לפלט שלשה (ההיסט, האורך והתו)..4
נתקדם לתו הבא בתור..5

LZ77שלפענוחאלגוריתם

LZ77 Decoding Algorithm - פענוח

p ⇐ 1 // the next char to be decoded1:

for each triple (f, , c) in the input do:𝑙2:

S[p…p+ -1] ⇐ S[p-f … p-f+ -1]𝑙 𝑙3:

S[p+ ] ⇐ c𝑙4:

p ⇐ p+ +1𝑙5:

𝑝.לכןהראשוןמהמקוםמתחיליםכאןגם.1 = 1
בקלט:שלשהכלעבור.2 (𝑓, 𝑙, 𝑐)
פשוט נמלא את המחרוזת שלנו, נמלא את המקום מאיפה שהיה המופע הקודם,.3

.:בנמצאשהוא 𝑆[𝑝 − 𝑓 … 𝑝 − 𝑓 + 𝑙 − 1]
𝑐.הואבתורהבאהתו.4
𝑝.המצביעאתמקדמים.5

הצבעה עצמית
בהצבעה עצמית מצביעים על מחרוזת שטרם יש לנו אותה.

< 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ.אםעצמיתהצבעהנזההאנחנו  𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡
זה בעצם אומר שאנחנו מעתיקים מהצבעה שאנחנו טרם יודעים מה היא.

LZ77עםחסרונות
Slidingב-משתמשים● Window,המקסימלילחלוןשהגענווברגעמתקדמיםשאנחנוככלכלומר

אנחנו למעשה מזרימים את החלון איתנו.
גםיתפוסהואעכשיו)ASCII(ביטים8תפסשבמקוראחדתולנוהיהאםביטים,הרבה"עולה"השלשה●

נוסף.תו+את 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ +  𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡 
לא נאמר איך מוצאים את המחרוזת הארוכה ביותר.●
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LZSSדחיסת

.LZ77שלמשופרתגרסהזה
חיפוש המחרוזת הארוכה ביותר יהיה באמצעות עץ●

בינארי מאוזן.
במקום להשתמש בכל פעם בשלשה, נשתמש●

לפעמים בתווים בודדים, ולפעמים במצביע
,𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡).שלסדורזוגיהיהשהמצביע  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ)

כלומר כמה נלך אחורה, וכמה תווים להעתיק.
.1או0מובילביטידיעלסדורזוגלביןCharביןנבדיל●

כאשר נקודד את האלמנטים האלה, נוכל לקודד את כל הסיביות המובילות בהתחלה וזה יתן לנו מעין הדרכה
איך לקודד את כל הקובץ.

יהיהזהכישונה,יהיהשלקידודאבלASCII-סיביות8תמידיהיהתוכלשגודללבנשים● (𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡,  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ)
החלון.בגודלתלוייהיהוזהoffsetל-וכמהlengthל-נגדירסיביותכמהתלוי

סדורכזוגתווים2להעתיקלנוישתלםלפעמיםאזימשתנה,משהוזהסדורזוגשלהקידודשגודלמשוםלכן,●
2אתלרשוםפשוטעדיףויהיהסיביותמ-יותר"יעלה"סדורזוגכילהשתלם,לאגםיכולאו 8 + 8 = 16

ויותר…תווים3לגביוכןהתווים
לגבי תו אחד, סביר להניח שתמיד יהיה עדיף פשוט לרשום אותו מאשר לעשות עבורו זוג סדור.●

סדור?זוגלביןCharביןנבדילאיך
כלומר:1או0שלמובילביטבעזרתביניהםנבדילאנחנו
זאת.שיסמןנוסףביטעםיחד)ASCII(סיביות8יהיהתמידהתוגודלכזה,במקרה-● (0,  𝑐ℎ𝑎𝑟)

𝑏𝑖𝑡𝑠 9.זהבמקרהלנויהיהסה"ככלומר
וראינועבורשהגדרנוהסיביותבמספרתלוייהיהכזהקידוד-● (1,  (𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡,  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ))𝑙𝑒𝑛,  𝑜𝑓𝑓

שפרמטרים אלה תלויים בגודל החלון שלנו.
:לדוגמה

.בגודלמחרוזתוגםשלחלוןנתון 212 = 409624 = 16
זה.במקרהלקודדכדיביטיםצריכיםאנחנולכן, 17
.הסימןזה1ו-זהה-,זהכאשרש:כיווןזאת 1 + 4 + 12 = 174𝑙𝑒𝑛12𝑜𝑓𝑓 𝑠𝑖𝑔𝑛

:לדוגמה

.היותרלכללהיותיכולשלוההיסטטווחאזסיביות3עםש-לנונתוןאם 𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡23 = 8
צעדים.8היותרלכלאחורה""לקפוץיכוליםאנחנוכלומר,

דור עזריה



א'נתוניםדחיסת||86

דוגמה לשימוש בחיפוש
קודדו את המחרוזת הבאה בעזרת עץ חיפוש מאוזן כדי למצוא את ההתאמות הקודמות.

.5בגודלחלוןשקייםנניח

ababbababaa

.ש:ונניחאז5בגודלחלוןשקייםכיוון 𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡 ≤ 5𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ ≤ 4
נבנה את עץ חיפוש בינארי מאוזן לפי סדר לקסיקוגרפי.

נעבור על המחרוזת משמאל לימין, כאשר תחילה החלון ריק:

.כלומרלחלוןאותוונכניסבודדלתואותונדחוס,הואהראשוןהתו● 𝑎(0, 𝑎)
המחרוזתאתמאוזןבינאריחיפושלעץנכניסאז4היותרלכלהואשלנוהמחרוזתשגודלכיווןכעת,

.ababbababaaאתנבחרכלומרהנוכחי,מהמיקוםהחל4באורך
כלומר, אנחנו מכינים אותנו לחיפושים אחורה לכן ניקח את גודל המחרוזת הארוכה ביותר שאפשר
להעתיק. ניצור עץ חדש כשהשורש זה המחרוזת הנוכחית והמספר מייצג את מספר התו שיצר את

המחרוזת הזאת (נקרא לכל מספר בעץ "הכתובת").

שאיןונראההזהלשורשבהשוואהעלנסתכללכןאתרקיששלנובחלוןאבלהבאהתואתנדחוס● 𝑏𝑎𝑏
.שנכתובהיאהכוונהעצמו.בפניאתנכתובולכןהתאמהלנו 𝑏(0, 𝑏)

.ababbababaaאתכלומרהנוכחימהמקוםהחל4באורךהמחרוזתאתלעץנכניס
כיוון שהמחרוזת הנוכחית יותר גדולה מבחינה לקסיקוגרפית אז נכניס אותו מימין לשורש.

.ababbababaaהמחרוזתאתוניקחהשלישי),(התוהבאהתואתנדחוס● 𝑎
המחרוזת הנוכחית גדולה יותר מהשורש ולכן אנחנו הולכים ימינה, אפשר לראות שאין מחרוזת

𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡.ה-אתלחשבנרצהאזביותרהארוכהההתאמהאתמצאנוולכןabbaעםהמשותפת
הבאה:בצורהנחשבלכן),3(בכתובתנמצאיםואנחנו)1(בכתובתביותרהארוכהההתאמהאתמצאנו

𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡 = 3 − 1 = 2
נכניס את המחרוזת הנוכחית לעץ המאוזן בהתאם לסדר הלקסיקוגרפי.
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קדם)בקורסישנלמד(כמוRotationב-נשתמשלכןמאוזן,לאהזהשהעץלבנשיםכעת

לעץ.אותונכניסהתאמות,לושאיןונראהababbababaaהמחרוזתאתניקח,4לתוהגענו●

התאמה.שאיןונראההשורשעםאותוונשווהababbababaaהמחרוזתאתניקח,5תועבור●
נעבור לבן הימני (כיוון שהמחרוזת הנוכחית גדולה מהשורש).

ביניהם.משותפיםתוויםשלושלנושישונראה)2(בכתובתמחרוזתעםאותונשווה
.הסדורהזוגאתייצגוהואנחשבאזה-אתלחשבנרצהלכן 𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡 = 5 − 2 = 3(3, 3)

נכניס את המחרוזת לעץ:
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.ababbababaaהמחרוזתכלומר)1(בכתובתכמוממששהואלבנשים6ה-התועבור●
לכן, נכניס אותו לעץ, אין צורך בבדיקה של התאמה כי היא נבדקה כבר לפני.

).6(ונציב)1(הקודמתהכתובתאתנדרוסאזזהותמחרוזות2וישמאחר

אתנדרוסולכןקיימתשכברלמחרוזתהגענושוב,ababbababaaהמחרוזתכלומר7ה-התועבור●
).7(אתבמקומוונציב)5(הכתובת

וכך הלאה…●

איך טוענים את המופע הקודם?
𝑂(1).בגודלביותריעילותפעולותמבצעHashingכילנוידוע

לא.אוהחלוןבגבולותזההאםלבדוקכדיHashבטבלתמאוזן)בינאריבעץ(כמוהאינדקסיםאתנשמור
הרעיון הוא לעשות פונקציה שמפזרת באופן אחיד על פני הטבלה כך בממוצע זה יקח לנו בזמן ריצה קבוע.

עד עכשיו אמרנו שנמצא את המחרוזת הארוכה ביותר על ידי עץ בינארי מאוזן, אבל נשים לב שלא חייב לקחת
את המחרוזת הארוכה ביותר מבחינה מעשית, אולי לפעמים זה יפגע בדחיסה עצמה, אבל הרבה פעמים זה

.Hashבפונקציתנשתמשאנחנויותר.מהריקח
זהשנעשהמהאזומעלה3מאורךמחרוזתרקלהעתיקשכדאיונניחהנוכחיבמקוםנמצאיםאם●

Hashingוה-שרואיםהראשוניםהתוויםשלושתעלHashingשלמסויםמופעלאיזהאותנויובילהזה
שלושת התווים הללו שהופיעו קודם בחלון.

יכול להיות שיש התאמה ארוכה יותר ולא תמיד נפגע דווקא בהתאמה הזו אבל מבחינה מעשית,●
זמנים.מבחינתיותרויעילהטובהדיידחיסהנותןהזהHashה-

אנחנו רק צריכים לבדוק שהפלט של הפונקציה הוא בטווח של גודל החלון שלנו, כלומר האם ניתן●
לגשת אליו או שהחלון כבר עבר אותו.
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LZSדחיסת

.LZ77עלשמבוססLZSאלגוריתם
,𝐶ℎ𝑎𝑟.נתונים  𝑂𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡,  𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ
אליו.להגיעיכולשה-הטווחאתלהגדילכלומרהחלון,אתלהגדילנרצהאנחנו,LZ77מ-בשונה 𝑂𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡

λהגדרת הפונקציה
).ASCII(בשבילסיביות8וגם0מובילהבסיביתנשתמשבודד,תועבור●
ונחלקפרפיקסיתבצורהמובילותסיביות2ב-נשתמש,כלומרסדור,זוגעבור● (𝑂𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡,  𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ)

חלונות:שלשוניםסוגים2ל-המקרהאת
אותו.לייצגכדיסיביות7רקנצטרךלכןתווים,128עדשמוגדרחלון-קרובחלון.1
אותו.לייצגכדיסיביות11נצטרךלכןתווים,2048עדשמוגדרחלון-רחוקחלון.2

ההגיון הוא שלא נצטרך תמיד להשתמש בחלון רחוק אלא לעיתים יהיה אפשרות להשתמש בחלון קרוב וכך נוכל
לחסוך בהרבה ביטים.

DoubleSpaceבשיטתהפונקציההגדרת λ
חלונות:שלשוניםסוגים3לנוישזאתשבשיטהרקהקודמתלפונקציהדומהההגדרה

מובילות).סיביות2(סיביות.6רקנצטרךלכןתווים,64עדשמוגדרחלון-קרובממשחלון.1
מובילות).סיביות3(סיביות.8נצטרךלכןתווים,320עדשמוגדרחלון-קרובחלון.2
מובילות).סיביות3(סיביות.11נצטרךלכןתווים,2368עדשמוגדרחלון-רחוקחלון.3

יותר.טובבאופןלהתעסקיהיהאפשרסיביות8עםואזקצריםעשושהםזהפהשטובמה 𝑂𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡
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LZ78דחיסת

Fixedה-אתלנוישLZ77ב- Windowקבוע.באורךחלוןשזה
המחרוזת.שלהאורךאתלקבלכדיאחורהצעדיםxללכתשצריךלהגידצריכיםהיינו
מפורש.מילוןנראהאנחנוLZ78ב-שני,מצד

כלומר, יהיה לנו אינדקס שהוא בכניסה למילון וכך נדע מיד באיזה מחרוזת מדובר.

מבחינה טכנית
לדחוס.נרצהשאותוטקסטלנוונתוןמילוןבונים 𝐷𝑇
.במילוןנמצאתתת-מחרוזתכלכאשרמחרוזותלתתיאותונחלקהטקסטעבור 𝑇𝑇

1
,  𝑇

2
,  ...  ,  𝑇

𝑍
𝑇

𝑖
∈ 𝐷

.המילוןעבורשלה-שנקראתסדרהנקבלכלומרלטקסט,חלוקהנעשהאנחנולמעשה, 𝑃𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛𝑔𝑇𝐷

הגדרה פורמלית
.מחרוזות:אליושנכניסמילוןנבנה 𝐷𝐷 = 𝑍

0
,  𝑍

1
,  ....{ }

כל מחרוזת נוספת שנכניס תקבל את האינדקס הבא בתור שפנוי.
𝑍.כלומרהריקההמילהאתרקשמכילהמילוןיהיהההתחלתיהמילון

0
= ε

𝑃𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛𝑔):(נעשהלתתי-מחרוזותהטקסטאתנחלק
עבורחלוקה:שלכלשהותהליךבאמצענמצאיםואנחנונניח 𝑇

1
,  ...  ,  𝑇

𝑗−1
𝑇[0 ....  𝑖)

.באינדקסשמתחילתת-המחרוזתאתליצורנרצהוכעת 𝑇
𝑗

𝑖

בושלנוהנוכחיבמקוםשפותחתב-אותהונסמןבמילוןשמופיעהביותרהארוכההמחרוזתאתנמצא 𝑍
𝑘

∈ 𝐷

... 𝑇[𝑖.כלומרנמצאיםאנחנו  𝑛 − 1)
תהיה:בתורהבאההמחרוזתתת 𝑇

𝑗

𝑇
𝑗

= 𝑍
𝑗

= 𝑇 𝑖 ...  𝑖 + 𝑍
𝑘| |( )[ ] = 𝑍

𝑘
 𝑡

𝑖+ 𝑍
𝑘| |( )

וכך הוא נכנס למילון.
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LZ78אלגוריתםלפיתתי-מחרוזותשללחלוקהדוגמהתרגיל
נשתמש בהגדרה:

𝑇
𝑗

= 𝑍
𝑗

= 𝑇 𝑖 ...  𝑖 + 𝑍
𝑘| |( )[ ] = 𝑍

𝑘
 𝑡

𝑖+ 𝑍
𝑘| |( )

נתון הטקסט הבא:

𝑇 = 𝑏𝑎𝑑𝑎𝑑𝑎𝑑𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏
ונתבונן בטבלה הבאה:

אינדקס i - (𝑇
𝑖
) תת המחרוזת קידוד מספר סיביות בינארי

0 ε

1 b (0,  𝑏) 0 + 2 01

2 a (0,  𝑎) 1 + 2 0 00

3 d (0,  𝑑) 2 + 2 00 10

4 ad (2,  𝑑) 2 + 2 10 10

5 ada (4,  𝑎) 3 + 2 100 00

6 ba (1,  𝑎) 3 + 2 001 00

7 ab (2,  𝑏) 3 + 2 010 01

נרצה לחפש את המחרוזת הארוכה ביותר במופיעה במילון ותואמת לרישא של המיקום הנוכחי.
כלומר:אתלמילוןנוסיףולכןכישחופפתרישאשוםלנואיןתחילה● ε𝑍

𝑖

𝑍
0

= 𝑇 0 ...  0 + ε| |( )[ ] = 𝑇 0 ...  0 + 0( )[ ] = 𝑇[0... 0] = ε

.כלומראתנכניסכעת● 𝑏𝑖 = 1
.עלונסתכלב-אנחנוכעת● 𝑖 = 2𝑎

,ε.אתרקלנוישאךבמילוןקודםשהופיעהביותרהארוכההמחרוזתאתנחפש  𝑏
ומכאן:לכן, המחרוזת הארוכה ביותר היא ε

𝑇
2

= 𝑍
2

= 𝑇 2 ...  2 + ε| |( )[ ] = 𝑇 2 ...  2 + 0( )[ ] = ε · 𝑎

ולכןעדייןוזהבמילוןקודםשהופיעהביותרהארוכההמחרוזתמהנשאלdעבור● ε
𝑇

3
= 𝑍

3
= 𝑇 3 ...  3 + ε| |( )[ ] = 𝑇 3 ...  3 + 0( )[ ] = ε · 𝑑

למילון.אתנוסיףכלומר ε · 𝑑
במילון.קודםשהופיעההנוכחיבמקוםשפותחתביותרהארוכההמחרוזתמהינשאלכעת● 𝑎𝑑

כלומר כל מחרוזת שנוסיף כעת למילון מורכבת ממחרוזת אחרת במילון + תו חדש.
aהתואתלנויש2באינדקסכלומרלראותאפשרהקידודולפיאתלנוישבלמשל 𝑖 = 4𝑎𝑑(2, 𝑑)
.dהתואתאליהונוסיף
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LZWדחיסת

.LZ78שלשיפורבעצםזה
).Prefixעץ(אוTrieנתוניםבמבנהמשתמשים

המילון מאותחל עם תווים בודדים.●
אומרזהלעלהשנגיעוברגעTrieה-עלנטיילפעםובכלTrieה-לתוךנכניסשבמילוןתת-מחרוזתכל●

שהגענו למחרוזת הארוכה ביותר שתואמת את הרישא הנוכחית ואנחנו נרחיב אותו עם התו הבא בתור.

LZWקידודאלגוריתם

LZW Encoding Algorithm - קידוד

Dictionary ⇐ single characters1:

w ⇐ first char of input2:

repeat do:3:

k ⇐ next char4:

if (EOF) then:5:

output code(w)6:

else if (w k) Dictionary then:·  ∈  7:

w ⇐ w k·8:

else: // if w k is not in the dictionary then add it.·9:

output code(w)10:

Dictionary ⇐ w k·11:

w ⇐ k12:

end-if-else13:

end-repeat14:

במילון?נמצאהאםנחפשפעםוכליהיו 𝑤,  𝑘𝑤 · 𝑘
כל עוד הוא נמצא במילון - נרחיב את זה לתו הבא במילון.

אם הוא לא נמצא במילון אז נעדכן את המילון ונעבור להמשך הקובץ.
נשים לב שמי שיוצר את המילון זה גם המקודד וגם המפענח, כל אחד בצד שלו.●
|𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑡𝑜 𝐷הואמכילשהקובץהסיביותמספר● | · log

2
( 𝐷| |)
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דוגמה לקידוד
נתון הטקסט הבא:.1

𝑇 =  𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑜𝑜_𝑤𝑜𝑜

לפלט.שנשלחהאינדקסהואCodeה-כאשרשלנוהמילוןאתנאתחל.2 𝐷
ממשגדולהאבל2שלביותרהקרובההחזקהיהיהבעצםהוא,בגודלתלויהמילוןגודל 𝐷| |Σ| | = 5

22.שלנו:במקרהכלומרהא"ב.מגודל < Σ| | < 23 = 𝐷| | = 8
אנחנו עושים את זה כדי לשמור מקום "ספייר" לכניסות הבאות.

PhraseCode

-0

a1

b2

o3

w4

5

6

7

סיבית.עודשנוסיףאומרזהואז2כפולהמילוןאתנכפילמתמלאשהמילוןברגע●
סיביות).4(16בגודללמילוןסיביות)3(8בגודלממילוןכלומר

התחלתי:עץנבנה.3 𝑇𝑅𝐼𝐸
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= 𝑇הטקסט:אתלדחוסנתחיל.4  𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑎𝑏𝑏𝑎_𝑤𝑜𝑜_𝑤𝑜𝑜
נסתכל באלגוריתם עצמו עבור הפרמטרים הרלוונטיים.

הבא.התואתמקבלו-הראשונההאותאתמקבלבהתחלה 𝑤𝑘
).(כלומרבמילוןנמצאהאםשואליםואנחנווגםכלומר 𝑤 = '𝑤'𝑘 = '𝑎'𝑤 · 𝑘'𝑤𝑎'
היאוהתשובה'a'לקודקוד'w'מקודקודיציאהלנוישהאםושואליםשיצרנוהעץעלמסתכליםאנחנו

לא.
.wהקודשללפלטהגענוומכאןבמילוןנמצאתלאשהיאלהגידאפשרהמחרוזתשלהאורךלפילכן,

לכן:נוספת,בכניסהשלנוהמילוןאתלהעשירוצריך4הוא'w'שלהקוד
a(שלחדשהכניסהשלנולטבלהנוסיף. '𝑤𝑎'
b(.נוסיף ענף חדש לעץ בהתאם
c(100יהיההראשוניהפלטולכן4הואשלהקודשלהפלט. 𝑤

PhraseCode
-0
a1
b2
o3
w4

wa5
6
7

.ו-הבאהתואתניקח.5 𝑤 = '𝑎'𝑘 = '𝑏'
נמצא.לא-העץבעזרתזהאתנבדוק-במילון?נמצאהאםנשאל '𝑎𝑏'

.001100יהיההפלטולכן1שהואשלהקודיהיהוהפלטלעץלטבלה,אותונוסיףלכן 𝑤

PhraseCode
-0
a1
b2
o3
w4

wa5
ab6

7
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.ו-הבאאתניקח.6 𝑤 = '𝑏'𝑘 = '𝑏'
נמצא.לא-העץבעזרתזהאתנבדוק-במילון?נמצאהאםנשאל '𝑏𝑏'

.010001100יהיההפלטולכן2שהואשלהקודיהיהוהפלטלעץלטבלה,אותונוסיףלכן 𝑤

PhraseCode
-0
a1
b2
o3
w4

wa5
ab6
bb7

.ו-הבאאתניקח.7 𝑤 = '𝑏'𝑘 = '𝑎'
נמצא.לא-העץבעזרתזהאתנבדוק-במילון?נמצאהאםנשאל '𝑏𝑎'
.010010001100יהיההפלטולכן2שהואשלהקודיהיההפלט 𝑤

.16לגודלכלומר2פיהמילוןאתנגדילולכןמלאהכברשהיאלבנשיםאךלטבלה,אותונוסיףלכן
סיביות.3במקוםסיביות4עלמדבריםעכשיושאנחנואומרזהאך

סיביות).3שעדייןהנוכחיהשלבכולל(לאסיביות4באורךיהיהלפלטשלנוהוספהכלמעכשיולכן,

PhraseCode
-0
a1
b2
o3
w4

wa5
ab6
bb7
ba8

…
…
15

נמשיך ככה הלאה עם שאר התווים בטקסט...8
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LZWפענוחאלגוריתם
בעצםזהאבלב-נשתמשהפעםבקידוד,שהשתמשנוכמוב-להשתמשבמקוםבפענוח 𝑤, 𝑘𝑂𝐿𝐷,  𝑁𝐸𝑊

אותם תפקידים.
למילון.הכניסהואעתהשזהבכניסהמשתמשEncoderה-שבוהשניבשלביותרנתמקדאנחנו

לשחזוריכולהואאבלשלו,בטבלההזוהכניסהאתרואהלאעדייןהואהזהלשלבמגיעDecoderה-וכאשר
.Encoderה-ידיעלשהוכנסמהשזהיודעהואכיבדיוקאליה

LZW Decoding Algorithm

Initialize table with single character strings1:

OLD = first input code2:

output translation of OLD3:

while not end of input stream do:4:

NEW = next input code5:

if NEW is not in the string table then:6:

S = translation of OLD7:

S = S C·  8:

else:9:

S = translation of NEW10:

output S11:

C = first character of S12:

Translation(OLD) C to the string table ·  13:

OLD = NEW14:

end-while15:

דוגמה לפענוח
.להםנקראלהםלקרואבמקוםלבלבללאכדיאבלההפוךבכיווןהולךהפענוח 𝑤, 𝑘𝑂𝐿𝐷,  𝑁𝐸𝑊

.שלהראשוןהתוזהו-מחרוזתאתגםצריכיםאנחנו.לנונתון 0, 1, 3, 2, 4, 7, 0, 9, 10, 0𝑆𝐶𝑆
וגם נתון לנו המילון ההתחלתי:

SymbolCode

a0

b1

c2

דור עזריה
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נפעל לפי האלגוריתם:

OutputCSNewOld

a, bbb10

abaab31

ccc23

babba42

babbbab74

והמילון:

SymbolCode

a0

b1

c2

ab3

ba4

abc5

cb6

bab7

LZ78/LZW       VS      LZ77/LZSS

הבאות:מהסיבותLZ78/LZWמאשריותרטובלעבודנוטהLZ77ה-
נכנסה)תת-מחרוזתכל(לאבהםמשתמשיםלאשאנחנובמילוןכניסותישLZWל-.1
נצטרך.אותםדווקאואולילמילוןהכנסנושלאתתי-מחרוזותישLZWל-.2
בהיסטוריה.שראינותת-מחרוזתכלמכניסיםאנחנוושם)Window(ה-מרומזמילוןישLZ77ל-.3
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,RLEאלגוריתמי BWT, MTF

Run-Lengthקודיאלגוריתם - RLE
פעמים).3עםaשלRunשזהנגידאז'aaa'(נניחזההשהואתולנויששאםאומרRunהמושג●
הרעיון באלגוריתם זה הוא שאנחנו מקודדים רצפים שכאלה.●
השתמשו בשיטה הזאת כדי להעביר פקסים.●
למשל עבור הטקסט הבא:●

𝑎  𝑐  𝑐  𝑐  𝑏  𝑏  𝑎  𝑎  𝑎  𝑏  𝑏
אנחנו נקודד בצורה הבאה:

(𝑎, 1)(𝑐, 3)(𝑏, 2)(𝑎, 3)(𝑏, 2)

Binaryקודי Run-Length
מה קורה במקרים בינארים?●
למשל עבור המחרוזת הבאה:●

0  1  1  1  1  0  0  1  1  1  0  0  0  0  0  1  0  1  0  1  1

שכאלה.2רקישכימופיעתוכלפעמיםכמהלהביןצריךלאאזבינאריא"בעלכאןשמדוברבגלל
אז כל מספר בקידוד מפריד ומגדיר את רצף האחדות או אפסים שיש לנו.

לכן נקבל:
1  4  2  3  5  1  1  1  1  2

וכו'..אפסיםפעמייםואזאחדותפעמים4ישואח"כאחתפעם0ישכלומר,

?Lengthאותואתמקודדיםאנחנואיךהיאפההאמיתיתהשאלה●
.Lengthאותואתלקודדכדיסיביותב-שמשתמשיםנניח 𝑘 > 0

2𝑘.לבין0ביןהםשלנוהאורכיםכלומר − 1

מה יקרה אם יש לנו אורך יותר גדול ממה שאפשר?●
Escapeשנקראתבשיטהנשתמש-מיוחדבאופןחריגיםבאורכיםנטפלאנחנו Code:

)1ל-0(ביןצדלהחליףלאלנואומרבעצםהוא

'.0'אחריונשרשראזבדיוקהואRunה-אם 2𝑘 − 1
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דוגמה:●

').0'מציביםאזש:שברגעאמרנוכי,7עדלאורכיםאפשר(כלומרנניח 𝑘 = 32𝑘 − 1
𝑘?אםשכזהביטוינקודדאיךאפסים.שמונהשלרצףלנויש● = 3

.כלומרנחשבואזכלומרגדולהכיהמקרהעלנסתכל 23 − 1 = 71118 − 7 = 1001
001 111.נקודדסה"כלכן

𝑘?אםשכזהביטוינקודדאיךאפסים.שבעהשלרצףלנויש● = 3

.כלומרנחשבואזכלומרגדולהכיהמקרהעלנסתכל 23 − 1 = 71117 − 7 = 0000
000 111.נקודדסה"כלכן

𝑘?אםשכזהביטוינקודדאיךאפסים.14שלרצףלנויש● = 3

נחשבואזכלומרגדולהכיהמקרהעלנסתכל 23 − 1 = 711114 − 7 = 7
.נקודדסה"כלכןכלומרואזכלומר 1117 − 7 = 0000111 111 000

𝑚.נקבל:כלליבאופן · 2𝑘 − 1( )

Escapeל-מקוםשישדוגמה Code:

רצפים.עד:להחזיקיכולבלוקכל,מקסימליבלוקלנונתון 𝑘 = 32𝑘 − 1 = 8 − 1 = 7
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0הבאה:המחרוזתאתקודדו

⇩
1, 4, 2, 3, 8, 1

.8כאןלנוישאבל)7המספר(עדסיביות3היותרלכלהואבלוקכלגודלכיבבעיהשאנחנולבנשים

.כלומרנחשבואזכלומרגדולהכיהמקרהעלנסתכלעבורלכן, 23 − 1 = 71118 − 7 = 1001
⇩001 111.נקודדסה"כלכן

001 100 010 011 111 001 001
Escapeל-שהמקוםדוגמה Code7הספרהעםתפוסכבר:

רצפים.עד:להחזיקיכולבלוקכל,מקסימליבלוקלנונתון 𝑘 = 32𝑘 − 1 = 8 − 1 = 7
0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0הבאה:המחרוזתאתקודדו

⇩
1, 4, 2, 3, 7, 8, 1

.8כאןלנוישאבל)7המספר(עדסיביות3היותרלכלהואבלוקכלגודלכיבבעיהשאנחנולבנשים
Escapeה-שלהמקוםאתותופסכאן7המספרבנוסף, code,מספרקולטיםשאנחנויחשובהאלגוריתםכלומר

.7המספראתלקודדרצינובסה"כבעצםאבל111עשינוכימהבלוקגדול
escapeה-כלומרנקודד8הספרהעבורלכן, codeוגם 111 0018 − 7 = 1 ⇒ 001

אזאקסייפלאשזהלהגידובשביל"111ככה7"נקודדכלומרנקודד7הספרהועבור 111 0007 − 7 = 0
⇩

001 100 010 011 111000 111001 001
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Binary Run-Length Encoding Algorithm

MaxCount ⇐ ; count ⇐ 0 ;  PrevBit ⇐ “0”;2𝑘 − 11:

while input remains do:2:

CurrentBit ⇐ next input bit3:

if PrevBit == CurrentBit and count < MaxCount then:4:

count++5:

else then:6:

output count using k bits7:

if count == MaxCount and PrevBit CurrentBit then:≠8:

output 0 using k bits9:

count ⇐ 110:

PrevBit ⇐ CurrentBit11:

output count using k bits12:

Binary Run-Length Encoding Algorithm - קודשורותהסבר

שלנו).החסם(הואלנוישמופעיםכמהסופרMaxCountה-
סיבית).שלסוגששינינוסימןאפס(אםסיביותאותםשלרצףסופרcountה-
בו.שעמדנוהקודםהביטאתשומרPrevBitה-

1:

:2כל עוד יש לנו עוד ביטים לקודד אז:

:3הביט הנוכחי מקבל את הביט הבא

:4אם זה אותה הסיבית כמו הקודם וגם עוד לא הגענו לחסם שלנו אז:

countאתנקדם + 15:

:6אחרת (אם הגעתי לאורך מקסימלי או שנפגשנו בסיבית מסוג אחר מהקודם) אז:

:7סיביותkשלבצורהcountה-אתתחזיר

:8אם הגענו למצב של אורך חריג והביט הקודם שונה מהקיים :

:9סיביותkשלבצורהאפסיםנחזיר

:10נתחיל ספירה מההתחלה

:11מעדכנים את הביט הקודם להיות הביט הנוכחי

:12ביטיםkב-countה-אתנוציאהתהליךבסוף
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Binary Run-Length Decoding Algorithm

MaxCount ⇐ 2𝑘 − 11:

parity ⇐ 02:

while input remains do:3:

read k bits from the input stream to get the integer x.4:

if parity == 0 then:5:

output x times “0” bits6:

else then:7:

output x times “1” bits8:

if x < MaxCount then:9:

parity := 1 - parity10:

end-while11:

Binary Run-Length Decoding Algorithm - קודשורותהסבר

:1לאורךחסםזהMaxCountה-

:02מהסיביתמתחילים

:3כל עוד יש עוד בקלט שלנו אז

:4ביטיםkשליחידותקוראים

:5אז:0מסוגהואהביטאם

:6"0"אתפעמיםxנוציאאז

:7אז:1מסוגהביטאםאחרת,

:8"1"אתפעמיםxנוציאאז

:9אז:האפשריהמקסימלימהאורךקטןxאם

:10להפך)או0ל-1מ-(כלומרתפקידמחליפיםאז

:11סוף לולאה וקוד

כלליות
אתלקודדכדיבהאפמןלהשתמשאואדפטיביבאופן)kה-(עםשהצגנוהשיטהאתלעשותיכוליםאנחנו

האורכים שלנו.
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BWTאלגוריתם
זה בעצם טרנספורמציה.●
היא לא דוחסת אלא לוקחת את הטקסט, מערבבת אותו קצת ומעבירה אותו לטקסט שהוא דחיס יותר.●
היא לא תעשה כלום אם הטרנספורמציה הזאת לא הפיכה.●
אנחנו נרצה להמיר את הטקסט למשהו יותר דחיס, לדחוס אותו ולהמיר אותו בחזרה לצורה המקורית●

במקרה הצורך.

צעדי האלגוריתם
.הואהטקסטגודלכאשרעצומהמטריצהנבנה.1 𝑛𝑥𝑛𝑇| | = 𝑛
לוקחים את כל הטרנספורמציות הציקליות של הטקסט ושמים אותם בשורה..2
ממיינים אותם בסדר לקסיקוגרפי.3
מה שנרצה בסוף התהליך זה:.4

a..לקבל את העמודה האחרונה של המטריצה
b..אינדקס שאומר לנו באיזה שורה נמצא הטקסט המקורי בסדרה הממוינת

דוגמה
𝑇.הטקסט:לנונתון =  𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝𝑝𝑖

ניקח את כל הטרנספורמציות שלה בצורה ציקלית ונמיין בסדר לקסיקוגרפי:
אנחנו נעביר בתור הטרנספורמציה את העמודה האחרונה (תו אחרון בכל שורה)

.4שורהכלומרהמקוריהטקסטשלהאינדקסואת
פורמלי:

𝐵𝑊𝑇(𝑇) = (𝑝𝑠𝑠𝑚𝑖𝑝𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖,   4)

אנחנו רוצים להראות שבעזרת התו האחרון אפשר לחזור לטקסט המקורי.●
המקורי?הטקסטאתלשחזראפשרוהאינדקסFו-Lבעזרתאיך

ניקח את העמודה הראשונה והאחרונה ונצמיד אותם ביחד: (מלמטה):
השניה.העמודהלפיממוייןAו-'AשלציקליתפרמוטציההואAה-'
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למה
.Fב-וגםLב-גםהסדרבאותומופיעהואאזתואותואתלוישאם

איך זה עוזר לנו עם הפענוח?
כדי לעשות את ההופכיות של הטרנספורמציה נעשה את הדבר הבא:

.Lה-לביןFה-ביןמיפוינבנה
:𝑆.כלומר 𝐹 → 𝐿

BWT Reconstructing T Algorithm

BWT(L, index) {1:

F ⇐ sort(L)2:

I ⇐ index3:

for (i=0; i<n; i++) {4:

T[i] ⇐ F[I];5:

I ⇐ S[I]6:

}7:

}8:

BWT Reconstructing T Algorithm - קודהסבר

1:

:L2שלהמיוןאתמקבלFה-

:3לפענחרוציםאנחנואותוהאינדקסאתמקבלIה-

:n(4(הטקסטגודלמהיודעיםאנחנו

:F.5המערךלפיIה-במיקוםהאותאתמקבלTה-

למעלה)בציורהדוגמה(לפיב-האותאתשמיצגהאינדקסאתמקבלIהאינדקס 𝐿6:

7:

8:
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תרגיל
.מצאונתון: 𝐵𝑊𝑇(𝑇) = (𝑛𝑛𝑏𝑎𝑎𝑎,  3)𝑇

543210

aaabnnL  =

ממוין לקסיקוגרפי:

543210

nnbaaaF  =

.Lל-Fמ-אותנושמעבירהמערךזהSה-

543210

102543S  =

𝑏 𝑎 𝑛 𝑎 𝑛 𝑎ממנו:ונתחיל3שזהההתחלתיהאינדקסאתצריכיםאנחנולפענחכדיכעת,

Moveקודאלגוריתם To Find - MTF
כל תו נכתוב את מספר התווים השונים שהופיעו מאז המופע האחרון שלו.●
נשתמש ברשימה כדי לדחוס את זה.●

דוגמה להבנת הרעיון
Σ.הבאיםא"בלנונתונים● = {𝑑, 𝑒, ℎ, 𝑙, 𝑜, 𝑟, 𝑤}
𝑇הבא:הטקסטנתון● = ℎ𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤𝑜𝑟𝑙𝑑
𝑀𝑇𝐹.הבא:ההתחלתיבאופןרשימהניצור● − 𝑙𝑖𝑠𝑡 = {𝑑, 𝑒, ℎ, 𝑙, 𝑜, 𝑟, 𝑤}
כל תו שהוא מקודד עובר לראש הרשימה.●
הקוד.אתלנושתייצגמספריתלסדרהשווהיהיה● 𝑀𝑇𝐹(𝑇)

שלבים:
ℎ.בטקסטהראשונההאותעםנתחיל.1
.ולכןברשימה2באינדקסמופיעהאות.2 ℎ𝑙𝑖𝑠𝑡𝑀𝑇𝐹(𝑇) = 2
.ונקבלהרשימהלראשאתנעביר.3 ℎ𝑀𝑇𝐹 − 𝑙𝑖𝑠𝑡 = {ℎ, 𝑑, 𝑒, 𝑙, 𝑜, 𝑟, 𝑤}
𝑒.בטקסטהשניההאות.4
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.ולכןברשימה2באינדקסמופיעהאות.5 𝑒𝑙𝑖𝑠𝑡𝑀𝑇𝐹(𝑇) = 2 2
.ונקבלהרשימהלראשאתנעביר.6 𝑒𝑀𝑇𝐹 − 𝑙𝑖𝑠𝑡 = {𝑒, ℎ, 𝑑, 𝑙, 𝑜, 𝑟, 𝑤}
𝑙.בטקסטהשלישיתהאות.7
.ולכןברשימה3באינדקסמופיעהאות.8 𝑙𝑙𝑖𝑠𝑡𝑀𝑇𝐹(𝑇) = 2 2 3
.ונקבלהרשימהלראשאתנעביר.9 𝑙𝑀𝑇𝐹 − 𝑙𝑖𝑠𝑡 = {𝑙, 𝑒, ℎ, 𝑑, 𝑜, 𝑟, 𝑤}

𝑙.בטקסטהרביעיתהאות.10
.ולכןברשימה0באינדקסמופיעהאות.11 𝑙𝑙𝑖𝑠𝑡𝑀𝑇𝐹(𝑇) = 2 2 3 0
.ונקבלהרשימהלראשאתנעביר.12 𝑙𝑀𝑇𝐹 − 𝑙𝑖𝑠𝑡 = {𝑙, 𝑒, ℎ, 𝑑, 𝑜, 𝑟, 𝑤}
𝑙.בטקסטהחמישיתהאות.13
.ולכןברשימה4באינדקסמופיעהאות.14 𝑜𝑙𝑖𝑠𝑡𝑀𝑇𝐹(𝑇) = 2 2 3 0 4
.ונקבלהרשימהלראשאתנעביר.15 𝑜𝑀𝑇𝐹 − 𝑙𝑖𝑠𝑡 = {𝑜, 𝑙, 𝑒, ℎ, 𝑑, 𝑟, 𝑤}
𝑀𝑇𝐹(𝑇)שנקבלעדהלאהוכך.16 = 2 2 3 0 4 6 1 ...

הרשימה ההתחלתית יכולה להיות או א"ב לפי סדר לקסיקוגרפי או לפי סדר שמופיע בטקסט.

חיבור כל האלגוריתמים בפרק
הטקסט.עלונפעילאתניקח.1 𝐵𝑊𝑇(𝑇)
𝑀𝑇𝐹(𝑇)נפעילהתוצאהעל.2
𝐻𝑢𝑓𝑓𝑚𝑎𝑛.אתנפעילשעליהםקטניםמספריםמלאנקבלאנחנו.3
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שאלת מטלה
הבאה:ההודעהנתונהכינניח 𝑇𝑇 = 𝑚𝑖𝑠𝑠_𝑚𝑖𝑠𝑠𝑜𝑢𝑟𝑖

𝑆אתחשב/יא. = 𝐵𝑊𝑇(𝑇)
.כאשראתחשב/יב. 𝑅 = 𝑀𝑇𝐹(𝑆)Σ = {_,  𝑖,  𝑚,  𝑜,  𝑟,  𝑠,  𝑢}
הפעל/הפעילי את אלגוריתם הפמן על התוצאה.ג.

.בגודלשלנוובמקרהבגודלמטריצהיוצרים-א'פתרון 𝑛𝑥𝑛13𝑥13
לוקחים את כל הטרנספורמציות הציקליות של הטקסט ושמים אותם בשורה:

m i s s _ m i s s o u r i
i s s _ m i s s o u r i m
s s _ m i s s o u r i m i
s _ m i s s o u r i m i s
_ m i s s o u r i m i s s
m i s s o u r i m i s s _
i s s o u r i m i s s _ m
s s o u r i m i s s _ m i
s o u r i m i s s _ m i s
o u r i m i s s _ m i s s
u r i m i s s _ m i s s o
r i m i s s _ m i s s o u
i m i s s _ m i s s o u r

:ממיינים אותם בסדר לקסיקוגרפי
F L
_ m i s s o u r i m i s s
i m i s s _ m i s s o u r
i s s _ m i s s o u r i m
i s s o u r i m i s s _ m

m i s s _ m i s s o u r i
m i s s o u r i m i s s _
o u r i m i s s _ m i s s
r i m i s s _ m i s s o u
s _ m i s s o u r i m i s
s o u r i m i s s _ m i s
s s _ m i s s o u r i m i
s s o u r i m i s s _ m i
u r i m i s s _ m i s s o
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מה שנרצה בסוף התהליך זה:
לקבל את העמודה האחרונה של המטריצה..1
אינדקס שאומר לנו באיזה שורה נמצא הטקסט המקורי בסדרה הממוינת..2

השניה.העמודהלפיממוינתAו-'AשלציקליתפרמוטציההיאAהמטריצה-'
חזרה.הטקסטאתבעזרתםונרכיבוהאחרונההראשונההעמודהאתניקחאנחנו 𝐹𝐿

ביןהתאמהישכלומרהלאה,וכןLב-הראשוןiה-יהיהזהFב-הראשוןiה-כלומרהסדר,עלשומריםהם
העמודות.

:𝑆.כלומר.Lה-לביןFה-ביןמיפוינבנה:המיפויאתנציג 𝐹 → 𝐿
שלו.הסדרלפיLב-הזההתואיפהנשאלFב-תולכל,0מ-החלהסדרלפיFב-תוכלכלנעבורכלומר,
ב-נציבלכן,ב-נמצאהראשוןiה-אזהראשונה,בפעםiאתישב-● 𝐹[1]𝐿[4] = 𝑖𝑆[1] = 4
.ב-נציבלכן,ב-נמצאהשניiה-אזהשניה,בפעםiאתישב-● 𝐹[2]𝐿[10] = 𝑖𝑆[1] = 10

SLF
50s0_0
41r1i1

102m2i2
113m3i3
24i4m4
35_5m5

126⇒s6⇒o6
17u7r7
08s8s8
69s9s9
810i10s10
911i11s11
712o12u12

שלנו:בהודעההראשוןהתושזהב-כי4אינדקסלכן, 𝑆 = 𝐵𝑊𝑇(𝑇) = (𝑠𝑟𝑚𝑚𝑖_𝑠𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖𝑜,  4)𝐹[4] = 𝑚
.𝑚𝑖𝑠𝑠_𝑚𝑖𝑠𝑠𝑜𝑢𝑟𝑖

פתרון ב'
.כאשראתחשב/י 𝑅 = 𝑀𝑇𝐹(𝑆)Σ = {_,  𝑖,  𝑚,  𝑜,  𝑟,  𝑠,  𝑢}
𝑆.עבורלחשבצריךכלומר = 𝑠𝑟𝑚𝑚𝑖_𝑠𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖𝑜

ניצור רשימה באופן ההתחלתי הבא:
6543210

usromi_
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הקוד.אתלנושתייצגמספריתלסדרהשווהיהיהו-הרשימהלראשעוברמקודדשהואתוכל 𝑀𝑇𝐹(𝑇)
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,5באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הראשונההאותעםנתחיל 𝑠𝑠

6543210

uromi_s
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,5באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:השניההאות 𝑟𝑟

6543210

uomi_sr
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,4באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:השלישיתהאות 𝑚𝑚

6543210

uoi_srm
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,0באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑚𝑚

6543210

uoi_srm
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,4באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑖𝑖

6543210

uo_srmi
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,4באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות __

6543210

uosrmi_
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,4באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑠𝑠

6543210

uormi_s
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,6באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑢𝑢

6543210

ormi_su
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,1באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑠𝑠

6543210

ormi_us
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,0באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑠𝑠

6543210

ormi_us
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,3באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑖𝑖

6543210

orm_usi
ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,0באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑖𝑖

6543210

orm_usi
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ונקבל:הרשימהלראשאתנעביר,6באינדקסמופיעההזאתהאות,בטקסט:הבאההאות 𝑜𝑜
6543210

orm_usi

𝑅.אתנקבל = 5540444610306

פתרון ג'
על מנת להפעיל את אלגוריתם הפמן נחשב את השכיחות של כל "תו" ונפעיל על השכיחויות את אלגוריתם

הוא:"תו"כלשלוהשכיחותהוא:Rלפישלנוהא"בהפמן, Σ = {0, 1, 3, 4, 5, 6}

Pr(0) = 3
13  ,  Pr(1) = 1

13  ,  Pr(3) = 1
13  ,   Pr(4) = 4

13  ,  Pr(5) = 2
13  ,  Pr(6) = 2

13

נבנה את עץ הפמן לפי סדר ההסתברויות מהקטן לגדול באופן הבא:
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PPMאלגוריתם

אלגוריתם שמשתמש בקופסה שחורה (אריתמטי או הפמן).●
זה דחיסה סטטיסטית-אדפטיבית.●
עובד עם מודל מרקוב אך בסדר גבוהה יותר ממה שנלמד עד עכשיו בקורס.●
.LZSSמה-זמןיותרלוקחתשהיאזהשלההבעיהאךהיוםביותרטוביםדחיסהביצועי●

השיטה
הסתברות גבוהה של תווים ← כמות נמוכה של אינפורמציה ← דחיסה טובה יותר.

? - נדחוס כל תו לפי ההקשר שלו.איך נעלה את ההסתברויות●
עצמו.XאתלקודדמאשרYבהקשרXאתלקודדלנועדיף

בטקסטuיופיעשסתםההסתברותלכן,uהתותופיעqהאותאחרי99%ב-האנגליתבשפהלמשל,
.qשלבהקשריופיעuש-ההסתברותמאשרנמוכהיותרהרבה

אנחנו למעשה משפרים את ההסתברויות ואחר כך מפעילים על זה "קופסה שחורה" כדי לקודד את●
התו בהקשר מסוים. כלומר, לכל הקשר יהיה מודל משלו.

נעדיף להשתמש בקידוד אריתמטי כי הוא יותר טוב בהסתברויות שהם מאוד נמוכות (יכול לקודד●
בשברי ביטים).

האנטרופיה המותנית
𝐻(𝑋 | 𝑌.שהיאהמותניתהאנטרופיהאתלהקטיןנרצה = 𝑦)

מוגדרת כך:

𝐻(𝑋|𝑌) =
𝑦∈𝑌
∑ Pr(𝑦) · 𝐻(𝑋|𝑌 = 𝑦)

אם נוריד את האנטרופיה המותנית, נוכל לדחוס יותר טוב.
𝐻(𝑋|𝑌).ש:להראותזהדברשלבסופושלנוהמטרהכלומר, ≤ 𝐻(𝑋)
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אנטרופיה משותפת ומותנית
כך:מוגדרתושלשלהמשותפתהאנטרופיה,מקרייםמשתניםלכל 𝑋, 𝑌𝑋𝑌

𝐻(𝑋, 𝑌) =   −
𝑥∈𝑋 ,  𝑦∈𝑌

∑   Pr(𝑥, 𝑦) · log(Pr(𝑥, 𝑦))

𝐻(𝑋|𝑌).ש:להראותנרצה = 𝐻(𝑋, 𝑌) − 𝐻(𝑌)
אז:

𝐻(𝑋|𝑌) =
𝑥∈𝑋 ,  𝑦∈𝑌

∑   Pr(𝑥, 𝑦) · log Pr(𝑦)
Pr(𝑥,𝑦)( ) =

=   −
𝑥∈𝑋 ,  𝑦∈𝑌

∑   Pr(𝑥, 𝑦) · log(Pr(𝑥, 𝑦))⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
 +  

𝑥∈𝑋 ,  𝑦∈𝑌
∑   Pr(𝑥, 𝑦) · log(Pr(𝑦))⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
=

=  𝐻(𝑋, 𝑌) [ ]  +   𝑆𝑜𝑚𝑒𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔[ ] =
= 𝐻(𝑋, 𝑌) − 𝐻(𝑌)

.ש:להראותנותר 𝑆𝑜𝑚𝑒𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔[ ] =  − 𝐻(𝑌)

𝑥∈𝑋 ,  𝑦∈𝑌
∑ Pr(𝑥, 𝑦) · log(Pr(𝑦)) =

𝑦∈𝑌
∑ log(Pr(𝑦)) ·

𝑥∈𝑋
∑ Pr(𝑥, 𝑦) =

=
𝑦∈𝑌
∑ log(Pr(𝑦)) ·

𝑥∈𝑋
∑ Pr(𝑦|𝑥) · Pr(𝑥) =

𝑦∈𝑌
∑ log(Pr(𝑦)) · Pr(𝑦) =− 𝐻(𝑌)
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קידוד הסמל הבא ברצף, בהתחשב בהקשר של הסמלים הקודמים ברצף.
על ידי שימוש בהקשר, אנו מצמצמים את האנטרופיה של הסמל הבא, וזה מאפשר לנו לקודד את הסמל הבא

.ש:להראותהיאשלנושהמטרהנזכורביטים.פחותבאמצעות 𝐻(𝑋|𝑌) ≤ 𝐻(𝑋)
כלומר המטרה היא להראות שבהסתברות מותנית המצב לא יותר גרוע - אלא משתפר.

.ש:קיבלנוג'נסןשוויוןאיולפי 𝐻(𝑋|𝑌) ≤ 𝐻(𝑋)

הסתברות מותנית
שלנו.ההקשרבתורהקודמיםהתוויםב-נשתמש 𝑘

Pr(𝑥|𝑠).מותנית:בהסתברותשימושבעזרתזאתנעשה = 𝐶(𝑥|𝑠)
𝐶(𝑥)

.שלהמופעיםמספרשזהב-ונחלקשלבהקשרמופיעש-הפעמיםמספרהואכאשר 𝐶(𝑥|𝑠)𝑥𝑠𝐶(𝑥)𝑥

דוגמה
.thשלבהקשרפעמים7מופיעeוגםפעמים,12מופיעeש:נניח

= Pr(𝑒 | 𝑡ℎ).היא:המותניתההסתברותאז  𝐶(𝑒 | 𝑡ℎ)
𝐶(𝑒) = 7

12

טבלאותלתחזקאפשראיאבלטובהיותרדחיסהנקבלה-אתשנגדילככלPPMבדחיסת● 𝑘
𝑚𝑎𝑥

גדולות מדי.
.ב-נשתמשבדר"כמדי,יותריגדללאשהמילוןכדיקטןב-להשתמשנרצהאנחנולכן, 𝑘𝑘 ≤ 8

תו.לכלביטים2.3נקבלאז8בגודלהמחרוזותכללגודלונתייחסבאנגליתקובץניקחאם●
תו.לכלביטים1.7ל-להגיענוכלאנחנוPPMה-עםאך

דור עזריה



א'נתוניםדחיסת||113

בעיה
אנחנו מנסים לקודד תו מסוים בהקשרים שכבר ראינו - כי אנחנו רוצים שהמפענח ידע על מה מדובר●

(הוא יודע הקשרים שהוא כבר מכיר).
אם אנחנו רואים תו בהקשר שלא ראינו קודם אז ההסתברות שלו תהיה אפס.●
.0ל-שווהההסתברותבוממצבלהימנענרצהאנחנו●

כמותואםנקבלאז0שלבהסתברותהאינפורמציהכמותאתנחשבאםכי-למה? log( 1
∞ )

האינפורמציה היא אינסופית אז זה אומר שצריך להשתמש באינסוף ביטים כדי לקודד את זה.

נרצה טכניקה שתדע להתמודד עם הבעיה הזאת - כלומר שתקודד לנו תו בהקשר שלא הופיע קודם לכן.

PPMאלגוריתם
𝑘.לונקרא-גבוההמהקשרנתחיל●

𝑚𝑎𝑥

נבדוק האם התו הופיע בגודל ההקשר הזה:●
אם הוא הופיע שם - אז נקודד לפי ההקשר הזה.○
אחרת, נגיד למפענח שאנחנו יורדים בגודל של ההקשר (להקשר יותר נמוך).○

נשמור טבלה בשביל כל ההקשרים הקיימים.●
המחרוזותלכלהכוונה.3גודלעדההקשריםכלעבורטבלהנשמוראזהגדרנואםלמשל 𝑘

𝑚𝑎𝑥
= 3

בטקסט.שהופיעובגודל 0 ≤ 𝑘 ≤ 3

דוגמה
𝑆.לקודד:שנרצהמחרוזתבהינתן = 𝐴𝐶𝐶𝐵𝐴𝐶𝐶𝐴𝐶𝐵𝐴

𝑘.נגדירההקשרים,כלגודלעלטבלהניצור:1שלב
𝑚𝑎𝑥

= 2

?=kהסברתדירותהקשר

נקבל:ההקשר●εריק0 ε𝐴 = 4,   𝐵 = 2,  𝐶 = כלומרריקהשלנושהמחרוזתאומרזהאז5 𝑘 = 0
ההקשר ריק. אם ההקשר ריק, זה בדיוק השכיחויות

שאספנו במחרוזת מכל תו.

1𝐴
𝐵
𝐶

.נקבלההקשר● 𝐴𝐶 = 3
.נקבלההקשר● 𝐵𝐴 = 2
נקבלההקשר● 𝐶𝐴 = 1,  𝐵 = 2,  𝐶 = 2

ההקשר הוא בעצם לקחת כל איבר בהקשר הנוכחי
ולבדוק מי מופיע אחריו ונכתוב את התדירות שלו.

2𝐴𝐶
𝐵𝐴
𝐶𝐴
𝐶𝐵
𝐶𝐶

נקבל:הקשר● 𝐴𝐶𝐵 = 1,  𝐶 = 2
נקבל:הקשר● 𝐵𝐴𝐶 = 1
נקבל:הקשר● 𝐶𝐴𝐶 = 1
נקבל:הקשר● 𝐶𝐵𝐴 = 2
נקבל:הקשר● 𝐶𝐶𝐴 = 1,  𝐵 = 1
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,𝐴.התוויםאתנקודד:2שלב 𝐵, 𝐶
נעבור על כל ההקשרים ונשאל עליהם את התווים.●
תו שלא מופיע בקשר הנוכחי.) בטבלה שיגיד לנו שאנחנו עומדים לקודד$נקצה תו מיוחד (●

הקשר, נציב עבור כל הקשר בטבלהשיהיה בתדירות של מספר התווים שמתקיימים בכל$את התו
וכך הוא יגיד למפענח שצריך לרדת להקשר נמוך יותר. אם בהקשר מסוים קיים כבר.

:Aהתואתלדוגמהנקודד
למקודד.וגםלמפענחגםשידועההקשרעםהמחרוזתאתסיימנו.1 𝐵𝐴
יותר.נמוךלהקשרונרד$נעבירלכןמופיעלאהוא,בהקשרמופיעאםנבדוק.2 𝐴𝐵𝐴
יותר.נמוךלהקשרונרד$נעבירלכןמופיעלאהוא,בקשרמופיעאםנבדוק.3 𝐴𝐴

.ההסתברותעםאתנקודדולכןמופיעכןהוא(ריק)בהקשרמופיעאםנבדוק.4 𝐴ε𝐴4
4+2+5+ $| | = 4

14

.להעבירצריכיםהיינואתלקודדכדילכן.5 𝐴$,  $,  𝐴

.אתוגםאתגםנקודדככה● 𝐵𝐶

.2בשלבשעשינותושלקידודכללאחרהטבלהעדכון:3שלב
).C(התולמחרוזתחדשתולנושנוסףלהלהגידכדיהטבלהאתלעדכןצריךאתשקודדנואחרי 𝐶
C.𝑆היאהמחרוזתכעת = 𝐴𝐶𝐶𝐵𝐴𝐶𝐶𝐴𝐶𝐵𝐴

בטבלה:נכתוב,שלהתדירויותאתלעדכןצריךכלומר, 𝐶

?=kתדירותהקשר

C=5,ריק0 6 𝐴 = 4,  𝐵 = 2

1𝐴
𝐵
𝐶

C=3נקבלההקשר● 4 𝐴
.נקבלההקשר● 𝐵𝐴 = 2
נקבלההקשר● 𝐶𝐴 = 1,  𝐵 = 2,  𝐶 = 2

2𝐴𝐶
𝐵𝐴
𝐶𝐴
𝐶𝐵
𝐶𝐶

נקבל:הקשר● 𝐴𝐶𝐵 = 1,  𝐶 = 2
C=1נקבל:הקשר● 2 𝐵𝐴
נקבל:הקשר● 𝐶𝐴𝐶 = 1
נקבל:הקשר● 𝐶𝐵𝐴 = 2
נקבל:הקשר● 𝐶𝐶𝐴 = 1,  𝐵 = 1

:נקודה למחשבה
𝐷.שהואבא"בקייםשלאתולקודדונרצהנניח

$.שובונעבירההקשרעבורונשאל$ונעבירההקשרעבורנשאל$,ונעבירההקשרעבורנשאל 𝐵𝐴𝐴ε
.אחידהתהיהוההסתברותה-א"ביהיוהתדירויותנגדיראנחנושכזה,במקרה,בולמצבהגענוכעת 𝑘 =− 1
.EOFנעשההקובץלסוףנגיעכאשר?שלבהקשר$לקודדצריךמתי● 𝑘 =− 1
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PPMאלגוריתםעלנקודות
למפענח.שמועברעםPPMאתמפעיליםכלומר-גדולהכיההקשרזה● 𝐾

𝑚𝑎𝑥
𝐾

𝑚𝑎𝑥

יותר.גבוההלהקשרשםנעלהותמידאיןששםגרסהיש● (𝑃𝑃𝑀 *)𝐾
𝑚𝑎𝑥

חיסרון: יותר זיכרון ואיטי.○
יתרון: מדויק יותר.○

אנחנובא"בכישללהקשרעדלהגיעצריךאזהבאלתוהערכהלתתיכוליםלאאנחנואם● 𝐾 =− 1
שהיאאחידהבהסתברותסיביות8עםASCIIב-משתמשיםאנחנואםאותו,לקודדאיךלדעתאמורים

.תהיה 1
Σ 𝐴𝑆𝐶𝐼𝐼| | = 1

256

אתנעבירואזלהקשרשהגענואומסויםבהקשרהתואתשמוצאיםעדבתהליךממשיכים● 𝑘 =− 1
התו הרלוונטי.

PPMב-הקשריםביןהחלפותעלהסבר
איך אנחנו אומרים למפענח שצריך כעת להשתמש בהקשר קטן יותר?

Escapeה-בעצםהוא$ה- Message1ב-ההקשראתשמורידיםליידעכדילמפענחשנשלח.
ה-א"ב.כגודלהואשלוהתדירותשגודלל-$אומרהזה,בקורסלומדיםשאנחנוהגרסהשזה,PPMCגרסת

חישוב ההקשרים
חישובי פונקציית ההסתברות המותנית לפי האלגוריתם מתואר כך:

Pr 𝑛𝑒𝑥𝑡 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙 | 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 (𝐾
𝑚𝑎𝑥

 ) 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙𝑠( )
Pr 𝑛𝑒𝑥𝑡 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙 | 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 (𝐾

𝑚𝑎𝑥
 − 1) 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙𝑠( )

..…
Pr 𝑛𝑒𝑥𝑡 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙 | 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙( )

Pr(𝑛𝑒𝑥𝑡 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙)

אתנורידולכןעםהקשרמוצאלא)(הנוכחיהתובותהליךמתארותהנ"לההסתברויות 𝑛𝑒𝑥𝑡 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙𝐾
𝑚𝑎𝑥

תלויהואולכןהקשרבאףנמצאלאהואכאשרהאחרוןלמקרהעדהלאהוכךל-ההקשרגודל 𝐾
𝑚𝑎𝑥

− 1

בעצמו בהסתברות אחידה.
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Escapeה-מקרה Code
Escapeה- Codeבסימןאותושסימנוראינו,ההקשרבגודללרדתלמפענחאומרבעצם.$ (𝑘 −−)

על מנת לבחור את ההסתברות של התו הבא שאנחנו מקודדים נשתמש בהקשר הגדול ביותר שיכולים למצוא
Escapeל-נקראאזהזהבאורךנמצאלאוהואובמידהבעצםשהוא Code,יביןוהוא$למפענחנעביר 𝑘

𝑚𝑎𝑥

שצריך לרדת בגודל ההקשר.

דוגמה לקידוד
הבאה.הטבלהובהינתןוגםלקודד:שנרצהמחרוזתבהינתן 𝑆 = 𝐴𝐶𝐶𝐵𝐴𝐶𝐶𝐴𝐶𝐵𝐴𝑘

𝑚𝑎𝑥
= 2

𝐴.התואתלקודדנרצה

?=kתדירותהקשר

𝐴ריק0 = 4,   𝐵 = 2,   𝐶 = 5,   $ = Σ| | = 3

1𝐴
𝐵
𝐶

נקבל:ההקשר● 𝐴𝐶 = 3,  $ = 1
.נקבלההקשר● 𝐵𝐴 = 2,   $ = 1
נקבלההקשר● 𝐶𝐴 = 1,  𝐵 = 2,  𝐶 = 2,  $ = 3

2𝐴𝐶
𝐵𝐴
𝐶𝐴
𝐶𝐵
𝐶𝐶

נקבל:הקשר● 𝐴𝐶𝐵 = 1,  𝐶 = 2,  $ = 2
נקבל:הקשר● 𝐵𝐴𝐶 = 1,  $ = 1
נקבל:הקשר● 𝐶𝐴𝐶 = 1,  $ = 1
נקבל:הקשר● 𝐶𝐵𝐴 = 2,  $ = 1
נקבל:הקשר● 𝐶𝐶𝐴 = 1,  𝐵 = 1,  $ = 2

:1שלב

.בהסתברותאתנקודדולכןלומוכרלאכינראהההקשרעבור 𝐵𝐴𝐴$Pr($) = $| |
𝐶| |+ $| | = 1

1+1 = 1
2

:2שלב

.בהסתברותאתנקודדולכןלומוכרלאכינראהההקשרעבור 𝐴𝐴$Pr($) = $| |
𝐶| |+ $| | = 1

3+1 = 1
4

:3שלב

.בהסתברותנקודדולכןלומוכרכינראהההקשרעבור ε𝐴Pr(𝐴) = 𝐴| |
4+2+5+3 = 4

14

מה אומר לנו ההסתברויות בקידוד?
אנחנו מכניסים ב-"קופסה שחורה" לקוד אריתמטי.●

סיביות.הואאתלקודדלנושיקחהסיביותמספר● Pr($) = 1
2⎡ − log

2
1
2( )⎤ = 1

סיביות.הואאתלקודדלנושיקחהסיביותמספר● Pr($) = 1
4⎡ − log

2
1
4( )⎤ = 2

סיביות.הואאתלקודדלנושיקחהסיביותמספר● Pr(𝐴) = 4
14⎡ − log

2
4

14( )⎤ = 2

סיביות.יהיהאתלקודדלנושיקחהסיביותמספרכלומר 𝐴1 + 2 + 2 = 5
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דוגמה נוספת
.וגםלקודד:שנרצהמחרוזתבהינתן 𝑆 = 𝐴𝐵𝑅𝐴𝐶𝐴𝐷𝐴𝐵𝑅𝐴𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 2

אנחנו נרצה לקודד ובהדרגתיות, כלומר לפי הסדר של המחרוזת משמאל לימין.
$.בסימןEscapeשלהתהליךעםיחדאותשלהכנסהכלעבורהשלביםאתלנותתארהבאההטבלה

תו למפענח סדר הקשר תו למפענח סדר הקשר תו למפענח סדר הקשר

$ 2 r -1 $ 2

$ 1 $ 2 $ 1

$ 0 $ 1 $ 0

a -1 ⇒ a 0 ⇒ d -1

$ 2 $ 2 $ 2

$ 1 $ 1 $ 1

$ 0 $ 0 a 0

b -1 c -1 $ 2

$ 2 $ 2 b 1

$ 1 $ 1 r 2

$ 0 a 0 a 2

נקודה חשובה
.קודדנואתשהכנסנוהראשונההפעםשעבורלבנשים 𝐴$$$𝐴

נתקליםאנחנוכיבהקשראתמעביריםאנחנולמעשהאךוכבדהארוכהפעולהנראהאמנםזה 𝐴𝐾 =− 1
ביטים.0להעבירצריכיםאנחנוולכן"1"בגודלהסתברותזההאלההדולריםכלולכןהראשונהבפעםבתו
מזה.יותרולאסיביות8להעבירצריכיםהיינוASCIIטבלתהיהזהאם

נשים לב
למפענח.התואתלהעבירכדיבהקשרנשתמשאזהראשונהבפעםמופיעתואם● 𝐾 =− 1
העברה).סיביות0(כלוםלנועולהלאההעברהולכן1היאשלהםההסתברות$שלמהסימניםהרבה●
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שלבי הפתרון של הדוגמה הקודמת
.וגםלקודד:שנרצהמחרוזתבהינתן 𝑆 = 𝐴𝐵𝑅𝐴𝐶𝐴𝐷𝐴𝐵𝑅𝐴𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 2

אנחנו נרצה לקודד ובהדרגתיות, כלומר לפי הסדר של המחרוזת משמאל לימין.
בתרגיל זה, נראה איך אנחנו מקודדים ומה אנחנו מעבירים.

עליו.שנעבורתוכלעבורביחדהטבלהאתבונים)Decoder(והמפענח)Encoder(המקודד
נציב את התרגיל בשלבים קטנים בשביל ההבנה אך הפתרון של התרגיל לא אמור להיות מפורט בשלבים האלה.

שלב אתחול
k=2k=1k=0

ABRACADABRA-1שלב
Aהראשוןהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכןריק,הכלכיהקשר,לואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכןריק,הכלכיהקשר,לואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכןריק,הכלכיהקשר,לואיןעבור○ 𝑘 = 0Pr($) = 1

.בהסתברותAאתנעביראזלכאן,עדהגענואם,עבור○ 𝑘 =− 1Pr(𝐴) = 1
Σ| | = 1

6

.$$$Aנעבירלכן○

3.:סיביותסה"כ● · ⎡ − log
2

Pr($)( )⎤ + ⎡ − log
2

1
6( )⎤ = 3 · 0 + 3 = 3

ונקבל:Aבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴 = 1,  $ = 1

ABRACADABRA-2שלב
Bהשניהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכןריק,הכלכיהקשר,לואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכןריק,הכלכי,Aעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירלכן,עםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 0εPr($) = 1
1+1 = 1

2

.בהסתברותBאתנעביראזלכאן,עדהגענואם,עבור○ 𝑘 =− 1Pr(𝐵) = 1
Σ| | = 1

6

.$$$Bנעבירלכן○
2.:סיביותסה"כ● · 0 + 1 + 3 = 4
ונקבל:Bבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴 | 𝐵 = 1,  $ = 1ε | 𝐴 = 1,  𝐵 = 1,  $ = 2
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ABRACADABRA-3שלב
Rהשלישיהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכןריק,הכלכי,ABעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכן,Bעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירלכן,עםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 0εPr($) = 2
1+1+2 = 1

2

.בהסתברותRאתנעביראזלכאן,עדהגענואם,עבור○ 𝑘 =− 1Pr(𝑅) = 1
Σ| | = 1

6

.$$$Rנעבירלכן○
2.:סיביותסה"כ● · 0 + 1 + 3 = 4
ונקבל:Rבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1𝐴 | 𝐵 = 1,  $ = 1

𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
ε | 𝐴 = 1,  𝐵 = 1,  $ = 3,

,  𝑅 = 1

ABRACADABRA-4שלב
Aהרביעיהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכן,BRעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכן,Rעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברותAנעבירלכן,עםהקשרלוישעבור○ 𝑘 = 0εPr($) = 𝐴| |=1
1+1+1+3 = 1

6

.$$Aנעבירלכן○
2.:סיביותסה"כ● · 0 + 3 = 3
ונקבל:Aבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1

𝐴 | 𝐵 = 1,  $ = 1
𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε | 𝐴 = 2,  𝐵 = 1,  $ = 3,
,  𝑅 = 1

ABRACADABRA-5שלב
Cהחמישיהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכן,RAעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכן,Aעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירלכן,עםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 0εPr($) = $| |=3
2+1+1+3 = 3

7

.בהסתברותCאתנעביראזלכאן,עדהגענואם,עבור○ 𝑘 =− 1Pr(𝐶) = 1
Σ| | = 1

6

.$$$Cנעבירלכן○
3.:סיביותסה"כ● · 0 + 2 + 3 = 5
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ונקבל:Cבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1

𝐴 | 𝐵 = 1,  𝐶 = 1,  $ = 2
𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε | 𝐴 = 2,  𝐵 = 1,  $ = 4,
,  𝑅 = 1,  𝐶 = 1

ABRACADABRA-6שלב
Aהשישיהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכן,ACעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכן,Cעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירלכן,עםהקשרלוישעבור○ 𝑘 = 0εPr(𝐴) = 𝐴| |=2
2+1+1+1+4 = 2

9

.$$Aנעבירלכן○
2.:סיביותסה"כ● · 0 + 3 = 3
ונקבל:Aבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1
𝐴𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1

𝐴|𝐵 = 1, 𝐶 = 1, $ = 2
𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε | 𝐴 = 3,  𝐵 = 1,  $ = 4,
,  𝑅 = 1,  𝐶 = 1

ABRACADABRA-7שלב
Dהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכן,CAעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכןAעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירלכן,עםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 0εPr($) = $| |=4
3+1+1+1+4 = 4

10

.בהסתברותDאתנעביראזלכאן,עדהגענואם,עבור○ 𝑘 =− 1Pr(𝐷) = 1
Σ| | = 1

6

.$$$Dנעבירלכן○
2.:סיביותסה"כ● · 0 + 2 + 3 = 5
ונקבל:Dבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1
𝐴𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶𝐴| 𝐷 = 1,  $ = 1

𝐴|𝐵 = 1, 𝐶 = 1,  𝐷 = 1,  $ = 3
𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε |     𝐴 = 3,  𝐵 = 1,  $ = 5,
          ,  𝑅 = 1,  𝐶 = 1,  𝐷 = 1
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ABRACADABRA-8שלב
Aהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכן,ADעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1
.בהסתברות$נעבירלכן,Dעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 1Pr($) = 1

.בהסתברותAנעבירלכן,עםהקשרלוישעבור○ 𝑘 = 0εPr($) = $| |=5
12 = 5

12

.$$Aנעבירלכן○
2.:סיביותסה"כ● · 0 + 2 = 2
ונקבל:Aבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1
𝐴𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶𝐴| 𝐷 = 1,  $ = 1
𝐴𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1

𝐴|𝐵 = 1, 𝐶 = 1,  𝐷 = 1,  $ = 3
𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε |     𝐴 = 4,  𝐵 = 1,  $ = 5,
          ,  𝑅 = 1,  𝐶 = 1,  𝐷 = 1

ABRACADABRA-9שלב
Bהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברות$נעבירלכן,DAעםהקשרלואיןעבור○ 𝑘 = 2Pr($) = 1

.בהסתברותBנעבירלכן,Aעםהקשרלוישעבור○ 𝑘 = 1Pr(𝐵) = 1
1+1+1+3 = 1

6

.$Bנעבירלכן○
1.:סיביותסה"כ● · 0 + 3 = 3
ונקבל:Bבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 1,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1
𝐴𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶𝐴| 𝐷 = 1,  $ = 1
𝐴𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷𝐴| 𝐵 = 1,  $ = 1

𝐴|𝐵 = 2, 𝐶 = 1,  𝐷 = 1,  $ = 3
𝐵 | 𝑅 = 1,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε |     𝐴 = 4,  𝐵 = 2,  $ = 5,
          ,  𝑅 = 1,  𝐶 = 1,  𝐷 = 1

ABRACADABRA-10שלב
Rהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברותRנעבירלכן,ABעםהקשרלוישעבור○ 𝑘 = 2Pr(𝑅) = 1
1+1 = 1

2

.Rנעבירלכן○
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⎡.:סיביותסה"כ● − log
2

1
2( )⎤ = 1

ונקבל:Rבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 2,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1
𝐴𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶𝐴| 𝐷 = 1,  $ = 1
𝐴𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷𝐴| 𝐵 = 1,  $ = 1

𝐴|𝐵 = 2, 𝐶 = 1,  𝐷 = 1,  $ = 3
𝐵 | 𝑅 = 2,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε |     𝐴 = 4,  𝐵 = 2,  $ = 5,
          ,  𝑅 = 2,  𝐶 = 1,  𝐷 = 1

ABRACADABRA-11שלב
Aהתואתלהעבירנרצה:העברה●

.בהסתברותAנעבירלכן,BRעםהקשרלוישעבור○ 𝑘 = 2Pr(𝐴) = 1
1+1 = 1

2

.Aנעבירלכן○

⎡.:סיביותסה"כ● − log
2

1
2( )⎤ = 1

ונקבל:Aבשבילהטבלהאתבוניםוהמקודדהמפענחגם:עדכון●

k=2k=1k=0
𝐴𝐵| 𝑅 = 2,  $ = 1
𝐵𝑅| 𝐴 = 2,  $ = 1
𝑅𝐴| 𝐶 = 1,  $ = 1
𝐴𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶𝐴| 𝐷 = 1,  $ = 1
𝐴𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷𝐴| 𝐵 = 1,  $ = 1

𝐴|𝐵 = 2, 𝐶 = 1,  𝐷 = 1,  $ = 3
𝐵 | 𝑅 = 2,  $ = 1
𝑅| 𝐴 = 2,  $ = 1
𝐶| 𝐴 = 1,  $ = 1
𝐷| 𝐴 = 1,  $ = 1

ε |     𝐴 = 5,  𝐵 = 2,  $ = 5,
          ,  𝑅 = 2,  𝐶 = 1,  𝐷 = 1

סך הכל העברנו בכל השלבים
מספר סיביות קידוד תו מספר סיביות קידוד תו

5 $$$D D 3 A$$$ A
2 $$A A 4 $$$B B
3 $B B 4 $$$R R
1 R R 3 $$A A
1 A A 5 $$$C C

3 $$A A

דור עזריה



א'נתוניםדחיסת||123

דוגמה נוספת
.וגםלקודד:שנרצהמחרוזתבהינתן 𝑆 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏...........𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 2

תו למפענח סדר הקשר תו למפענח סדר הקשר תו למפענח סדר הקשר
$ 2 $ 2 $ 2
$ 1 $ 1 $ 1
$ 0 $ 0 a 0
a -1 ⇒ b -1 ⇒ $ 2
$ 2 $ 2 a 1
$ 1 $ 1 b 2
a 0 b 0 … …

PPMCתרגיל
.הוא:הא"ב.וגםמחרוזת:בהינתן 𝑆 = 𝐴𝐵𝑅𝐴𝐶𝐴𝐷𝐴𝐵𝑅𝐴𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 2Σ = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑅, $}

Counts 2Context (K=2)Counts 1Context (K=1)Counts 0Context (K=0)
𝑅 = 1,  $ = 1
𝐴 = 1,  $ = 1
𝐶 = 1,  $ = 1

……..…

𝐴𝐵
𝐵𝑅
𝑅𝐴

….

𝐶 = 1
𝐵 = 1,  $ = 2
𝑅 = 1,  $ = 1
𝐴 = 1,  $ = 1

𝐴
𝐵
𝑅

𝐴 = 5
𝐵 = 2
𝑅 = 2
𝐶 = 1
𝐷 = 1
$ = 5

ε

תו העברה הסתברות סיביות
A $$$𝐴 Pr($

2
) = Pr($

1
) = Pr($

0
) = 1,  Pr($

−1
) = 1

Σ| | = 1
6  3

B $$$𝐵 Pr($
2
) = Pr($

1
) = 1,   Pr($

0
) = $| |

$| |+ 𝐴| | = 1
2 ,  Pr($

−1
) = 1

Σ| | = 1
6  4

R $$$𝑅 Pr($
2
) = Pr($

1
) = 1,   Pr($

0
) = $| |

$| |+ 𝐴| |+ 𝐵| | = 2
4 = 1

2 ,  Pr($
−1

) = 1
Σ| | = 1

6  4

A $$𝐴 Pr($
2
) = Pr($

1
) = 1,   Pr($

0
) = 1

6
3

C $$$𝐶 Pr($
2
) = 1,  Pr($

1
) = 1

$+𝐵 = 1
2 ,   Pr($

0
) = 3

3+2+1+1 = 3
7 ,  Pr($

−1
) = 1

Σ| | = 1
6  6

A …. ….

D …. ….

A …. ….

B …. ….

R …. ….

A …. ….
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EP-ההרחקהעקרון
אם תו הופיע בהקשר גבוה יותר ולא השתמשנו בו אז אנחנו גם לא נשתמש בו בהקשר נמוך יותר ולכן אנחנו

להעלותוכך0ל-שלוהשכיחותאתלהפוךזהמהמודללהורידהמשמעותשלנו.מהמודלאותולהורידיכולים
את ההסתברויות של שאר התווים ולכן כמות האינפורמציה יורדת וכך האיכות של הדחיסה משתפרת.

:לדוגמה
הטבלה:אתנקבלוגםמחרוזתבהינתן 𝑆 = 𝑎𝑎𝑏𝑏.....𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 1

Pr($)Pr(𝑏)Pr(𝑎)תו שמועברסדר גודל ההקשר
1001$
1000$
1
3

1
3

1
3

-1a

1001$
1
2

01
1+1 = 1

2
0a

1
2

01
2

1$

1000$

1
2

1
2

0-1b

1001$
2
5

1
5

2
5

0b

.aabאתכברעברנובאדום,המסומןלמצבכשהגענו
𝑘.שלבהקשראותומקודדיםהיינואזbאתבמקוםaאתפהלקודדצריכיםהיינושאםיודעיםאנחנו = 1

נקודדשבכללהסתברותאיןכלומרכרגע,מופיעלאaש-יודעיםאנחנוזהבמקרהכלומראותו,קודדנולאאך
Pr(𝑎).הזהבמקרהולכן1ב-לקודדיכוליםאנחנוה-$אתולכןאותו = 0

ולכןaאתמקודדיםלאשאנחנובוודאותיודעיםאנחנואזגבוהיותרבהקשראותוקודדנושלאבגלל
.Pr(𝑎) = 0

בהקשרaאתשנקודדבכללהסתברותאיןזהבהקשרגםכלומר,שלהקשרעלגםנכוןשזהלבנשים 𝑘 =− 1

.ההסתברותאתלתתאפשרהסתברותבמקוםולכןהזה 1
3

1
2

כלומר, היתרון פה זה שאנחנו מגדילים את ההסתברות וכך מורידים את כמות האינפורמציה וכך שיפרנו את
הדחיסה שלנו.
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פורמלי-EPההרחקהעקרון
תווים שהופיעו בהקשריםלהורידאם לא ראינו עדיין את ההקשר הנוכחי, אנחנו נשתמש ב-$. אנחנו יכולים

גבוהים יותר (כי יכולנו לקודד אותם כבר במקרה הגבוה). אם לא קודדנו אותם זה אומר שהם לא התו הבא ולכן
.20%ב-הדחיסהאתחוסכתהזאתהשיטהיותר.נמוךלהקשראותםנורידאנחנו

.כאשראת:להעריךמנסיםאנחנוכאשר Pr(𝑒𝑛𝑐𝑜𝑑𝑒 𝑎
𝑖
  | 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 𝑘 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙𝑠)𝑘 < 𝑘

𝑚𝑎𝑥

יותר.גדולבהקשרהופיעשהואכלומראם: 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡[𝑎
𝑖
  | 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 (𝑘 + 1) 𝑠𝑦𝑚𝑏𝑜𝑙𝑠] > 0

Pr(𝑒𝑛𝑐𝑜𝑑𝑒 𝑎.לו:ניתןהנוכחיבהקשראז
𝑖
) = 0

𝑘.עבורזהאתנעשהלאאנחנוההרחקהבעיקרון.1 = 𝑘
𝑚𝑎𝑥

מהולאהנוכחיבהקשראותונראהשאנחנוההסתברותמהשואליםאנחנואתלקודדההסתברות.2 𝑎
𝑖

ההסתברות שהוא התו הבא בקובץ.

Exclusion Principle (EP) Algorithm
estimate_prob (k) {1:

sum ⇐ count[‘$’];2:

for(i = 1; i <= | |; i++) {Σ3:

if(k == ) {𝑘
𝑚𝑎𝑥

4:

count[i] ⇐ count[ | prev k symbols]𝑎
𝑖

5:

}6:

else if(k >= 0) {7:

count[i] ⇐ (count[ | prev k+1 symbols]==0)*𝑎
𝑖

(count[ | prev k symbols])𝑎
𝑖

8:

}9:

else {10:

count[i] ⇐ (count[ ]==0)𝑎
𝑖

11:

}12:

sum += count[i];13:

}14:

for(i=1 i <= | |; i++) {Σ15:

p(encode ) ⇐ count[i]/sum;𝑎
𝑖

16:

}17:

p(encode ‘$’) ⇐ count[‘$’]/sum;18:

}19:
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Exclusion Principle (EP) Algorithm - קודהסבר
1:

כדי לחשב את ההסתברות צריך לדעת מה סכום הכולל של השכיחויות. כיוון ש-$ לא משתתף בעיקרון ההרחקה אז נוסיף
האלגוריתם.אתשמתחיליםלפניsumל-אותו

2:

:3עוברים על כל התווים ב-א"ב.

:4במקרה כזה אי אפשר להפעיל את עקרון ההרחקה:

:5תו.כלעבורPPMעלשלמדנוהרגילההמותניתההסתברותלפייהיהiשלcountה-ולכן

6:

:7במקרה כזה אנחנו יכולים להפעיל את עיקרון ההרחקה:

אינדיקטור):בעצם(זהבההבדיקהלפייפעלiה-התושלcountה-
.1==נקבלאזיותרגבוההבהקשרהופיעה-אם 𝑎

𝑖

.0==נקבלאזיותרגבוההבהקשרהופיעלאה-אם 𝑎
𝑖

ההסתברות.אתנחזיראחרת,0פשוטcountל-נחזירהכפלבגללאז0קיבלוהואבמידה

8:

9:

:10אז:k=-1כאשרכלומראחרת,

יותרגבוההבהקשרלעצורצריכיםשהיינויודעיםאנחנואזבטקסטקודםהופיעהואאםכלומר.0אתcountל-נותניםאנחנו
.k=-1שלבהקשראותומוחקיםולכן

11:

12:

:13השכיחויות.סכוםאתsumב-נצבור

14:

:15עוברים על כל התווים ב-א"ב:

:16השכיחויות.כלמספרחלקישלוהמופעיםמספרפשוטזהa_iשלההסתברות

17:

:18בגלל ש-$ לא משתתף באלגוריתם אז צריך גם לתת לו את ההסתברות בסוף האלגוריתם

19:
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תרגיל למימוש עקרון ההרחקה
.כאשרהבאההטבלהאתלמלאצריךהמחרוזתבהינתן 𝑆 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 1

k=1k=0

הקשרתדירותהסתברותהקשרתדירותהסתברות
Pr(𝑎) = 1/4
Pr(𝑏) = 1/4
Pr($) = 1/2

𝑎 = 1
𝑏 = 1
$ = 2

𝑎Pr(𝑎) = 1/3
Pr(𝑏) = 1/3
Pr($) = 1/3

𝑎 = 2
𝑏 = 2
$ = 2

ε

Pr(𝑏) = 1/2
Pr($) = 1/2

𝑏 = 1
$ = 1

𝑏

הטבלה).אתמילאנו(כלומרקידודעברהכברוהמחרוזתהואשה-א"בנניחכעת, Σ = {𝑎, 𝑏, 𝑐, $}𝑎𝑎𝑏𝑏
כעת?אתנקודדאיך 𝑐
.התורקזהזה,במקרהבמחרוזתהאחרוניםהתוויםרצףעללהסתכלצריךאזש:בגלל● 𝐾

𝑚𝑎𝑥
= 1𝑏

.½שלבהסתברותב-$נשתמשולכןשלובתדירויותמופיעלאשהתולבנשים● 𝑐
⅓.שלבהסתברותב-$ונשתמשמופיעלאכאןגםיותר,נמוךלהקשרנעבור● 𝑐
.¼ההסתברותעםאתנקודד,שללהקשרהגענו● 𝑘 =− 1𝑐
סיביות.5עםאתקודדנוכלומר● 𝑐

k=1k=0

הקשרתדירותהסתברותהקשרתדירותהסתברות
Pr(𝑎) = 1/4
Pr(𝑏) = 1/4
Pr($) = 1/2

𝑎 = 1
𝑏 = 1
$ = 2

𝑎⅓𝑎 = 2
ε ⅓𝑏 = 2

Pr(𝑏) = 1/4
Pr(𝑐) = 1/4
Pr($) = 1/2

𝑏 = 1
𝑐 = 1
$ = 2

𝑏⅛𝑐 = 1
⅜$ = 3

האם עקרון ההרחקה יעזור לנו לחסוך בסיביות? - עד עכשיו לא השתמשנו בעקרון ההרחקה.
העמוד).תחילתעללהסתכל-רלוונטיתלאמלמעלהפההקרובה(הטבלההעקרוןבעזרתאתלקודדנרצה 𝑐
כיהעיקרוןאתלהפעילאפשראיכינזכור,שלבהקשרעלנסתכלההקשרעבור● 𝑘 = 1𝑐𝑏𝑘 = 𝑘

𝑚𝑎𝑥

מופיעכברהואכיהתולאבוודאישזהיודעיםאנחנו.½שלבהסתברותה-$אתמקודדיםאנחנואז 𝑏
בהקשר הזה.

אבל$אתנקודדהופיע.כברשהואכיוון0להיותהופךהתושלהתדירות,ההקשרעבור● 𝑘 = 0𝑏
ההסתברות עכשיו תהיה ½.
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התואתכברראינושגםמאחר,אתשהורדנולבנשים,cאתנקודדעכשיוההקשרעבור● 𝑘 =− 1𝑏𝑎

.בומצבזהכיבהסתברותהתואתנקודדנוריד.אותוגםאזבשלב 𝑘 = 0𝑐1
2Σ = {𝑐, $}

.1בשלבbאתוגם0בשלבaאתגםמחקנוכי

ביטים.5במקוםביטים3עםאתקודדנוכעתכלומר 𝑐
לכן שימוש בעקרון ההרחקה עזר לנו לחסוך במספר הסיביות וכך שיפר את הקידוד לאיכותי.

תרגיל למימוש עקרון ההרחקה
.5שאלהא'מועד2022מבחןמתוך

.עםהנוכחיהמצבשלהטבלהאתבנוא. "𝐴𝑇𝐺𝐴𝐶𝐺𝐴"𝑘
𝑚𝑎𝑥

= 3

.EPללאהזהTל-ההסתברותמההקלט,בסוףTהתואתהוסיפוב.
.EPעםהזהTל-ההסתברותמהג.

פתרון א'

k=3k=2k=1k=0

הקשרתדירותהסתברותהקשרתדירותהסתברותהקשרתדירותהסתברותהקשרתדירותהסתברות
1
2

𝐴 = 1

𝐴𝑇𝐺

1
2

𝐺 = 1
𝐴𝑇

1
4

𝑇 = 1
𝐴

3
11

𝐴 = 3

ε

1
2

$ = 11
2

$ = 11
4

𝐶 = 1
2
4

$ = 21
11

𝑇 = 1
1
2

𝐶 = 1
𝑇𝐺𝐴

1
2

𝐴 = 1
𝑇𝐺

1
2

𝐺 = 1
𝑇 1

2
$ = 11

2
$ = 11

2
$ = 12

11
𝐺 = 2

1
2

𝐶 = 1
𝐺𝐴 1

2
𝐺 = 1

𝐺𝐴𝐶

1
2

$ = 12
3

𝐴 = 2

𝐺

1
11

𝐶 = 1
1
2

$ = 11
2

𝐺 = 1
𝐴𝐶

1
3

$ = 1
1
2

$ = 14
11

$ = 4
1
2

𝐴 = 1
𝐴𝐶𝐺

1
2

𝐴 = 1
𝐶𝐺

1
2

𝐺 = 1
𝐶 1

2
$ = 11

2
$ = 11

2
$ = 1
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פתרון ב'
.המצבעבורכלומרההרחקהעקרוןבליאתלהכניסנרצהאנחנו 𝑇𝐴𝑇𝐺𝐴𝐶𝐺𝐴𝑇
.בהסתברות$נעבירולכןאתלנואיןבהקשר● 𝑘

𝑚𝑎𝑥
= 3𝐶𝐺𝐴Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירולכןלשםשייךלאשלבנשיםעבוראזבהקשר● 𝑘 = 2𝐺𝐴𝑇 Pr($) = 1
2

.בהסתברותTנעבירולכןלשםשייךשלבנשיםעבוראזבהקשר● 𝑘 = 1𝐴𝑇 Pr(𝑇) = 1
4

לכן סה"כ נקבל:

.$(1),  $( 1
2 ),  𝑇( 1

4 ) =  ⎡ − log
2

1( ) − log
2

1
2( ) − log

2
1
4( )⎤ =  0 + 1 + 2 = 3

פתרון ג'
עקרון ההרחקה אומר שאם התו נמצא בהקשר גבוהה יותר ולא השתמשנו בו אז בטוח גם לא נשתמש בו

.0פשוטתהיהשלווההסתברותאותולהורידנוכלולכןיותרנמוךבהקשר
𝑘.עלההרחקהעקרוןאתלהפעילניתןלאכייודעיםאנובנוסף

𝑚𝑎𝑥

.המצבעבורכלומרההרחקהעקרוןעםאתלהכניסנרצהאנחנו 𝑇𝐴𝑇𝐺𝐴𝐶𝐺𝐴𝑇
.בהסתברות$נעבירולכןאתלנואיןבהקשר● 𝑘

𝑚𝑎𝑥
= 3𝐶𝐺𝐴Pr($) = 1

.בהסתברות$נעבירולכןלשםשייךלאשלבנשיםעבוראזבהקשר● 𝑘 = 2𝐺𝐴𝑇 Pr($) = 1
2

בו.נשתמשלאגםבוודאיאנחנוהבאהנמוךבהקשראזאחריב-השתמשנושלאבגללאך 𝐶𝐺𝐴

.בהסתברותTנעבירולכןלשםשייךשלבנשיםעבוראזבהקשר● 𝑘 = 1𝐴𝑇 Pr(𝑇) = 1
3

.אזבהקשרולכןב-השתמשנולאבהקשרכילבנשים 𝑘 = 2𝐶𝑘 = 1𝐶 = 0
כלומר:

k=1

הקשרתדירותהסתברות
1

1+0+2 = 1
3

𝑇 = 1
𝐴 0

1+0+2 = 0𝐶 = 0
2

1+0+2 = 2
3

$ = 2

לכן סה"כ נקבל:

$(1),  $( 1
2 ),  𝑇( 1

3 ) =  ⎡ − log
2

1( ) − log
2

1
2( ) − log

2
1
3( )⎤ ≈ 0 + 1 + 1. 584 ≈ 2. 584

3.סיביותפחותעםהקידודאתשיפרהואכיטוביותרההרחקהשעקרוןלראותאפשר > 2. 584
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דחיסה דקדוקית (חסרת-הקשר)

כאשר מדברים על שפה - היא מורכבת מתווים וסימנים - פיסוק, ומהם אנו יוצרים מילים שיוצרים משפטים.
באופן רעיוני מספר המשפטים הוא אינסופי וכך גם מספר המילים.

כדי שזו תהיה שפה פורמלית, צריך לבנות כללים שצריך לעקוף, שהם כללי דקדוק.
את הכללים ניתן לייצג כך:

1.Terminal symbols-התווים/היסודאבני
2.Production rules-היצירהכללי𝐴 → 𝑎

נשתמש באותם כללי גזירה בשביל לדחוס.

- לא מתייחסים לתווים שהיו לפני התו הנוכחי.חסר הקשר

Straightעקרון Line Grammar
.UDיהיהשזהכדיבלבדאחתמחרוזתיוצריםשבופרטימקרההואהזההעיקרון

ניצור את אותו דקדוק שמתאים למחרוזת הנוכחית..1
נעביר את הדקדוק למפענח..2
נדחס את הדקדוק עצמו..3

המפענח יפרוס את הדקדוק ואז באמצעותו הוא יגיע למחרוזת המקורית.

Sequiterאלגוריתם
זה בעצם דחיסה, הרעיון של האלגוריתם הוא לקרוא את התווים אחד אחד משמאל לימין וכדי למצוא את

𝑂(𝑛).לויקחזהכולההמחרוזת
הלאה.ונמשיךתיקוןנעשהכללאיזשהושנפרברגעחוקים,2ב-ונעמודתוכלנקראאנחנו

:החוקים
אחת.מפעםיותרעצמםעלשיחזרוסמוכיםתווים2נשאירלא.1
חוק צריך להופיע לפחות פעמיים..2

האלגוריתם
נבדוק:אז,EOFב-לאאנחנועודכל

זה.אתשמתקןחדשדקדוקחוקניצור0עצמםעלשחוזריםצמודיםתווים2ישאם.1
אם יש חוק שמשתמשים בו רק פעם אחת - נסיר אותו ונציג במקומו את הצורה המוכלת שלו..2
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דוגמה
𝑎𝑏𝑐𝑑𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐𝑑𝑏𝑐.לדוגמה

לנוישוגםההתחלתיתהמחרוזת 𝑆 → 𝐴𝐴𝐴 → 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑏𝑐
מפעמיים.יותרומופיעיםשכניםהםbcה-כלומרabcdbcש:כיוון)1(חוקשלהפרהכאןיש

החוק.כלפינכוןוזהנקבלואזחדשהתלותליצורהפתרון: 𝐵 → 𝑏𝑐𝑎𝐵𝑑𝐵

דוגמה
.ו-וגםלנוישוגםהתחלתיתמחרוזתנתונה 𝑆 → 𝐶𝐶𝐶 → 𝐵𝑑𝐴𝐵 → 𝑎𝐴𝐴 → 𝑏𝑐

הזאת.התלותאתנמחקולכןאחתפעםרקמופיעש-כיוון)2(החוקשלהפרהכאןשישלבנשיםאז 𝐵

Re-Pairאלגוריתם
.בטקסטשכיחהכיהזוגאתנמצא.1 𝑎𝑏𝑆
𝐴דקדוקחוקניצורפשוטאותו,שמצאנוברגע.2 → 𝑎𝑏
.ידיעלבטקסטשלהמופעיםכלאתנחליף.3 𝑎𝑏𝑆𝐴
נפעל כך שוב ושוב עד שכל זוג יופיע רק פעם אחת..4
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Tunstallקודי

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒.לעשותהיאפההמטרה − 𝑡𝑜 − 𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑
כלומר יש לנו מחרוזת באורך משתנה ואנחנו אמורים ליצור מילות-קוד באורך קבוע.

בעיה הפוכה להפמן
𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝐻𝑢𝑓𝑓𝑚𝑎𝑛 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑙𝑒𝑚.בשםבעיהזה

מהפמן.ההפךעובדיםTunstallקודיכלומר
בהפמן הדגש היה על הקידוד - דחיסה כמה שיותר טובה.

קוד באורך קבוע, המפענח פשוט שובר לבלוקים.ועבור מילותיותר מהירפה הדגש הוא על הפענוח שהוא יהיה

הופכי להפמןהפמן
מילות-קודתתי-מחרוזות בטקסט (תווים)מה נתון

תתי-מחרוזות בטקסט באורך משתנהמילת קוד באורך משתנהמה נחפש
פיענוחקידודעל מה הדגש

חשוב לציין כי האלגוריתם עמיד כאשר יש טעויות של החלפה או השמטה של סיביות.●

Tunstall Algorithm

Tunstall(n){1:

D ⇐ Σ2:

while {𝐷| | ≤ 2𝑛 − Σ| |3:

let be with highest probability𝑑 ∈ 𝐷4:

𝐷 ⇐ 𝐷 ∪
σ∈Σ
⋃ 𝑑σ

⎰
⎱

⎱
⎰

5:

if then:𝑑 ∉ Σ6:

D ⇐ D - {d}7:

}8:

}9:
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Tunstall Algorithm - קודהסבר

:1מילת-קוד.לכלשהקצנוהסיביותמספרזהnה-

שלנו.בא"בשמאותחלמילוןמעיןלנויש 𝐷2:

2𝑛ב-השימושאתלהשליםנרצהאזלביטוישווהאוקטןהמילוןשלהגודלעודכל

אופציות למילות-קוד. (כלומר כל עוד יש לי מקום להכניס מילים למילון).

3:

:4מפצלים - לוקחים את המילה במילון עם ההסתברות הכי גבוהה.

:5מוסיפים את כל הפיצולים האפשריים.

אז:בא"במקוריתואינוdאםכלומראם 𝑑 ∉ 𝐷6:

:7אז נמחק אותו משום שאין צורך באותה מחרוזת במילון כי יצרנו את כל האופציות.

דוגמה פרקטית
.בהתאםההסתברויותסדרתוגםהא"בלנונתונים Σ = {𝑎,  𝑏,  𝑐,  𝑑}𝑃 = {0. 5,  0. 3,  0. 1,  0. 1}

ההתחלתיים:הנתוניםאתבעץנסדר.וגם 𝑛 = 4

.ולכןתחילה 𝐷 = Σ𝐷| | = 4

2𝑛.נחשב − Σ| | = 24 − 4 = 16 − 4 = 12
אז:עודכלהלולאה,אתנתחילכעת 𝐷| | ≤ 12

:1איטרציה
נרוץ:אזאכןללולאה,כניסהבדיקת.1 4 ≤ 12
.כלומרביותר,הגבוההההסתברותעםשהואכיווןאתנבחר.2 '𝑎'𝑑 = '𝑎'
הא"ב,מתוךתוכלשרשורעםמהמילהשנבנוהמיליםכלאתלמילוןנוסיף.3 𝐷𝑑σ

כלומר:
𝐷 ⇐ 𝐷 ∪ {𝑎𝑎,  𝑎𝑏,  𝑎𝑐,  𝑎𝑑}

𝐷 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐, 𝑎𝑑}
.ifה-אתנפעיללאולכןלא"בשייךכןהואכלומרהאםנבדוק.4 𝑑 = '𝑎' ∈ Σ
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כעת נצייר את העץ עם הנתונים החדשים במילון, כל ערך הסתברותי של כניסה חדשה נוצר לפי מכפלה של
.ש:בגללהיאההסתברותעבורלמשלהסתברויות 𝑎𝑏0. 150. 5 · 0. 3 = 0. 15

:2איטרציה
נרוץ:אזאכןללולאה,כניסהבדיקת.1 8 ≤ 12

להשלים את הדוגמה הזאת ולשאול לגביה בהרצאה

דוגמה
ההסתברויותוגםעבור 𝑛 = 3Pr(𝑎) = 0. 7,    Pr(𝑏) = 0. 2,    Pr(𝑐) = 0. 1

2𝑛ש:כיווןשניהאיטרציהאחריעצראכןהוא − Σ| | = 23 − 3 = 8 − 3 = 5

3שלב2שלב1שלב

חלאס.
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