
2אלגוריתמים
מחברת סיכומים מההרצאות של פרופ' לויט ואדים ותרגולים



2אלגוריתמים||1

הרצאותמחברת-2אלגוריתמים
נערך ונכתב על-ידי דור עזריה

2021

ספר זה לא נבדק על ידי מרצה, יתכן שימצאו טעויות.

לסיכומים נוספים שלי במדעי המחשב ומתמטיקה:
https://dorazaria.github.io/

מוזמנים לעקוב אחרי ��:

LinkedIn: https://www.linkedin.com/in/dor-azaria/

GitHub: https://github.com/DorAzaria

דור עזריה

https://dorazaria.github.io/
https://www.linkedin.com/in/dor-azaria/
https://github.com/DorAzaria


2אלגוריתמים||2

תוכן עניינים

4הגרפיםלתורתמבוא

8בהרצאותשנלמדווהוכחותהגדרות

Water-הבקבוקיםבעיית Jug Problem12

19השוקולדפסבעיית

Floyd-Warshall21אלגוריתם

34מקסימליסכוםעםתת-מערךמציאת

41הדלקתחנותבעיית

43מקסימליסכוםעםתת-מטריצהמציאת

Dijkstra51אלגוריתם

Bidirectionalאלגוריתם Dijkstra56

Breadthאלגוריתם First Search - BFS61

Bipartite67-דו-צדדיגרף

69גרףשלקוטר

Fire71אלגוריתם

Depthאלגוריתם First Search - DFS75

80דרגותמרשימתעץבניית

Invariantעקרונות and Monovariant82

84איזומורפייםעצים

Huffman88אלגוריתם

95מינימליפורשעץ

Kruskal96אלגוריתם

Prim103אלגוריתם

111אוילרומעגלאוילרמסלול

121הפוךקרוסקלאלגוריתם

Boruvka125אלגוריתם

דור עזריה



2אלגוריתמים||3
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מבוא לתורת הגרפים
(מתוך הסיכום של תורת הגרפים בקורס בדידה).

קודקודים.שלזוגותקבוצת=Eקודקודים,קבוצת=Vכאשר,זוגהואגרף.1 𝐺 = (𝑉, 𝐸)
.קשתאוצלעכל זוג של קודקודים נקרא

קודקודים.שלסדוריםזוגותקבוצתהינהEמכווןבגרף.2

.vשלהשכניםקבוצתזו:סימון-שכניםיקראובצלעשמחובריםקודקודים3.2 Γ(𝑣)

של הקודקוד,הדרגהמספר הצלעות שיוצאות מקודקוד מסוים הינו.4
למשל:

.משפט:●
𝑣∈𝑉
∑ 𝑑(𝑣) =  2 · 𝐸| |

בגרף.קיימתהצלעברצף,עוקביםקודקודים2שלכלכךקודקודיםשלרצףהינובגרףמסלול.5
.,לכלאומרת,זאת 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1{𝑉

𝑖
 ,  𝑉

𝑖+1
} ∈ 𝐸(𝐺)

פשוט.שהמסלולאם כל הקודקודים במסלול שונים זה מזה. נאמר.6

בגרף הוא מסלול שבו הקודקוד הראשון והאחרון זהים.מעגל.7

שונים זה מזה).רק הקודקוד הראשון והאחרון זהים (כל השארמעגל פשוט.8

.ל-בצלעהמחובריםהקודקודיםכלקבוצתהינההשכניםקבוצת,קודקודבהינתן.9 𝑣
1

Γ(𝑣
1
)𝑣

1

Γ(𝑏)למשל: = {𝑎, 𝑑, 𝑐}

דור עזריה
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.dשוותהדרגותכלשבוגרףהינו-רגולריdגרף.10

)-רגולרי.n-1(הינושלםגרףכל

הינו גרף קשיר ללא מעגלים.עץ.11
).1מדרגה(=קודקודעלהמכילקודקודיםעםעץכל● 𝑛 ≥ 2
n-1הינוקודקודיםnבעלבעץהצלעותמספר●

בגרף.מעגלקייםובהכרחעץלאהואאזצלעותn-1מיותרהואאם
כל עץ הוא גרף דו-צדדי.●

הינו גרף ללא מעגלים (לא בהכרח קשיר).יער.12

אחת בדיוק.הינו מעגל שעובר על כל הצלעות של הגרף פעםמעגל אוילר.13

𝐾,מסומןקודקודיםnמעלשלםגרף.14
𝑛

הצלעותכלשבוקודקודיםnעםגרףהינו
האפשרויות הם קיימות.

צלעות.קיימותבגרף● 𝐾
𝑛

𝑛
2( )

תת גרף שלם שבו ביןקליקה -●
קשת.ישקודקודים2כל

קודקודים.2כלביןמסלולקייםבוגרףהינו,קשירגרף.15

שונות של תתי-גרפים קשירים.קשיר ניתן לחלק אותו למחלקותאינו- כאשר גרףרכיבי קשירות.16

שמתקיים:כךגרףתתנגדירגרףבהינתן-גרףתת.17 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺' ⊆ 𝐺,  𝐺' = (𝑉', 𝐸')
.צלעלכלובנוסף 𝑉' ⊆ 𝑉,  𝐸' ⊆ 𝐸𝑒 ⊆ 𝑉',  𝑒 ⊆ 𝐸'

𝐺,-צדדידוגרף.18 = (𝑉
1

∪ 𝑉
2
, 𝐸)𝑉

1
∩ 𝑉

2
= ∅

𝑉וקודקודב-אחדקודקודישEב-הצלעותשלכלכך
1

𝑉.ב-אחד
2

דור עזריה
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הקבוצות.2אתחוצותהצלעותשכלכך2ל-הגרףקודקודיאתלחלקניתןאחרותבמילים
המעגלים בו בעלי אורך זוגי.כלגרף הוא דו-צדדי אמ"מ●

האפשריות.גרף דו צדדי בו נמצאות כל הקשתותגרף דו-צדדי מלא/שלם -.19
שני.בצדקודקודיםmו-אחדבצדקודקודיםnכאשרסימון: 𝐾

𝑛,𝑚

קודקודים שאין בתוכה צלעות.- הינה קבוצה שלאנטי-קליקהבגרף אוקבוצה בלתי תלויה.20
(בדיוק ההפך מגרף שלם).

𝐸:הריקהגרף● = { } ,  𝑉 = {𝑣
1
, 𝑣

2
,...., 𝑣

𝑛
},  𝐺 = (𝑉, 𝐸)

קבוצה בלתי תלויה.כולוהוא
תלויות.בלתיקבוצותהינןדו-צדדיבגרף● 𝑉

1
, 𝑉

2

מכיללא(כלומרעץהינואשרGגרףשלגרףתתהינוGשלפורשעץ.21
.Gקודקודיכלאתמכילובנוסףמעגלים)

ש-כךמשליםגרףנגדיר,לגרף-משליםגרף.22 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺𝐺 = (𝑉, 𝐸(𝐾
𝑣| |

)\𝐸)

𝐺.ל-אותהנוסיףלאאז,Gב-הצלעאם,Vמעלהאפשריותהצלעותכלעלנעבוראומרת,זאת
𝐺.ל-אותהנוסיףכןאזGב-לאהצלעואם

, ניתן לצייר במישור כך שאין שתי צלעות נחתכות.גרף מישורי.23

פאה.לכל אזור שתחום מכל הכיוונים בצלעות נקרא●
𝑓.מתקיים:קשירמישוריגרףלכלכיאומרתאוילרנוסחת● = 𝑒 − 𝑛 + 2

דור עזריה
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מעגל.בגרףישאזיאם● 𝑓 ≥ 2
𝑓.קשירותרכיביdבעלקשירלאלגרףנוסחה● = 𝑒 − 𝑛 + 1 + 𝑑
𝑒אזיומישוריקשירGגרףיהילמישוריות.מספיק)(ולאהכרחיתנאי● ≤ 3(𝑛 − 2)

משותף.קודקודאיןMמ-זוגשלאףכךצלעותשלאוסףהינוזיווג.24 𝑀 ⊆ 𝐸(𝐺)

.הואדו-צדדיגרףבזיווגשלהאפשריהמקסימליהגודל● 𝐺 = (𝑉
1

∪ 𝑉
2
 ,  𝐸)𝑚𝑖𝑛( 𝑉

1| |, 𝑉
2| |)

בו.משתתפיםהגרףקודקודיכלאםמושלםיקראMזיווג.25

.הואצלעותnבעלגרףשלמושלםזיווגשלהגודל● 𝑀| | = 1
2 · 𝑛

.אםרקלהתקייםיכולצדדידובגרףמושלםזיווג● 𝑉
1| | = 𝑉

2| |

מושלם.זיווגGב-ישאזי-רגולרי,dדו-צדדיגרףGיהי●
צלעותלכלשווהשאיחודםזריםמושלמיםזיווגיםdבדיוקלמצואאפשר-רגולריdדו-צדדיבגרף●

.d!ישזריםדווקאלאומושלמיםזיווגיםבעבורהגרף,

26.'GשלעידוןיקראGמ-אותולקבלניתןאםGצלעות,2ב-צלעשלהחלפותשלכלשהומספרביצועע"י
על-ידי הוספת קודקוד חדש.

כך:

שלעידוןהואגרףמישורי.(כלאיננוGאזיאושלעידוןשהואגרףתתישGשבגרףנתוןאם●  𝐾
5

𝐾
3,3

עצמו).

אי-זוגית.שדרגתםקודקודיםשלזוגימספרישמכווןלאבגרף.27 𝐺
שדרגתם אי-זוגית, זאת מכיוון שלפי הגדרה: לא יתכן שבגרף לא מכוון יש מספר אי-זוגי של קודקודיםהוכחה

זוגי.מספרהואהדרגותסכוםכלומר,כייודעיםאנו Σ
𝑣∈𝑉

𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒(𝑣) = 2 · 𝐸| |

להיות מחוברים על ידי יותר מצלע אחת.הוא הכללה של גרף, שבה כל זוג קודקודים יכוליםמולטיגרף.28

דור עזריה
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הגדרות והוכחות שנלמדו בהרצאות

הידייםלחיצת-1למה✪
הצלעות:מספרלפעמייםשווהבגרףהקודקודיםכלשלהדרגותסכוםגרףלכל☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺

Σ
𝑣∈𝑉

 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 2 · 𝐸| |

הידייםלחיצת-2למה✪
זוגי:מספרהואאי-זוגיתדרגהבעליהקודקודיםכלמספרגרףלכל☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

Σ
𝑣∈𝑉

 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 2 · 𝐸| |

☚  בכל קבוצת אנשים, מספר האנשים שלחצו ידיים למספר אי זוגי של אנשים אחרים מהקבוצה הוא מספר זוגי.

✪ הגדרה - סדרת דרגות
הצמתיםדרגותשלעולהלאסדרההיאצמתיםעםמכווןלאגרףשלהדרגותסדרת☚ 𝑛

של הגרף.
,5)זה:הבאהאיורעבורלמשל☚ 3, 3, 2, 2, 1, 0)

לא בצורה הזאת):(הגדרה הוצגה בהרצאה אבל✪ הגדרה - גרפים איזומורפיים

ועל,ערכיתחד-חדפונקציהקיימתאםאיזומורפייםהםגרפים☚ 𝐻,  𝐺𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐻)
הקשתותלמספר,זההו-ביןהמקשרותהקשתותמספר,כלשעבורכך 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉(𝐺)𝑣𝑤

.ו-ביןהמקשרות  𝑓(𝑣)𝑓(𝑤)

2דרגותסדרת-הגדרה✪
☚  סדרת הדרגות הוא גרף שלא ניתן לשינוי.

☚  לכן לגרפים איזומורפיים יש את אותה סדרת דרגות.
☚  אבל התכונה ההפוכה לא מתקיימת, אם לשני גרפים אותה סדרת דרגות הם לא בהכרח

איזומורפיים.
,3):דרגותסדרתאותהעםאיזומורפייםלאגרפיםזוג☚ 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1)

דור עזריה
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✪ טענה
,וגםכאשר,מכווןלאגרףלכל☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑉(𝐺)| | = 𝑛 ≥ 2𝐸(𝐺)| | = 𝑚

הדרגה.אותהבעליקודקודים2לפחותקיימים
הוכחה☚

𝑛.הואבגרףהאפשריתהמקסימליתהדרגהמספר − 1
.ו-מאחר,לכלאזקשיר,גרףאם 𝐺1 ≤ 𝑑(𝑣)𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)𝑉(𝐺)| | = 𝑛 ≥ 2
.לכללכן 1 ≤ 𝑑(𝑣) ≤ 𝑛 − 1𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)

שניכלומרהתא,באותוקדקודיםשנייהיואזתאיםב-קודקודיםnנחלקאםהיוניםשובךעקרוןולפי (𝑛 − 1)
קודקודים עם אותה דרגה.

∎

✪ גרפי קורונה
.גרףשלהקודקודיםקבוצתבאמצעותהמיוצגבאינדקסגרפיםשלמשפחהלהיותיהי☚ ℌ = {𝐻

𝑣
: 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)}𝐺

כללביןקודקודכלביןהנוצרותצלעותשלתוספתעם,ו-שלהזרהאיחודהואהקורונה☚ 𝐺 * 𝐻𝐺ℌ𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)
.קודקודי 𝐻

𝑣

.במקוםאתנצייןאנחנואז,לכלאם☚ 𝐻
𝑣

= 𝐻𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)𝐺 * 𝐻𝐺 * ℌ

☚ גרפים כאלה נועדו בעיקר לעיסוק בצביעת קודקודים.
קליקה-קורונה.גרףהואאזשלמים,גרפיםהםה-כלאם☚ 𝐻

𝑣
𝐺 * 𝐻

✪ הגדרה - רכיבי קשירות
ידיעללזהזההמקושריםבגרףקודקודיםשלקבוצההיאבגרףקשירותרכיבמכווןלאגרףעבור☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝐺

המסלולים בגרף.

✪ הגדרה - גרף לא קשיר
☚ גרף לא קשיר אם לפחות שני קודקודים בגרף אינם מחוברים

במסלול.
קשירותרכיבנקראGשלקשירגרףתתכלאזקשיר,לאGגרףאם☚

.Gהגרףשל

דור עזריה
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Bipartite-דו-צדדיגרף-הגדרה✪ Graphs
דו-צדדי.יקראהגרף☚ 𝐺 = (𝐴, 𝐵, 𝐸)

☚ הוא גרף שבו ניתן לחלק את הקודקודים לשתי קבוצות זרות,
כך שלא קיימת צלע בין שני קודקודים השייכים לאותה הקבוצה.

☚ נגדיר קבוצות קודוקדים כדוגמה לאיור משמאל:
.𝐴 = {𝑉

1
,  𝑉

3
,  𝑉

5
, 𝑉

7
} ,  𝐵 = {𝐵

2
,  𝐵

4
,  𝐵

6
,  𝐵

8
}

.2הואהקשירותרכיביומספרקשירלאהגרף☚ 𝐺

✪ הגדרה - גרף עם מעגל שלילי
מסלולשסכוםכךלעצמו)קודקוד(מאותומעגלימסלולקייםאםשלילימעגלעםיקראגרף☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑣

𝑖
→ 𝑣

𝑖

המעגל הוא שלילי (סכום משקלי כל הצלעות במסלול).

✪ הגדרה
,𝑇𝑟𝑢𝑒})מהקבוצה(אלמנטיםבוליאניותיהיובגרףהצלעותמשקליטרנזיטיבית,סגירותבעייתעבור☚ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒}

- עבור הפרדה מוחלטת בין מסלולים.- עבור צירוף בין מסלולים,☚ האופרטורים שנשתמש בהם: ∧∨

1.1טענה✪
בלבד.אחדמסלולישקודקודיםשניביןבעץ 𝑇

1.1הוכחה✪
קודקודים.זוגכלביןאחדמסלוללפחותקייםקשיר,גרףהואו-מאחר 𝑇

.העץבגרףקודקודיםביןשוניםמסלולים2וקיימיםנניח 𝑎,  𝑏𝑇
𝑇.ב-מעגליצרוהאלוהמסלולים2שלהאיחוד

סתירה להגדרת העץ.-
∎

1.2טענה✪
לכל עץ יש לפחות עלה אחד.

1.2הוכחה✪
𝑑.הואקודקודכלשלדרגהלכןעלים,איןשלעץבשלילהנניח

𝑖
≥ 2

דור עזריה
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נעבוראחרתמעגל,סגרנובוביקרנואםהבא,לקודקודנעבור2ל-שווהאוגדולהשדרגתובגללכלשהו,קודקודניקח
לקודקוד הבא.  בגלל שמספר הקודקודים בעץ הוא סופי, בשלב מסוים נגיע לקודקוד שביקרנו בו יותר מפעם אחת,

- סגרנו מעגל - סתירה להגדרת העץ. לכן, לעץ יש לפחות עלה אחד.
∎

Berge-1.3טענה✪
לכל עץ יש לפחות שני עלים.

1.3הוכחה✪
.כאשרהעץקודקודישניביןביותרהארוךמסלולניקח 𝑃𝑃 = 𝑣

1
,  𝑣

2
,..., 𝑣

𝑘

.ל-שייךלא,אליוהסמוךהקודקודאז2לפחותהייתהשלוהדרגהשאםמכיווןעלההואו-פשוטמסלולהוא 𝑃𝑣
1

𝑢𝑃

.כך:המוגדרלוונקראמ-יותרארוךמסלולקיבלנואזואם 𝑢 ∉ 𝑃𝑃𝑃
1

𝑃
1

= 𝑢,  𝑣
1
,  𝑣

2
,..., 𝑣

𝑘

סתירה להגדרת העץ.-
עלה.הואגםכילהוכיחניתןדומה,באופןעלה.הואלכן 𝑣

1
𝑣

𝑘

לכן לכל עץ יש לפחות שני עלים.
∎

1.4טענה✪
צלעות.בדיוקישקודקודיםעםעץלכל 𝑉| | = 𝑛𝐸| | = 𝑛 − 1

1.4הוכחה✪
.עלבאינדוקציהנוכיח 𝑛
אחת.צלעישאזואםצלעותאיןאםהאינדוקציה:בסיס☚ 𝑛 = 1𝑛 = 2
צלעות.בדיוקוישצמתיםעבורנכונהשהטענהנניחהאינדוקציה:הנחת☚ 𝑛𝑛 − 1
𝑛צמתים.עבורנראההאינדוקציה:צעד☚ + 1

ו-קודקודיםבעלעץנקבלהאינדוקציההנחתלפיאליו,שמחוברתהיחידההצלעעםיחדאותוונמחקעלהניקח 𝑛
צלעות.ישצמתיםבעללעץלכן,צלעות 𝑛 − 1𝑛 + 1(𝑛 + 1) − 1 = 𝑛

∎

✪ הגדרה
שלו הם עלים.הוא האורך של המסלול הארוך ביותר, כאשר הקצוותקוטר העץ

1.5טענה✪
אם מורידים עלה בעץ הוא נשאר קשיר.

1.5הוכחה✪
כשמורידים עלה לא יצרנו מעגל, ולכן הגרף ללא מעגלים.

.מתקייםועדייןירדה,ממנוהצלעגםאזעלההורדנוכאשרבנוסף, 𝐸| | = 𝑉| | − 1

∎

דור עזריה
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Water-הבקבוקיםבעיית Jug Problem

✪ תיאור הבעיה
ליטר.yבנפח2ובקבוקליטרxבנפח1בקבוקשונים,בנפחיםבקבוקים2נתונים☚
לסדר.חשיבותעםב-"טאפל"אותםונייצגbבתכולה2ובקבוקaבתכולה1בקבוק☚ (𝑎, 𝑏)
ריק.יהיה2ובקבוקליטרaעם1בקבוקאתלמלאכדיביותרהמינימליהפעולותמספרמה☚

✪ חוקים
ניתן לרוקן את הבקבוק עד סופו (לא ניתן לרוקן חלקית)..1
ניתן למלא את הבקבוק עד סופו (לא ניתן למלא חלקית)..2
ניתן למזוג מבקבוק אחד לשני עד שאחד הבקבוקים ריק או מלא..3
אין הגבלה למצב ההתחלתי של כל בקבוק, כלומר בקבוק יכול להיות ריק או בכל מספר שלם של ליטר אפשרי..4

✪ דוגמה
ליטר.עם2בקבוקליטרעם1בקבוקריקים.בקבוקים2נתונים 𝑥 = 5𝑦 = 3

.ריקיהיה2ובקבוקליטרעם1בקבוקאתלמלאנרצה 𝑎 = 4𝑏 = 0

(0, 0) → (5, 0) → (2, 3) → (2, 0) → (0, 2) → (5, 2) → (4, 3) → (4, 0)

נשים לב כי הפתרון הנל נפתר בצורה של גרף, לכן נייצג את בעיית הבקבוקים בגרף.
x,yכאשר2בקבוקשלהנפחהואyו-1בקבוקשלהנפחהואxכאשרהבקבוקים,גרףהוא 𝐵

𝑥,𝑦
= (𝑉

𝑥,𝑦
 ,  𝐸

𝑥,𝑦
 )

מספרים שלמים טבעיים.
הקודקודים מייצגים את כל המצבים האפשריים של הבקבוקים.

הצלעות מייצגות את כל המעברים החוקיים בין מצב קודקוד א' למצב קודקוד ב'.

הבקבוקים:שלהמקריםכלאתהמציגהגרףשללדוגמהציור 𝐵
2,2

= (𝑉
2,2

 ,  𝐸
2,2

 )

דור עזריה
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אפשר לראות כמה הגרף לא קריא ומבולגן, ננסה לעבוד בצורה יותר נוחה.
𝐵?בגרףוהקודקודיםהצלעותמספרמההשאלהנשאלת

𝑥,𝑦

נצייר מטריצה שתתאר לנו את כל המצבים האפשריים בגרף.
𝐵:הקודמתמהדוגמהבגרףנעזר

2,2
= (𝑉

2,2
 ,  𝐸

2,2
 )

210

(0,2)(0,1)(0,0)0

(1,2))1,1()1,0(1

)2,2()2,1()2,0(2

.הוא:בגרףהקודקודיםמספרכילראותאפשרהמטריצהלפי 𝑉
2,2| | = 9

.נקבל:הכלליהמקרהעבורכך,אם 𝑉
𝑥,𝑦| | = (𝑥 + 1) · (𝑦 + 1)

מה מספר הצלעות בגרף?
deg:ממנולצאתיכולותאפשרויותצלעותאיזהונבחןכלשהוקודקודעלנסתכל

→
(𝑎, 𝑏)

𝑎) )נבצע:2ל-1מבקבוקמזיגהשלמקרהעבורלמשל + 𝑏) − 𝑚𝑖𝑛(𝑦, 𝑎 + 𝑏),  𝑚𝑖𝑛(𝑦, 𝑎 + 𝑏) )
יחדיו.הבקבוקים2שלהכוללתהמיםכמותאתמייצגכאשר 𝑎 + 𝑏
הנפחהואyו-מאחרבומקרהיקרהשלאלהבטיחכדיוזאתנבחרהשניהבקבוקעבור 𝑚𝑖𝑛(𝑦, 𝑎 + 𝑏)𝑦 < 𝑎 + 𝑏

המקסימלי בבקבוק השני.
אלהמזיגהלאחרהראשוןבבקבוקלנושנשארמהכלכלומרנבחרהראשוןהבקבוקעבור (𝑎 + 𝑏) − 𝑚𝑖𝑛(𝑦, 𝑎 + 𝑏)

הבקבוק השני.

יצאובגרףקודקודשמכלבהכרחלאאבל,קודקודעבורמקרים6ראינו-בגרף?הצלעותמספרמהלשאלהנחזור (𝑎, 𝑏)
.6מ-יותרנמוכהקודקודשליוצאתשדרגהלהיותיכולהקודם),בעמודהגרףשלהציור(לדוגמהצלעות6

היותר:לכלמתקייםומכאןשנובעלכן deg
→

(𝑎, 𝑏) ≤ 6

דור עזריה
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𝐸
𝑥,𝑦| | ≤ 6 · 𝑉

𝑥,𝑦| | = 6 · (𝑥 + 1) · (𝑦 + 1)

פתרון.ושיטותנתוניםמבנישלסוגיםבכמהבמחשבלייצגאפשרהגרףאת 𝐵
𝑥,𝑦

.בגודלהגרףשלהשכנויותמטריצתאתכעתנציג 𝐵
2,2

= (𝑉
2,2

 ,  𝐸
2,2

 )𝑉
2,2| |𝑥 𝑉

2,2| |
True(בינאריבאופןקודקודים2ביןהקשראתמייצגתושורהעמודהכלכאשראפסיםמכילההמטריצה or False.(

.1ב-נסמןקודקודים2ביןישירקשרקייםאם

)2,2()2,1()2,0()1,2()1,1()1,0()0,2()0,1((0,0)

110(0,0)

11101)0,1(

1101)0,2(

11011)1,0(

1110111)1,1(

11011)1,2(

1011)2,0(

10111)2,1(

011)2,2(

מספר האחדות בעמודה הוא הדרגה הנכנסת (מספר הצלעות המצביעות) עבור הקודקוד המייצג את העמודה.
מספר האחדות בשורה הוא הדרגה היוצאת (מספר הצלעות היוצאות) עבור הקודקוד המייצג את השורה.

כמוקואורדינטות2לכלוליכוליםלאהםהמטריצה?שלבאינדקסיםנשיםמהמימדית,דובמטריצהמשתמשיםאנחנו
שהצגנו כאן, אז איך נבצע המרה?

נגדיר:
i-1בקבוקשלהמיםגובה.
j-2בקבוקשלהמיםגובה.

col-כלומרהעמודותמספר)y+1.(
התא.אתמייצגkכאשרומתקיים: 𝑘 = (𝑐𝑜𝑙 + 1) · 𝑖 + 𝑗

דור עזריה
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?kולמהאיך
אנחנו ניצור בקוד מטריצה מהצורה:

this.matrix = new int[(x+1)*(y+1)][(x+1)*(y+1)];

נתבונן במטריצה לדוגמה שהצגנו, עבור השורה החמישית:

876543210index

)2,2()2,1()2,0()1,2()1,1()1,0()0,2()0,1((0,0)case....

1110111)1,1(4

.y=2וגםx=2ו-מאחרבלולאהוכללכללקייםלאהואכיהמקרהאתמהמטריצהלבקשיכוליםלאאנחנו (4, 6)
נסתכל על המטריצה "דמיונית" הנראית כך:

(0,2) = 2(0,1) = 1(0,0) = 0

(1,2) = 5(1,1) = 4(1,0) = 3

(2,2) = 8(2,1) = 7(2,0) = 6

כל תא במטריצה מאפיין תרחיש חוקי בבעיה.
נרוץ בלולאה קנונית כך:

for(int i = 0; i <= this.x ; i++) {

for(int j = 0 ; j <= this.y; j++) {

קשרוישבמידה1ב-ומסומנותצלעותיוצאותשממנובגרף)(קודקודתרחישלנומייצגתהמקוריתבמטריצהשורהכל
לצלעותהאפשרויות6כלאתעליהנפעילהלולאותעםרציםאנושאיתה"הדימיונית"במטריצהתרחישלכללכןישיר,

יוצאות שהצגנו מקודם.
k(עומדיםאנחנותרחישאיזהמולתחילהנחשבשלנוהמטריצהבבנייתאיטרציהבכללכן = getIndex(i,j

this.y+1)*iמחזיר:getIndexכאשר + j(נקבלשלנובמקרהכאשר𝑘 = (2 + 1) · 2 + 0 = 6
הזה.kה-במיקוםתרחישעבוריוצאותלצלעותהמקרים6בכל1נציבמכןלאחר

// Empty the 1st bottle

matrix[index][getIndex(0,j)] = 1;

// Empty the 2nd bottle

matrix[index][getIndex(i,0)] = 1;

וכן הלאה....

אפשר להסיק כי:

דור עזריה



2אלגוריתמים||16

שלנובמקרההשלם.אתבדיוקלנונותןזהכי 𝑖 = 𝑘/(𝑐𝑜𝑙 + 1)𝑖 = 6/(2 + 1) = 6/3 = 2
שלנובמקרההחלוקה.שאריתאתלנונותןזהכי 𝑗 = 𝑘%(𝑐𝑜𝑙 + 1)𝑗 = 6%(2 + 1) = 6%3 = 0

פסאודו-קוד✪

bottleProblem(b1, b2):
size ← (b1+1)*(b2+1)
create mat[size,size]

for i ← 0 to b1 do:
for j ← 0 to b2 do:

node ←  getNode(b2,i,j)

mat[node,getNode(b2,i,0)] ← 1
mat[node,getNode(b2,0,j)] ← 1

mat[node,getNode(b2,b1,j)] ← 1
mat[node,getNode(b2,i,b2)] ← 1

mat[node,getNode(b2 , i+j - min(i+j,b2) , min(i+j,b2))] ← 1
mat[node,getNode(b2 , min(i+j,b1) , i+j - min(i+j,b1))] ← 1

end-for
end-for

for i ← 0 to size do:
mat[i,i] ← 0

end-for

end-bottleProblem()

getNode(b2, i, j):
return (b2+1)*i + j

end-getNode()

מימוש פתרון הבעיה✪
מימוש בגיטהאב עם טסט

public class WaterJug {

int x, y, max, num_nodes;

int[][] matrix;

public WaterJug(int b1, int b2) {

this.x = b1;

this.y = b2;

this.num_nodes = (b1+1)*(b2+1);

this.matrix = new int[num_nodes][num_nodes];

דור עזריה
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generate();

}

private int getIndex(int i, int j) {

return (this.y+1)*i + j;

}

private void generate() {

// java init arrays filled with '0'.

for(int i = 0; i <= this.x ; i++) {

for(int j = 0 ; j <= this.y; j++) {

/*

This index represents the tuple (i,j) of a scenario (node).

*/

int index = getIndex(i,j);

/*

Each scenario (node) could have at most 6 out-degrees edges.

*/

// Empty the 1st bottle

matrix[index][getIndex(0,j)] = 1;

// Empty the 2nd bottle

matrix[index][getIndex(i,0)] = 1;

// Filling the 1st bottle

matrix[index][getIndex(x,j)] = 1;

// Filling the 2nd bottle

matrix[index][getIndex(i,y)] = 1;

// i+j means the amount of water of the 2 bottles together.

// Pouring 1st to the 2nd

matrix[index][getIndex((i+j)-Math.min(y,i+j), Math.min(y,i+j))] = 1;

// Pouring 2nd to the 1st

matrix[index][getIndex(Math.min(x,i+j), (i+j)-Math.min(x,i+j))] = 1;

} // end inner for

} // end main for

/* To deny self-point of each node */

for(int i = 0 ; i < this.num_nodes; i++) {

this.matrix[i][i] = 0;

}

}

public void printMatrix() {

System.out.print("      ");

for (int i = 0; i <= x; i++) {

דור עזריה
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for (int j = 0; j <= y; j++) {

System.out.print("(" + i + "," + j + ") ");

}

}

System.out.println();

int k = 0, l = 0;

for (int i = 0; i < this.num_nodes; i++) {

System.out.print("(" + k + "," + l + ") ");

for (int j = 0; j < this.num_nodes; j++) {

System.out.print("  " + matrix[i][j] + "   ");

}

System.out.println();

if(l == y) {

k++;

l = 0;

}

else {

l++;

}

}

}

public static void main(String[] args) {

int bottle1 = 1;

int bottle2 = 2;

WaterJug waterJug = new WaterJug(bottle1,bottle2);

waterJug.printMatrix();

}

}

דור עזריה
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בעיית פס השוקולד

✪ תיאור הבעיה
קוביות.nבעלשוקולדפסלנויש☚
𝑘(𝑛.משלמיםkבאינדקסחלוקהכלעל☚ − 𝑘)

☚  עלינו לחלק את השוקולד לקוביות בודדות ולשלם את המינימום האפשרי.

בתרגול הצגנו כמה סוגי נסיונות, אחת מהן היא ניסיון שבירה לאחדות.
לדוגמה:,ב-פעםכלנבחרn=8עבורכלומר, 𝑘 = 𝑛 − 1

7(8 − 7) =  7 → 6(7 − 6) = 6 →.... → 1(2 − 1) = 1

ובעצם גילינו שהעלות שקיבלנו היא:

7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 8·(8−1)
2 = 28

.28שלעלותקיבלנווגםוזוגי)במידה(חצאיםהפסבאמצעשבירהעלניסויבוצעמכןלאחר
.28שלעלותקיבלנוהזהבניסויוגםפיבונאצ'ימספרהואkש-כךחלוקהבכלkשנבחרכךניסויבוצעהאחרוןבניסיון

.לשלםנצטרךאפשריתחלוקהכלשעללמסקנההגענו 𝑛(𝑛−1)
2

.קומבינטוריבאופןגםאותהלייצגוניתןהידייםלחיצתבעייתבתורגםמוכרתזונוסחה 𝑛
2( )

כדי לוודא שהמסקנה נכונה, נוכיח אותה:

✪ הוכחה
נוכיח באינדוקציה על מספר הקוביות.

𝑛.האינדוקציה:בסיס = 2

(2−1)2בעלות:אחדפיצולרקישקוביות,2לנוישאם
2 = 1

𝑘.כלעבורנכונההטענההאינדוקציה:הנחת ≤ 𝑛 − 1
𝑘.עבורנוכיחהאינדוקציה:צעד = 𝑛

.ל-שווהאוקטןבגודליהיהקטעכל,ש-כךכלשהוkב-נפצל 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1(𝑛 − 1)
האינדוקציה:הנחתלפי,לנותעלההפיצולעלות 𝑘(𝑛 − 𝑘)
לנו:יעלהשמאלקטע [1,..., 𝑘]

(𝑘−1+1)(𝑘−1)
2 = 𝑘(𝑘−1)

2

לנו:יעלהימיןקטע [𝑘 + 1,..., 𝑛]
(𝑛−(𝑘+1)+1 ) ·(𝑛−(𝑘+1))

2 = (𝑛−𝑘)·(𝑛−𝑘−1)
2

כלומר, העלות הכוללת תהיה:

𝑘(𝑛 − 𝑘) + 𝑘(𝑘−1)
2 + (𝑛−𝑘)(𝑛−𝑘−1)

2 =.... = 𝑛2−𝑛
2 = 𝑛(𝑛−1)

2

דור עזריה
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∎

מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה
public class DivideChocolateProblem {

public static int divideChocolate(int n){

if(n==2)

return 1;

if(n==1)

return 0;

int k = (int)(Math.random()*(n-1)) + 1;

int a = divideChocolate(k); // left side

int b = divideChocolate(n-k); // right side

return k*(n-k) + a + b;

}

public static void main(String[] args) {

int n = 8;

System.out.println("For n="+n + " the cost is: "+divideChocolate(n));

}

}

דור עזריה

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-2/tree/main/DivideChocolateProblem
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Floyd-Warshallאלגוריתם

✪ תיאור האלגוריתם
☚  אלגוריתם פלויד-וורשאל הוא אלגוריתם במדעי המחשב המשמש למציאת המסלולים הקצרים ביותר בין כל שני זוגות

צמתים, בגרף ממושקל ומכוון.
☚  האלגוריתם פועל גם על גרפים שמכילים קשתות עם משקלים שליליים, בניגוד לאלגוריתם דייקסטרה.

Θ(𝑉3).הואהאלגוריתםשלהריצהזמןסיבוכיות☚

נתבונן באיור משמאל:
,jלקודקודiקודקודביןמסלולקייםהאםהשאלהעללענותכדי

האלגוריתם עובר על כל הקודקודים ובודק בצורה הבאה:
.jל-iביןמסלולקייםאזjל-kמ-מסלולקייםואםkל-iמ-מסלולקייםאם

פסאודו-קוד✪

let dist be a |V| × |V| array of minimum distances initialized to ∞
for each edge (u, v) do

dist[u][v] ← w(u, v) // The weight of the edge (u, v)
for each vertex v do

dist[v][v] ← 0
for k from 1 to |V|

for i from 1 to |V|
for j from 1 to |V|

if dist[i][j] > dist[i][k] + dist[k][j]
dist[i][j] ← dist[i][k] + dist[k][j]

end if

הצלעות,כלשלהמשקליםאתרק(כלומרהצלעותאתרקבתוכהנציב,בגודלמטריצהניצורהתחלתי,במצב 𝑉𝑥𝑉
מקודקוד לקודקוד ולא מסלול). ערכים שאנחנו לא יודעים עדיין נייצג בתור "אינסוף".

באפסים.האלכסוןכלאתנסמןגםלכן,0הואלעצמומקודקודמסלול

3210

∞2-∞00

∞3041

20∞∞2

0∞1-∞3

דור עזריה
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✪ הוכחה
נוכיח באינדוקציה.

בסיס האינדוקציה
.הצלעשעלהמשקלפשוטיהיהעבור 𝑀[𝑖, 𝑗, 0](𝑖, 𝑗)

הנחת האינדוקציה
.המקרהעבורונוכיחלכלביותרהקצרהמסלולהואכינניח 𝑀[𝑖, 𝑗, 𝑙]𝑙 < 𝑘𝑙 = 𝑘

צעד האינדוקציה
.הגרףמתוךjל-iביןביותרהקצרהמסלוליהא 𝑃

𝑖𝑗
{1, 2,..., 𝑘}

הקודקודיםלקבוצתהמוגבלמסלולשלאורךאותוהואהמסלולשלהאורךאז,kאתמכיללאאם 𝑃
𝑖𝑗

𝑃
𝑖𝑗

.יהיהביותרהקצרהמסלולהאינדוקציההנחתולפי, {1, 2,..., 𝑘 − 1}𝑀[𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1]
בהתאם.jל-kמ-וגםkל-iמקודקודו-מסלוליםשנישלשרשורהואאז,kאתמכילאם 𝑃

𝑖𝑗
𝑃

𝑖𝑗
𝑃

𝑖𝑘
𝑃

𝑘𝑗

להיותחייביםkוגםjו-iמקודקודיחוץו-שלהקודקודיםכלו-המסלוליםבשנימופיעkוקודקודמאחר 𝑃
𝑖𝑘

𝑃
𝑘𝑗

𝑃
𝑖𝑘

𝑃
𝑘𝑗

,1}.הקודקודיםלקבוצתמוגבלים 2,..., 𝑘 − 1}
.ביןהמוגבלk,jמסלולהואוגםביןהמוגבלi,kמסלולהואכלומר, 𝑃

𝑖𝑘
{1, 2,..., 𝑘 − 1}𝑃

𝑘𝑗
{1, 2,..., 𝑘 − 1}

.שלאופטימליותאתסותריםהיינואחרתכיביותר,האופטימליםהםו-המסלוליםששנילבנשים 𝑃
𝑖𝑘

𝑃
𝑘𝑗

𝑃
𝑖𝑗

,וגםב-נמצאביותרהקצרהמסלולשלהאורךהאינדוקציה,הנחתלפי 𝑀[𝑖, 𝑘, 𝑘 − 1]𝑀[𝑘, 𝑗, 𝑘 − 1]
לכן נקבל בהתאם:

𝑀[𝑖, 𝑗] = 𝑀[𝑖, 𝑘, 𝑘 − 1] + 𝑀[𝑘, 𝑗, 𝑘 − 1]
המסלולהואכינובעמכאןהמינימום,אתובוחרתהמקריםשניאתשוקלתשלנוהרקורסיביתשההגדרהמאחר 𝑀[𝑖, 𝑗, 𝑘]

הקצר ביותר.
∎

דור עזריה
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מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה
public class FloydWarshallAlgorithm {

final static int INF = 999999;

public static void FloydWarshall(int[][] matrix) {

for(int k = 0 ; k < matrix.length; k++) {

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++) {

for(int j = 0 ; j < matrix.length; j++) {

if(matrix[i][j] > matrix[i][k] + matrix[k][j]) {

matrix[i][j] = matrix[i][k] + matrix[k][j];

}

}

}

}

printMatrix(matrix);

}

public static void printMatrix(int[][] matrix) {

System.out.println(Arrays.deepToString(matrix)

.replace("],","\n").replace(",","\t| ")

.replaceAll("[\\[\\]]", " "));

}

public static void main(String[] args) {

int[][] matrix =

{

{0,  INF, -2,INF},

{4, 0, 3,INF},

{INF,INF, 0, 2},

{INF, -1,INF, 0}

};

FloydWarshall(matrix);

}

}

פונקציה רקורסיבית

𝐹𝑊(𝑖, 𝑗, 𝑘) = 𝑚𝑖𝑛( 𝐹𝑊(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1)  ,   𝐹𝑊(𝑖, 𝑘, 𝑘 − 1) +  𝐹𝑊(𝑘, 𝑗, 𝑘 − 1) )

דור עזריה
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.בוליאניבאופןשעובדמשוקלל,לאמכוון,לאגרףעלשעובדכאלגוריתםFloyd-Warshallאתהציגובתרגול
.Falseב-נסמןאחרת,Trueב-נסמןקודקודים2ביןמסלולקייםאםכלומר,

לכן נגדיר את הפונקציה בצורה הבאה:

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗] =  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗] || (𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑘] && 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑘][𝑗])

.jל-iביןמסלולכברקייםבולמקריםמתייחסכאןORה-
.jל-iקודקודביןמסלולקייםהאםכמותשובותלקבלנוכלואזהסופיהתוצראתכשנקבללבסוף

✪ האם הגרף קשיר (גרף לא מכוון)?
קשיר.הגרףבהכרחאזtrueב-מסומןבמטריצהתאכלאם

trueהכלהאםולבדוקכפולהלולאהעללעבוראפשר● -.𝑂(𝑛2)  :
𝑂(𝑛):ב-הפתרוןאתלייעלאפשראבל●

כללבין1מקודקודמסלולשקייםהריאזtrueב-מסומנתהשורהכלאםהמטריצה,שלהראשונהבשורהנתבונן
שאר הקודקודים בגרף (גרף לא מכוון) ולכן הגרף קשיר.

כמה רכיבי קשירות יש בגרף לא מכוון?

6543210

.counterב-ונעזרכפולהבלולאהנעבור
כל איטרציה חדשה שמצביעה על המערך
מייצגת מצביע על קודקוד מסוים. במידה

הזה,לקודקודהגענולאשעודנדע0ויש
כלומר זה רכיב קשירות חדש.

ערךאתונציב++Counterנעשהלכן
כלעלנעבורהזה.בתאcounterה-

הקודקודים שאיתו ברכיב הקשירות וגם
++.counterללאcounterנציבלהם

6543210

0000001

תוצר סופי:
6543210

2121221

TTT0

TTTT1

TTTT2

TTT3

TTTT4

TTT5

TTTT6

דור עזריה



2אלגוריתמים||25

Counter = 2

✪ מימוש מספר רכיבי הקשירות (גרף לא מכוון)
:FloydWarshallהפונקציהכברבוצעהכלומרפתורה,כברשהמטריצהכךמתבצעהמימוש

השיטה יודעת להבדיל בין רכיבי הקשירות ומאחסנת נתונים במפה כך שהמפתח הוא מספר הצומת והערך הוא מספר
רכיב הקשירות.

public HashMap<Integer, Integer> generateComponents() {

int counter = 0;

HashMap<Integer, Integer> nodes = new HashMap<>();

for(int i = 0; i < matrix.length; i++) {

if(!nodes.containsKey(i)) {

nodes.put(i,++counter);

}

for(int j = i+1; j < matrix.length; j++) {

if(matrix[i][j] && !nodes.containsKey(j)) {

nodes.put(j,counter);

}

}

}

return nodes;

}

המסלול?אותועלנמצאיםקודקודים2האםנדעאיך✪
הקשירותרכיבבאותונמצאיםהקודקודים2האםלבדוקמספיקאזמכווןלאהגרף

.generateComponentsבפונקציהנעזרלכן

public boolean checkPath(int v1, int v2) {

HashMap<Integer, Integer> nodes = generateComponents();

return nodes.containsKey(v1) && nodes.containsKey(v2)

&& nodes.get(v1).equals(nodes.get(v2));

}

Floyd-Warshallאלגוריתםעבורסיבוכיותסיכום✪
𝑂(𝑉3)מטריצה:חישוב●
𝑂(𝑉)קשירות:בדיקת●

𝑂(𝑉2)קשירות:רכיבימספר●

𝑂(𝑉2)נתונים:במבנההקשירותרכיביכלקבלת●

𝑂(𝑉2).שעולהאחרתבשיטהמשתמשת-קודקודים2ביןמסלולבדיקת●

Floydאלגוריתםבעזרתהבקבוקיםבעייתבנושאבעיותלפתורניתן✪ Warshall

WaterJugFloydWarshall.javaבגיטהאבנמצאפתרוןקובץ

דור עזריה
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פסאודו-קוד (מספר רכיבי קשירות)✪

getNumberOfComponents(mat[N,N]):

for k ⇐ 0 to N do:
for i ⇐ 0 to N do:

for j ⇐ 0 to N do:
if mat[i,j] > mat[i,k]+mat[k,j] then:

mat[i,j] ⇐ mat[i,k] + mat[k,j]
end-if

end-3 for loops

create comp[N]
counter ⇐ 0

for i ⇐ 0 to N do:
comp[i] ⇐ 0

end-for

for i ⇐ 0 to N do:
if comp[i] = 0 then:
counter ⇐ counter + 1
comp[i] ⇐ counter
for j ⇐ 0 to N do:

if mat[i,j] then:≠  ∞
comp[j] ⇐ counter

end-if
end-for

end-if
end-for

return counter

הקשירות)רכיבאותועלצמתים2אם(בדיקהפסאודו-קוד✪

onSamePath(mat[N,N], src, dest):

create comp[N] ⇐ getNumberOfComponents(mat)

if comp[src] = comp[dest] then:
return True

return False

דור עזריה
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Floydאלגוריתם✪ Warshallהקודקודיםעלמשקליםעם

קלט
הקודקוד.שעלהמשקלהואוהערךהקודקודהואבמערךהאינדקס,Lמימדיחדמערךנתון

נתון בנוסף מערך דו-מימדי של מטריצת שכנויות כאשר:
מוגדר).לאמשקל=עצמו,עלשמצביע=קודקוד0ישיר,קשרקיים=1( ∞

פלט
מטריצת המסלולים הקצרים ביותר בין הקודקודים.

כדי לפתור בעיה זאת נתאים אותה לשיטת הפתרון המקורית של האלגוריתם שנלמד בהתחלה.
הצלעעלהמשקלאז5הואהמשקלjובקודקוד10הואהמשקלiבקודקודאםלדוגמה,כלומר

.(𝑖, 𝑗) = 10 + 5 = 15

.V3ל-V1ביןהמסלולאורךאתלחשבנרצהכעתבאיור,נתבונן
מופיעV2כילבנשיםאבל,V1+V2+V2+V3כך:נחשבפשוטאז

פעמיים בסכימה של אורך המסלול.
כלומר, עבור כל קודקוד שהוא לא המקור או היעד הוא מופיע בסכום

פעמיים.
אז מה הפתרון למקרה זה? -לכן כדי לקיים שוויון הגיוני, נוסיף לסכימה פעם נוספת את המקור והיעד כלומר:

הקצרהמסלולשלהאורךיהיהוזהשקיבלנוהסכוםאתלחלקהואשנותרמהכלכעת, 2 · 𝑉1 + 2 · 𝑉2 + 2 · 𝑉3
ביותר, כלומר:

2·𝑉1+2·𝑉2+2·𝑉3

2 = 2(𝑉1+𝑉2+𝑉3)
2 = 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3

פסאודו-קוד (משקלים על קודקודים)✪

FWNodesWeights(mat[N,N], nodes[N]):
for i ⇐ 0 to N do:

for j ⇐ 0 to N do:
if i=j then:

mat[i,j] ⇐ nodes[i]
else if mat[i,j] then:≠ ∞

mat[i,j] ⇐  nodes[i]+nodes[j]
end-if

end-for
end-for

for k ⇐ 0 to N do:
for i ⇐ 0 to N do:

for j ⇐ 0 to N do then:
mat[i,j] ⇐ min(mat[i,j] , mat[i,k]+mat[k,j])

end-for
end-for

דור עזריה
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end-for

for i ⇐ 0 to N do:
for j ⇐ 0 to N do:

if i then:≠ 𝑗
mat[i,j] ⇐ (nodes[i]+mat[i,j]+nodes[j])/2

end-if
end-for

end-for

מימוש בג'אווה✪

public class FW_WeightsOnVertices {

static final int INF = 9999999;

public static void main(String[] args) {

int[] values = {1,7,10,5};

int[][] matrix = {

{0,1,INF,1},

{1,0,1,INF},

{INF,1,0,1},

{1,INF,1,0}

};

System.out.println("GIVEN ORIGINAL MATRIX: (* = infinity): ");

print(matrix);

FloydWarshall(matrix,values);

}// END main()

public static void FloydWarshall(int[][] matrix, int[] values) {

System.out.println("SET WEIGHTS ON EDGE NEIGHBORS BY (Vi + Vj): ");

for(int i = 0; i < matrix.length; i++) {

for(int j = 0; j < matrix.length; j++) {

if(matrix[i][j] == 0) {

matrix[i][j] = values[i];

}

else if(matrix[i][j] == 1) {

matrix[i][j] = values[i] + values[j];

}

}

}

print(matrix);

System.out.println("FOLLOWING FLOYD WARSHALL ALGO (WITH WRONG WEIGHTS): ");

for(int k = 0 ; k < matrix.length; k++) {

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++) {
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for(int j = 0 ; j < matrix.length; j++) {

if(i != j) {

matrix[i][j] = Math.min(matrix[i][j], matrix[i][k] +

matrix[k][j]);

}

}

}

}

print(matrix);

System.out.println("FIXING WRONG WEIGHTS BY (V[SRC] + MATRIX[SRC][DST] +

V[DST])/2 ");

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++) {

for (int j = 0; j < matrix.length; j++) {

if(i != j) {

matrix[i][j] = (values[i] + matrix[i][j] + values[j])/2;

}

}

}

print(matrix);

} // END OF FloydWarshall() METHOD

}

Floydאלגוריתם✪ Warshallהצלעותעלוגםהקודקודיםעלמשקליםעם

דוגמה
נקבל:אזv1לביןv0ביןהמסלולאתלחשבנרצהאםכלומר

.𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[0][1] = 1 + 5 + 7 = 13
נקבל:אזV2לביןV0ביןהמסלולאתלמשללחשבנרצהאם

.𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[0][2] = 1 + 5 + 7 + 10 + 10 = 33

רעיון והוכחת נכונות (מתוך ספר המבחנים)
בגרף.קודקודלכלקודקודמכלהמרחקיםאתמחזיראלגוריתם 𝐹𝑙𝑜𝑦𝑑 𝑊𝑎𝑟𝑠ℎ𝑎𝑙𝑙

שניביןהמחברתהצלעמשקליהיה1באורךמרחק,0יהיהלעצמומקודקודמרחקישירים:מרחקיםמטריצתמקבלהוא
∞.קודקודים, ומרחק קודקודים שלא מחוברים הוא

בצלעות.משקליםעלעובדאלגוריתם 𝐹𝑙𝑜𝑦𝑑 𝑊𝑎𝑟𝑠ℎ𝑎𝑙𝑙
ש:כךבו,לטפלידעשאלגוריתםלקלטשלנוהתרגילאתנמיר 𝐹𝑙𝑜𝑦𝑑 𝑊𝑎𝑟𝑠ℎ𝑎𝑙𝑙

𝐷(𝑢, 𝑣) = 2𝑤(𝑢, 𝑣) + 𝑤(𝑢) + 𝑤(𝑣)
הצלע/הקודקוד.משקלזהו-המרחקיםמטריצתהיאש-כך 𝐷𝑤
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הצלע.ומשקלהקודקודיםמשקליםסכוםהואל-הקלטשלנו,באלגוריתם 𝐹𝑙𝑜𝑦𝑑 𝑊𝑎𝑟𝑠ℎ𝑎𝑙𝑙
יהיה:המשקליםסכוםאזמסלוליששאםכך 𝑣

1
→ 𝑣

2
→ 𝑣

3
→ 𝑣

4

𝑤(𝑣
1
) + 2𝑤(𝑣

1
, 𝑣

2
) + 𝑤(𝑣

2
) + 𝑤(𝑣

2
) + 2𝑤(𝑣

2
, 𝑣

3
) + 𝑤(𝑣

3
) + 𝑤(𝑣

3
) + 2𝑤(𝑣

3
, 𝑣

4
) + 𝑤(𝑣

4
)

= 𝑤(𝑣
1
) + 2𝑤(𝑣

1
, 𝑣

2
) + 2𝑤(𝑣

2
) + 2𝑤(𝑣

2
, 𝑣

3
) + 2𝑤(𝑣

3
) + 2𝑤(𝑣

3
, 𝑣

4
) + 𝑤(𝑣

4
)

כדי לקבל את המרחק האמיתי, נוסיף את הקודקודים החיצוניים ונחלק בשתיים.
2𝑤(𝑣

1
)+2𝑤(𝑣

1
,𝑣

2
)+2𝑤(𝑣

2
)+2𝑤(𝑣

2
,𝑣

3
)+2𝑤(𝑣

3
)+2𝑤(𝑣

3
,𝑣

4
)+2𝑤(𝑣

4
)

2

= 𝑤(𝑣
1
) + 𝑤(𝑣

1
, 𝑣

2
) + 𝑤(𝑣

2
) + 𝑤(𝑣

2
, 𝑣

3
) + 𝑤(𝑣

3
) + 𝑤(𝑣

3
, 𝑣

4
) + 𝑤(𝑣

4
)

הערה
הצלעות לא נסכמות פעמיים במהלך הסכימה בדיוק כמו שהקודקוד הראשון והאחרון לא נסכמים, בשונה מהאלגוריתם

כיוון2ב-לחלקואזהצלעותכלאתשובהאלגוריתםבסוףלהוסיףאפשרייהיהלאכאןקודקודים,עלמשקליםשלהקודם
שאי אפשר לדעת לאורך הסכימה איזה צלעות עברנו, ולכן כבר באיתחול המטריצה נסכום את הצלעות פעמיים מראש.

סדר פעולות
באתחול:.1

𝑡𝑒𝑚𝑝[𝑖][𝑗] = 2 · 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗] +  𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠[𝑖] + 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠[𝑗]

:FWאלגוריתםאתנפעיל.2  𝑂(𝑛3) −

𝑂(𝑛2):בהתאםנתקן.3

𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛[𝑖][𝑗] =  (𝑡𝑒𝑚𝑝[𝑖][𝑗] + 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠[𝑖]+𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠[𝑗])
2

פסאודו-קוד (משקלים על קודקודים ועל הצלעות)✪

FWNodesEdgesWeights(mat[N,N], nodes[N]):
for i⇐0 to N do:

for j⇐0 to N do:
if i=j then:

mat[i,j] ⇐ nodes[i]
else-if mat[i,j] then:≠ ∞

mat[i,j] ⇐ nodes[i] + 2*mat[i,j] + nodes[j]
end-if

end-for
end-for

for k⇐ 0 to N do:
for i⇐ 0 to N do:

for j⇐ 0 to N do:
mat[i,j] ⇐ min(mat[i,j], mat[i,k]+mat[k,j]

end-for
end-for

end-for

דור עזריה



2אלגוריתמים||31

for i⇐ 0 to N do:
for j⇐ 0 to N do:

if then:𝑖 ≠ 𝑗
mat[i,j] ⇐ (nodes[i]+mat[i,j]+nodes[j])/2

end-if
end-for

end-for

מימוש בג'אווה  (משקלים על קודקודים ועל הצלעות)✪

public class FW_WeightsOnEdgesAndVertices {

static final int INF = 9999999;

public static void main(String[] args) {

int[] values = {1, 7, 10, 5};

int[][] matrix = {

{0, 5, INF, 20},

{5, 0, 10, INF},

{INF, 10, 0, 15},

{20, INF, 15, 0}

};

System.out.println("GIVEN ORIGINAL MATRIX: (* = infinity): ");

print(matrix);

int[][] solution = FloydWarshall(matrix,values);

}

public static int[][] FloydWarshall(int[][] matrix, int[] values) {

int[][] temp = new int[matrix.length][matrix.length];

System.out.println("SET AND COPY TO NEW MATRIX THE FOLLOWING FORMULA: ");

System.out.println("( TEMP[I][J] = 2*MATRIX[I][J] + VALUES[I] + VALUES[J]

):");

for(int i = 0; i < matrix.length; i++) {

for(int j = 0; j < matrix.length; j++) {

if(i==j) {

temp[i][j] = values[i];

}

else if(matrix[i][j] > 0 && matrix[i][j] != INF) {

temp[i][j] = 2*matrix[i][j] + values[i] + values[j];

}

if(matrix[i][j] == INF) {

temp[i][j] = INF;

}

}

}

print(temp);

System.out.println("FOLLOWING FLOYD WARSHALL ALGO (WITH WRONG WEIGHTS): ");
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for(int k = 0 ; k < matrix.length; k++) {

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++) {

for(int j = 0 ; j < matrix.length; j++) {

if(i != j) {

temp[i][j] = Math.min(temp[i][j], temp[i][k] + temp[k][j]);

}

}

}

}

print(temp);

System.out.println("FIXING WRONG WEIGHTS BY (V[SRC] + TEMP[SRC][DST] +

V[DST])/2 ");

int[][] solution = new int[matrix.length][matrix.length];

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++) {

for (int j = 0; j < matrix.length; j++) {

if(i != j) {

solution[i][j] = (values[i] + temp[i][j] + values[j])/2;

} else {

solution[i][j] = values[i];

}

}

}

print(solution);

return solution;

} // END OF FloydWarshall() METHOD

דור עזריה
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Floyd-Warshallבאלגוריתםשלילייםמעגליםעםגרפים✪
מאפס.ממשקטןשלוהמשקליםשסכום)(מעגלימסלולקייםאםשלילימעגלעםנקראגרף 𝑣

𝑖
→ 𝑣

𝑖

גרף לא מכוון
𝑣)כלומר,שלילימעגלקייםמשמאלבאיורכמומכווןלאגרףעבור

0
→ 𝑣

0
)

.4 + 8 − 20 = (− 8) < 0

מאחר שהגרף לא מכוון, מספיק שיש צלע שלילית אחת כדי שיהיה מעגל שלילי בגרף הנתון.
𝑣שלילי:מעגלקייםמלמעלההאיורעבורלמשל-למה?

0
→ 𝑣

2
→ 𝑣

0
= (− 20) + (− 20) = (− 40) < 0

כלומר, לכל צלע שלילי בגרף לא מכוון, קיים מעגל שלילי.

𝑂(𝑛2)).(סה"כשלילימשקלולבדוקהצלעותכלעלאחתבלולאהלעבורלנומספיקלכן

גרף מכוון
𝑣)כלומר,שלילימעגלקייםמשמאלבאיורכמומכווןגרףעבור

0
→ 𝑣

0
)

.4 + 2 − 10 = (− 4) < 0

נשים לב כי יכול להיות מקרים בהם אין מעגלים כלל בגרפים מכוונים כמו למשל באיור משמאל:
לכן עבור גרף מכוון, לא מספיק לנו לבדוק האם קיימת צלע עם משקל שלילי בגרף.

לבדוק באלכסוןואחרי זהלהפעיל את אלגוריתם פלויד-וורשללבעיה זאת היאהפתרון
המשקליםשסכום)(מעגלקייםהאםנבדוקכלומרשלילי,ערךקייםהאםהמטריצה 𝑣

𝑖
→ 𝑣

𝑖

של המסלול שלו קטן ממש מאפס.

מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה (פסאודו-קוד)
FWCheckNegativeCycleDirected(mat[N,N]):

for k⇐ 0 to N do:
for i⇐ 0 to N do:

for j⇐ 0 to N do:
mat[i,j] ⇐ min(mat[i,j], mat[i,k]+mat[k,j])

end-for
end-for

end-for
for i⇐ 0 to N do:

if mat[i,i] < 0 then:
return True

end-if
end-for

return False

דור עזריה
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מציאת תת-מערך עם סכום מקסימלי

✪ תיאור הבעיה
איברים.nבעלמערךבהינתן☚

☚  מהו תת המערך שסכום איבריו הוא הגדול ביותר ומספר האיברי תת המערך הוא המינימלי ביותר?
☚ תת-המערך חייב להיות רצף של תאים.

☚ אם כל התאים במערך חיוביים אז ניקח את כל המערך עצמו.
☚  נברר לגבי מקרים בהם קיים תא אחד לפחות שיש בו ערך שלילי.

✪ דוגמה
עבור המערך הבא:

210

41-2

שלילי.לסכוםגורםאו)2(אתלגמרימאפסלאהואכי-)1(הערךאתבושישתת-מערךלקחתלנומשתלם
אבל עבור המערך הבא:

210

1411-7

רע.וזהלמינוסהסכוםאתמכניסועוד7אתמקטיןשהואמכיוון-)11(אתלקחתלנומשתלםלא
לכן נסיק מסקנות מהמקרים שהצגנו כאן לטובת המימוש בהמשך.

✪ פתרון א' (תכנות דינאמי)
כלביןההפרשיםכלאתהצגנוהדינאמיתבשיטההבעיהבמימוש,1מאלגוריתמיםהמספריםבמשחקנזכר☚

תתי-המשחקים על מערך דו-מימדי.
☚ גם בשיטת הפתרון הזו נפתור באופן דיי דומה.

𝑛 𝑥 𝑛.בגודלמטריצהנבנה☚
☚ נציב באלכסון המטריצה כל ערך במערך בהתאם למיקומו.

המתאים.במיקוםהסכוםאתונציבנסכוםכלשהו)מערךתת(המייצגיםjו-iתאכלעבור☚
☚ כל תא במטריצה מייצג תת-מערך שערכו הוא הסכום.

☚ לאחר מכן אפשר למצוא את תת-המערך עם הסכום הגדול ביותר (אפשר גם במקביל).

דוגמה
בהינתן המערך הבא:

3210

3-4210-
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ניצור מטריצה ונציב באלכסון את הערכים במערך, כל אחד במקומו:

3210

10-0

21

42

3-3

האינדקסים,אתהמייצגהמערךתתסכוםאתjו-iכלעבורונחשבכפולהבלולאהנעבורמכןלאחר
:-8נציבולכןנמצאיםבוהמערךבתתמדוברעבורלמשל 𝑚𝑎𝑡[0][1][− 10, 2]

3210

8-10-0

621

142

3-3

הלאההסכומיםכימכיווןאתנסכוםלאאתלסכוםנבקשאםכישונה,קצתנהיהזהכברהבאבשלב 𝑚𝑎𝑡[0][2][− 8, 6]
פעמיים.2הערךאתספרנו,הבא:באופןנוצרו − 10 + 2 + 2 + 4 =− 8 + 6

לכן בדומה למימוש של משחק המספרים נחשב באופן הבא:

𝑚𝑎𝑡[𝑖][𝑗] = 𝑚𝑎𝑡[𝑖 + 1][𝑗] + 𝑚𝑎𝑡[𝑖][𝑖]

3210

7-4-8-10-0

3621

142

3-3

𝑚𝑎𝑡[1][2].המערךבתתנבחרולכן = 6

דור עזריה
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מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה
public static int maxSub(int[] arr) {

int[][] mat = new int[arr.length][arr.length];

int positiveCaseSum = 0;

boolean positiveCase = true;

for(int i = 0; i < mat.length; i++) { // O(N)

mat[i][i] = arr[i];

if(arr[i] > 0) {

positiveCaseSum += arr[i];

} else {

positiveCase &= false;

}

}

if(positiveCase) {

return positiveCaseSum;

}

int max = Integer.MIN_VALUE;

for(int i = mat.length-2 ; i >= 0 ; i--) { // O(N^2)

for(int j = i+1 ; j < mat.length; j++) {

mat[i][j] = arr[j] + mat[i][j-1];

if(mat[i][j] > max) {

max = Math.max(Math.max(mat[i][j], arr[i]),arr[j]);

}

}

}

return max;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {-10,2,4,-3};

System.out.println(maxSub(arr));

}

𝑂(𝑛2).הואא'פתרוןעבורהריצהזמןסיבוכיותסה"כ

דור עזריה
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𝑂(𝑛)לינאריזמן-ב'פתרון✪
הבא:arrבמערךנתבונן

3210

129-7Arr[] =

Tempעזרמערךניצור.1
Arrהמקוריהמערךאיבריכלעלאחתפעםבלולאהנעבור.2
Tempבמערךהסכוםאתונציבלפניושנצברהסכוםכלואתאותונסכוםהמקוריבמערךתאשלמעברכלעבור.3
−ונתחיל לסכום מחדש החל מהאיבר הבא אחריו.במידה והסכום יהיה אפס או שלילי נציב במערך העזר.4 ∞

3210

32− ∞7Temp[] =

הקטע.שלוסוףהתחלהאינדקסכוללצריכיםשאנחנוהמקסימליהסכוםעםתת-הקטעאתיששקיבלנוTempבמערך

לינארי)Best(פסאודו-קוד✪

bestLinear(arr[N]):
sum ⇐ − ∞
temp_sum ⇐ 0
start_index ⇐ 0
temp_start ⇐ 0
end_index ⇐ 0

for i⇐ 0 to N do:
temp_sum ⇐ temp_sum + arr[i]
if temp_sum > sum then:

sum ⇐ temp_sum
end_index ⇐ i
start_index ⇐ temp_start

end-if

if temp_sum < 0 then:
temp_start ⇐ i + 1
temp_sum ⇐ 0

end-if
end-for

create solution[3]
solution[0] ⇐ sum
solution[1] ⇐ start_index

דור עזריה
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solution[2] ⇐ end_index
return solution

מימוש בג'אווה✪

public static int[] bestLinear(int[] arr) {

int maxSum = Integer.MIN_VALUE, tempSum = 0;

int startIndex = 0, endIndex = 0, startTemp = 0;

int[] temp = new int[arr.length];

for (int i = 0; i < arr.length; i++) { // O(N)

tempSum += arr[i];

if(tempSum > maxSum) {

maxSum = tempSum;

startIndex = startTemp;

endIndex = i;

}

if(tempSum < 0) {

tempSum = 0;

startTemp = i + 1;

}

temp[i] = tempSum;

}

System.out.println(Arrays.toString(temp));

return new int[] {maxSum, startIndex, endIndex};

}

public static void main(String[] args) {

int[] sol = bestLinear(new int[]  );

System.out.println("Max = "+sol[0] +", Start = " + sol[1] + ", End = "+sol[2]);

}

דור עזריה
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𝑂(𝑛)בזמןמעגלימערךעבור-ג'פתרון✪
3210

129-7Arr[] =

.7הואשהמקסימוםנקבלב'פתרוןאתנפעילאם
2.מאחרנכוןיהיהלאכברזהמעגליבמערךמדובראםאבל + 1 + 7 = 10

כדי למצוא פתרון בשיטה המעגלית נוכל לקחת את הסכום הכולל ולהפחית ממנו את הסכום המינימלי.
לכן ניצור מערך חדש בו יהיו כל הערכים ההפוכים של המערך המקורי:

3210

1-2-97-NegArr[] =

תוך כדי ההעתקה למערך החדש נסכום גם את סכום כל המערך המקורי.
למה אנחנו הופכים את המערך? - אם נמצא את המקסימום של המערך ההופכי הוא הרי יהיה המינימום במערך המקורי.

זה נעשה כדי למנוע מצב שצריך לכתוב אלגוריתם חדש שמוצא את המינימום במקום את המקסימום.
𝑆𝑢𝑚.מעגלי:מערךעבורביותרהמקסימליהסכוםאתשתספקהבאהבנוסחהנחשבואז − (− 𝐵𝑒𝑠𝑡(− 𝐴))

באמתכי10וקיבלנו,נקבלשלנובמקרה 𝑆𝑢𝑚 − (− 𝐵𝑒𝑠𝑡(− 𝐴)) = 1 − (− 9) = 1 + 9 = 10
.2 + 1 + 7 = 10

כמובן שיכול להיות מקרה שהשיטה הלא מעגלית תביא לנו תוצאה גדולה יותר מתוצאה של שיטה מעגלית.
, 𝑀𝑎𝑥( 𝐵𝑒𝑠𝑡(𝐴)השיטות:2ביןשקיבלנוהמקסימוםאתנעשהלפתרוןלכן,  𝑆𝑢𝑚 − (− 𝐵𝑒𝑠𝑡(− 𝐴)) )

מעגלי)Best(פסאודו-קוד✪

bestCycle(arr[N]):
create neg_arr[N]
sum ⇐ 0

for i⇐ 0 to N do:
sum ⇐ sum + arr[i]
neg_arr[i] ⇐ arr[i]*(-1)

end-for

create negative[3] ⇐ bestLinear(neg_arr)
create regular[3] ⇐ bestLinear(arr)
cycle_sum ⇐ sum - (-negative[0])

דור עזריה
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if regular[0] cycle_sum then:≥
return regular

end-if

create solution[3]
solution[0] ⇐ cycle_sum
solution[1] ⇐ (negative[2]+1) modulo N
solution[2] ⇐ negative[1] - 1
return solution

מעגלי)Best(בג'אווהמימוש✪

public static int[] best(int[] arr) { // O(3N)

int arrSum = 0;

int[] NegArr = new int[arr.length];

for(int i = 0 ; i < arr.length; i++) { // O(N)

arrSum += arr[i];

NegArr[i] = (-1)*arr[i];

}

int[] regular = bestLinear(arr); // O(N)

int[] negative = bestLinear(NegArr); // O(N)

int cycleMax = arrSum - (-negative[0]);

if(regular[0] >= cycleMax)

return regular;

return new int[] {cycleMax, (negative[2] + 1)%arr.length, negative[1] - 1};

}

דור עזריה
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בעיית תחנות הדלק

✪ תיאור הבעיה
☚  נתון מסלול עם תחנות דלק (הצמתים).

☚  בכל תחנה ניתן למלא  כמות ליטרים מסוימת.
(הצלעות).מסויימתדלקכמותצורךהרכבתחנות2כלביןבנסיעה☚

☚  האם ניתן להתחיל בתחנה מסוימת, לעבור בכל התחנות בדרך ולבצע סיבוב
שלם בלי שייגמר לנו הדלק?

✪ דוגמה
נסתכל בציור משמאל.

ליטר4עםנתחיללעצמו,Aמקודקודהמתחילהמסלולאתלחשבנרצהאם
דלק.מספיקלנואיןכיDשלאוBשללתחנהלהגיענוכללאבובמצבונתקלבמיכל

המסלולאתלהשליםנמשיךאםבמיכל,ליטר50עםנתחיללעצמו,Cמקודקודהמתחילהמסלולאתלחשבנרצהאם
בדלק.מחסורללאשלםסיבובלנסוענצליחבאמת,BאוDמקודקוד

עבור המקרה הכללי, צריך תחילה לבדוק שכמות התדלוק הכוללת של כל התחנות, גדולה יותר מכמות הדלק הנצרך בכל
הגרף הנתון.

מערכים:2כקלטנקבלהבעיה,פתרוןמימושעבור
[]𝐴:(הצמתים)התחנותשלמערך.1 = {50, 80, 4, 48}
[]𝐵(הצלעות):הדלקצריכתשלמערך.2 = {44, 6, 5, 45}

.ש:לוודאצריךעבור 𝑎
𝑖

∈ 𝐴,  𝑏
𝑖

∈ 𝐵
𝑖=0

𝑛−1

∑ 𝑎
𝑖

≥
𝑖=0

𝑛−1

∑ 𝑏
𝑖

אי-השוויון רק מבטיח שקיים מסלול מעגלי המקיים את תנאי הבעיה.
בהתאם.יהיהבמערךתאשכלהמקייםCמערךניצור 𝑐

𝑖
∈ 𝐶𝑐

𝑖
= 𝑎

𝑖
− 𝑏

𝑖

מהות המערך היא לבדוק האם אפשר לנסוע מתחנה אחת לתחנה השכנה שלה.
[]𝐶.שלנו:הדוגמהעבור = {6, 74, − 1, 3}
האי-שוויון).תנאי(כמובגרףחוקימסלולשקייםמוודאזהשלילי,לאהואוהסכוםCשלהמערךכלאתנסכוםאם●

✪ הצעת פתרון לבעיה
בדרך.להמשיךשנוכלכדיב-ביותרמקסימליסכוםעםהמערךתתאתנחפש 𝐶[]
ונקבל:מעגלי)ולאמעגלי(עבורשנלמדלאלגוריתםהמערךאתנשלח 𝐶[]𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑆𝑢𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑦 (𝐵𝐸𝑆𝑇)

באיור).B(תחנה3מאינדקסלהתחילצריך,82הואביותרהגדולשהסכום
שלם.מעגלממנהולהשליםBמתחנהלהתחילמומלץומכאן

דור עזריה
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✪ פסאודו-קוד
gasStationProblem(nodes[N], edges[N]):
sum ⇐ 0
create combine[N]

for i⇐ 0 to N do:
combine[i] ⇐ nodes[i]-edges[i]
sum ⇐ sum + combine[i]

end-for

if sum < 0 then:
return empty-array

end-if

return bestCycle(combine)

מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה
public static int[] GasStation(int[] a, int[] b) {

int[] c = new int[a.length];

int sumAB = 0;

for(int i = 0; i < c.length; i++) { // O(N)

c[i] = a[i]-b[i];

sumAB += c[i];

}

if(sumAB < 0) {

return new int[] {-1,-1,-1};

}

return best(c);

}

דור עזריה
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מציאת תת-מטריצה עם סכום מקסימלי

✪ תיאור הבעיה
(𝑛 𝑥 𝑚).בגודלמטריצהבהינתן☚

☚ מהי תת המטריצה שסכום איבריה הוא הגדול ביותר?

✪ דוגמה
עבור המטריצה הבאה, תת המטריצה בעלת הסכום הגדול ביותר מסומנת באדום:

43210

54-3-120

143601

5-41-2-22

30133-3

✪ הגדרה כללית לפתרונות
"תת-מטריצה".כללייצגאפשרוככההמלבןלגבולותבהתאםמלבניתצורהכללייצגאפשרבמלבןהפינות2עבור

,1) ) הואהמקסימליהמלבןמלמעלה,בדוגמהלמשל, 1) ,  (3, 3) )

דור עזריה
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✪ פתרון א' - חיפוש שלם
☚ נסכום כל תת-מטריצה אפשרית.

אותו.שמייצגיםוהאינדקסיםהסכוםאתונשמורהמקסימליאתנמצא☚ 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙
הערכים.כלאתונסכוםכפולהבלולאהבפניםנעבורבהגדרה)האפורהמלבן(כלתת-מטריצהכלעל☚ [𝑥][𝑦]

מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה
public static int[] maxSumMatrix(int[][] mat) {

int n = mat.length, m = mat[0].length;

int maxSum = 0;

int ii = 0, jj = 0, kk = 0, ll = 0;

for(int i = 0 ; i < n ; i++) {

for(int j = 0 ; j < m; j++) {

for(int k = i ; k < n; k++) {

for(int l = j ; l < m; l++) {

int sum = 0;

for(int x = i ; x <= k  ; x++) {

for(int y = j ; y <= l ; y++) {

sum += mat[x][y];

}

if(sum> maxSum) {

maxSum = sum;

ii = i;

jj = j;

kk = k;

ll = l;

}

}

}

}

}

}

return new int[] {maxSum, ii, jj, kk, ll};

}

𝑂(𝑛6)-ריצהזמןסיבוכיות

דור עזריה
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✪ פתרון ב' - מערך עזר
לנו.שיעזורכדיBestב-להשתמשנוכלזהבפתרון☚
התשובה.אתונדעBestנפעילהעמודות,תתיכלואתהשורותתתיכלאתנייצר☚

לדוגמה:

43210

54-3-120

143601

5-41-2-22

30133-3

את:נקבל2ו-1שורותאתנחבראם

43210

4-82420

.3הסוףואינדקס0ההתחלהאינדקסואת16הסכוםאתלנויחזירהואBestאתעליוכשנפעיל
.2ו-1שורותשלהחיבורמתוךביותרהמקסימליתתת-המטריצהאתיחזירהואכלומר

).2Dה-במערךהאדומההמטריצה(תתהזה:במקרה  ( (1, 0) ,  (2, 3) )

מימוש פתרון הבעיה
public static int[] maxSumMatrix(int[][] mat) {

int n = mat.length, m = mat[0].length;

int maxSum = 0;

int ii = 0, jj = 0, kk = 0, ll = 0;

for(int i = 0 ; i < n ; i++) {

for(int j = i ; j < n; j++) {

int[] arr = new int[m];

for(int k = i ; k <= j; k++) {

for(int l = 0 ; l < m; l++) {

arr[l] += mat[k][l];

}

}

int[] best = best(arr);

if(best[0] > maxSum) {

maxSum = best[0];

ii = i;

דור עזריה
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jj = best[1];

kk = j;

ll = best[2];

}

}

}

return new int[] {maxSum, ii, jj, kk, ll};

}

𝑂(𝑛4)-ריצהזמןסיבוכיות

תתי-השורותכלעבור☚ 𝑂(𝑛2)

שקיבלנותת-מטריצהכללסכום☚ 𝑂(𝑛2)
).jשלהשנייההלולאהבתוך(מופעלתBestשלהפונקציה☚ 𝑂(𝑛)

דור עזריה
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✪ פתרון ג' - תכנות דינאמי
☚ הרעיון שעומד מאחורי הפתרון הוא שאם נתונים לנו סכומים חלקיים נוכל לחשב בעזרתם את הסכום הכולל.

.אליוועדההתחלהמנקודתהסכוםאתמייצגתאשכלכךSumעזרמטריצתניצור☚ [0][0][𝑖][𝑗]
לפניובאינדקסהערך+המקוריתבמטריצהשלוהערךאתנסכוםתאלכלSumבמטריצההראשונההשורהעבור☚

הראשונה.העמודהעבורגםוכןSumבמטריצה
☚ לכל תא אחר, נסכום בשיטה הבאה :

𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖][𝑗] =  𝑚𝑎𝑡[𝑖][𝑗] +  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖][𝑗 − 1] +  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖 − 1][𝑗] −  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖 − 1][𝑗 − 1]

לדוגמה

[4][3]נסכום:התאעבורלמשל
𝑚[3][4] + 𝑠[3][3] + 𝑠[2][4] − 𝑠[2][3]

באותםחדשהמטריצהניצור3 𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡
המידות ונעבור על השורות ועמודות ראשונות

𝑚𝑎𝑡1המקוריתהמטריצהעבור2

432104321043210

14-032014-032054-3-120

1599921000021143601

131289420000425-41-2-22

1713991300001330133-3

אחתפעםאותומחסיריםאנחנוזהובגללפעמייםהתאאתסוכמיםאנחנוכילבנשים  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖 − 1][𝑗 − 1]
בנוסחה הרקורסיבית לבניית מטריצת העזר.

שלהםההתחלהשנקודתלתת-מטריצותלגשתכדיהמטריצה,בנייתלאחרמידותעלבלולאהכשנעבור (𝑖, 𝑗) ,  (𝑘, 𝑙)
הבאה:בנוסחהנפעללמשלכמולאהיא [0][0]( (1, 1) ,  (3, 3) )

𝑠𝑢𝑚 =  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑘][𝑙] −  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑘][𝑗 − 1] −  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖 − 1][𝑙] +  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[𝑖 − 1][𝑗 − 1]

לדוגמה

[0][0]פעמיים,התאאתשהחסרנומכיוון
נסכום אותו.

נחסיר את השטחים הלא רלוונטים:3
השורה הראשונה והעמודה הראשונה

,1) )עבור2 1) ,  (3, 3) )1

432104321043210

14-032014-032014-0320

159992115999211599921

131289421312894213128942

171399131713991317139913

לערכים בתוך המטריצה בדוגמה הזאת אין כל חשיבות, אלא רק לחישוב הנוסחה עצמה:
𝑠𝑢𝑚 =  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[3][3] −  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[3][1] −  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[0][3] +  𝑠𝑢𝑚𝑀𝑎𝑡[0][0]

𝑠𝑢𝑚 = 13 − (− 4) − 1 + 2 = 18

דור עזריה
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מימוש פתרון הבעיה
public static int[] maxSumMatrix(int[][] mat) {

int n = mat.length, m = mat[0].length;

int[][] sumMat = new int[n][m];

sumMat[0][0] = mat[0][0];

for(int i = 1 ; i < n ; i++)

sumMat[i][0] = sumMat[i-1][0] + mat[i][0];

for(int j = 1 ; j < m ; j++)

sumMat[0][j] = sumMat[0][j-1] + mat[0][j];

for(int i = 1 ; i < n ; i++) { // O(N*M)

for(int j = 1 ; j < m; j++) {

sumMat[i][j] = mat[i][j] + sumMat[i][j-1] + sumMat[i-1][j] - sumMat[i-1][j-1];

}

}

int maxSum = 0, sum = 0;

int ii = 0, jj = 0, kk = 0, ll = 0;

for(int i = 0 ; i < n ; i++) {

for(int j = 0 ; j < m ; j++) {

for(int k = i ; k < n ; k++) {

for(int l = j ; l < m ; l++) {

if(i==0 && j==0) sum = sumMat[k][l];

if(i==0 && j>0) sum = sumMat[k][l] - sumMat[k][j-1];

if(i>0 && j==0) sum = sumMat[k][l] - sumMat[i-1][l];

if(i>0 && j>0)

sum = sumMat[k][l] - sumMat[k][j-1] - sumMat[i-1][l] + sumMat[i-1][j-1];

if(sum > maxSum) {

maxSum = sum;

ii = i;

jj = j;

kk = k;

ll = l;

}

}

}

}

}

return new int[] {maxSum, ii, jj, kk, ll};

}

𝑂(𝑛4)-ריצהזמןסיבוכיות

דור עזריה
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Super-ד'פתרון✪ Best
☚ במקום לאפס את מערך העזר בכל פעם כמו בפתרון ב', נשתמש בקיים ורק נוסיף את השורה החדשה.

☚ ניצור מטריצת עזר חדשה שתסכום בעמודות.
הסכוםעםיחדהמקוריתבמטריצהמקוםבאותושהיהמהכלסכוםאתלנויהיה2מספרעמודהעבורכלומר,☚

שקיבלנו בעמודה לפניו.
.jל-iעמודהביןהקטעאתאתנעתיקואליוחדשמערךוניצורלולאות3ב-נעבורהעזר,מטריצתבנייתלאחר☚
אלו.לתאיםשקשורותהמטריצותתתיכלאתונמצאBestל-נשלחהחדשהמערךאת☚

נוסחה לבניית מטריצת העזר:
𝑝𝑟𝑒𝑆𝑢𝑚[𝑖][𝑗 + 1] =  𝑝𝑟𝑒𝑆𝑢𝑚[𝑖][𝑗] +  𝑚𝑎𝑡[𝑖][𝑗]

דוגמה

עמודהמידתעםחדשהמטריצהניצור3נסכום את שאר העמודות בהתאם לנוסחה: 𝑝𝑟𝑒𝑆𝑢𝑚
ראשונה:עמודהעבורולמשלמהמקורי1ב-גדולה

𝑚𝑎𝑡1המקוריתהמטריצהעבור2

54321054321043210

14-03200000020054-3-120

1413960010000001143601

2-31-020200002025-41-2-22

41103-0300003-0330133-3

מימוש פתרון הבעיה
public static int[] maxSumMatrix(int[][] mat) {

int n = mat.length, m = mat[0].length;

int maxSum = 0;

int ii = 0, jj = 0, kk = 0, ll =0;

int[][] preSum = new int[n][m+1];

for (int i = 0; i < n; i++) { // O(N*M)

for (int j = 0; j < m; j++) {

preSum[i][j+1] = preSum[i][j] + mat[i][j];

}

}

printmat(preSum);

for(int i = 0; i < m; i++) { // O(N*M^2)

for(int j = i; j < m; j++) {

int[] arr = new int[n];

for (int k = 0; k < n; k++) {

arr[k] = preSum[k][j+1] - preSum[k][i];

}

דור עזריה
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int[] best = bestLinear(arr);

if(best[0] > maxSum) {

maxSum = best[0];

ii = best[1];

kk = best[2];

jj = i;

ll = j;

}

}

}

return new int[] {maxSum, ii, jj, kk, ll};

}

𝑂(𝑛3)-ריצהזמןסיבוכיות

ביותראופטימליBestבעזרתמימושפסאודו-קוד✪

SuperBestPro(mat[N][M]):
sum⇐ 0
ii ⇐ 0
jj ⇐ 0
kk ⇐ 0
ll ⇐ 0

for i⇐ 0 to M do:
create arr[N]
for j⇐ i to M do:

for k⇐ 0 to N do:
arr[k] ⇐ arr[k]+mat[k,j]

end-for

create best[3] ⇐ bestLinear(arr)
if best[0] > sum then:

sum ⇐ best[0]
ii ⇐ best[1]
jj ⇐ i
kk ⇐ best[2]
ll ⇐ j

end-if
end-for

end-for

return {sum,ii,jj,kk,ll}

דור עזריה
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Dijkstraאלגוריתם

✪ תיאור האלגוריתם
הוא אלגוריתם חמדן.דייקסטרה☚

☚  המטרה שלו היא לחשב את המסלול הקצר ביותר מקודקוד אחד לכל שאר הקודקודים.
Floydל-בניגוד☚ Warshallהקודקודים.לכלהקודקודיםמכלביותרהקצרהמסלולאתלנושמחשב

✪ פעולת האלגוריתם
נתון גרף משוקלל, לכל צלע יש משקל.☚
∞.ל-נאתחלהקודקודיםשאראת,0ל-ההתחלהקודקודשלערךאתנאתחל☚
נתחיל לחשב את המסלול הזול ביותר באופן הבא:☚

נכניס את קודקוד ההתחלה והשכנים שלו לתור..1
נעדכן את המרחק מקודקוד ההתחלה לכל שכן ונוציא את קודקוד ההתחלה מהתור..2
נבחר את הקודקוד המינימלי בתור..3
נעדכן את המרחק ממנו אל השכנים שלו, נכניס אותם לתור ונוציא אותו מהתור..4
נמשיך כך עד שנוציא את כל הקודקודים מהתור..5
כעת, הערך שיש בכל קודקוד הוא המסלול הקצר ביותר מקודקוד ההתחלה ועד אליו..6

נוכל לשמור עבור כל קודקוד מי האבא שלו:☚
ניצור מערך של אבות ובכל פעם שנאתחל קודקוד מסוים בערך חדש..1
נרשום במערך מאיפה הגענו אליו..2

✪ פסאודו קוד
function Dijkstra(Graph, source):

create vertex set Q

for each vertex v in Graph: // Initialization

dist[v] ← INFINITY // Unknown distance from source to v

prev[v] ← UNDEFINED // Previous node in optimal path from source

add v to Q // All nodes initially in Q (unvisited nodes)

dist[source] ← 0 // Distance from source to source

while Q is not empty:

u ← vertex in Q with min dist[u] // Node with the least distance will be selected first

remove u from Q

for each neighbor v of u: // where v is still in Q.

alt ← dist[u] + length(u, v)

if alt < dist[v]: // A shorter path to v has been found

dist[v] ← alt

prev[v] ← u

return dist[], prev[]

דור עזריה
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✪ דוגמה

1שלב
נתון גרף משוקלל☚
לכל צלע יש משקל☚

2שלב
0ל-ההתחלהקודקודשלערךאתנאתחל☚
∞את שאר הקודקודים נאתחל ל-☚

3שלב
נכניס את קודקוד ההתחלה והשכנים שלו לתור☚
נעדכן את המרחק מקודקוד ההתחלה לכל שכן☚
נוציא את קודקוד ההתחלה מהתור☚

4שלב
אם אורך המסלול של קודקוד הסמוך קטן מאורך☚

המסלול החדש, אל תעדכן אותו

5שלב
להימנע מעדכון אורכי מסלול של קודקודים שכבר ביקרנו☚

6שלב
לאחר כל איטרציה, אנו בוחרים את קודקוד הלא נראה בעל☚

אורך המסלול הנמוך ביותר.
.7לפני5בוחריםאנחנואז☚

7שלב
נשים לב כיצד אורך המסלול של הקודקוד הימני ביותר☚

מתעדכן פעמיים

8שלב
נחזור על הפעולה עד לביקור בכל הקודקודים☚

דור עזריה
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✪ טענה
.המקורצומתועבורשלילייםלאמספריםהםהצלעותמשקליכאשרומשוקללמכווןגרףעבור 𝐺 = {𝑉, 𝐸}𝑠

.כללביןהמקורביןביותרהקצרהמרחקלהיותאתנגדיר 𝑑(𝑠, 𝑣)𝑠𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)
ולאחר הרצת אלגוריתם דייקסטרה מתקיים:

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑣] = 𝑑(𝑠, 𝑣)

✪ הוכחה
נוכיח באינדוקציה.

.השוויון:)מתקיים(כמטופלאותונסמןכאשרקודקודשלכלנראה 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡𝑒𝑑𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑣] = 𝑑(𝑠, 𝑣)
☚ בסיס האינדוקציה:

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑠].הראשוןבשלב = 𝑑(𝑠, 𝑠) = 0
☚ צעד האינדוקציה:

טיפול.שלביעבורונוכיחטיפולשלביעבורנניח 𝑛𝑛 + 1
.ש:להוכיחצריך,הבשלבשנבחרהקודקודיהי 𝑢𝑛 + 1𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑢] = 𝑑(𝑠, 𝑢)
.ל-מ-ביותרהקצרהמסלוליהי 𝑃𝑠𝑢

.מתקייםלכלכילבנשים 𝑥 ∈ 𝑉(𝐺)𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑥] ≥ 𝑑(𝑠, 𝑥)
.ב-ל-הקודםהקודקודויהיבמסלולמטופלהלאהראשוןהקודקודאתב-נסמן 𝑣𝑃𝑧𝑣𝑃

.מתקייםהאינדוקציההנחתולפיטופלכברהקודקודלכן 𝑧𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑧] = 𝑑(𝑠, 𝑧)
ולכן:ביותרהקצרגםהואל-מ-שלוהתת-מסלולאזל-מ-ביותרהקצרהמסלולהואש-כיוון 𝑃𝑠𝑢𝑠𝑣

𝑑(𝑠, 𝑣) = 𝑑(𝑠, 𝑧) + 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑣, 𝑧) = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑧] + 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑣, 𝑧)
כלומר,

𝑑(𝑠, 𝑣) = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑧] + 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑣, 𝑧)
המרחקקיבלקודקודדייקסטרה,לפישהתקבלבמסלולולכןהמינימליתאתנבחרהאלגוריתםפעולתלפי 𝑣

המינימלי, ולכן:
𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑣] ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑧] + 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑧, 𝑣) = 𝑑(𝑠, 𝑣)

.כלומרל-מ-ביותרהקצרהמרחקהואש-וקיבלנו 𝑑(𝑠, 𝑣)𝑠𝑣𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑣] = 𝑑(𝑠, 𝑣)
ולכן:קודקודאתבחרנוואנומטופללאקודקודאבל 𝑣𝑢

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑢] ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑣] = 𝑑(𝑠, 𝑣) ≤ 𝑑(𝑠, 𝑢) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑢]
𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑢]נקבל:הסנדוויץ'כללולפי = 𝑑(𝑠, 𝑢)

האלגוריתם מסתיים כאשר כל הקודקודים מטופלים, לכן לכל קודקוד מתקיים:

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒[𝑢] = 𝑑(𝑠, 𝑢)
כנדרש.

∎
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מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public class DijkstraMatrix {

public DijkstraMatrix() {}

static int inf = 1000000;

public void Dijkstra(int[][] matrix, int src, int dest) {

int number_of_nodes = matrix.length;

int[] distances = new int[number_of_nodes];� שנעבורצומתלכלמהמקורמרחקיםמערך
HashSet<Integer> visited = new HashSet<>();� יותראופעמייםצומתאותועללעבורלאכדי
int[] previous = new int[number_of_nodes];� מסלוללהדפיסבשבילאחורהלחזורשנדעכדי

// init the data structures.

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) {

distances[i] = inf; previous[i] = -1;

}

distances[src] = 0; � 0פשוטהואלעצמומהמקורהמרחק
int current_node = getPriority(distances, visited); � עבורנועדיפהצומתשולפים
while(current_node != -1) { � היעדלביןהמקורביןתקיןמסלולקייםעודכל

for(int i=0 ; i<number_of_nodes; i++) { � שלוהשכניםכלעלנעבור
int new_distance = distances[current_node] +

matrix[current_node][i];

� מביניהםהמרחקאתנעדכןאזהנוכחיתלצומתהשכןביןיותרקצרמסלולקייםאם
if(!visited.contains(i) && distances[i] > new_distance) {

distances[i] = new_distance;

previous[i] = current_node;

}

}

visited.add(current_node); � חזרותהנוכחית-למנועהצומתעבורהעבודהאתשסיימנונסמן

if(current_node == dest) break; // if we reached to the destination

// else, keep iterating using the following priority method:

current_node = getPriority(distances, visited);

}

System.out.println("Distance from ("+src+")->("+dest+") is: "

+distances[dest]);

current_node = dest;

String path = "";

while(previous[current_node] != -1) { // (ONLY THE SOURCE IS -1 IN THIS

CASE)

path = " -> " + current_node + path;

דור עזריה
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current_node = previous[current_node]; // Go back.

}

path = current_node + path;

System.out.println("Path is: "+ path + "\n");

}

private static int getPriority(int[] distances, HashSet<Integer> visited) {

int minIndex = inf, minValue =inf;

for(int i = 0; i < distances.length; i++) {

if(!visited.contains(i) && distances[i] < minValue) {

minIndex = i;

minValue = distances[i];

}

}

return minIndex;

}

}

)𝑂-ריצהזמןסיבוכיות 𝐸| | + 𝑉| | · 𝑙𝑜𝑔 𝑉| |)
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Bidirectionalאלגוריתם Dijkstra

✪ תיאור האלגוריתם
☚  דייקסטרה דו כיוונית היא דייקסטרה שמתקדמים בה גם מקודקוד ההתחלה וגם מקודקוד הסיום בו זמנית.

☚  היתרון באלגוריתם דייקסטרה דו-כיווני לבין דייקסטרה רגיל הוא ששטח הסריקה קטן בכ-חצי.
𝑠⇝𝑑.אתנרצהעבוררגילדייקסטרההפעלתהואמשמאלהאיורהבא,באיורלמשל☚

אורךאתלחשבהצלחנוהמפגשצומתבהגעת-דו-כיווניתדייקסטרהשלההפעלהאתלראותאפשרמימיןבאיור 𝑐
סריקה.שטחחציב-"בערך"המסלול 𝑠⇝𝑑

✪ הגדרה - גרף רוורס
הפוכים.הםהמכוונותהצלעותשכיוונילכךפרטל-הדומהגרףהוארוורסגרף☚ 𝐺𝑅 = {𝑉, 𝐸𝑅}𝐺 = {𝑉, 𝐸}

.מוגדרת:הצלעותקבוצתואילול-זההשלוהקודקודיםקבוצת☚ 𝐺𝐸𝑅 = {(𝑢, 𝑣) | (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸}

✪ שלבי פעולה
𝐺𝑅.אתנבנה☚

.ב-ומ-ב-מ-דייקסטרהשלהאלגוריתםאתנריץ☚ 𝑠𝐺𝑑𝐺𝑅

☚  כל אלגוריתם בתורו (ישיר או הפוך) יפעל לפי דייקסטרה באופן רגיל.
בשניהם.שטופלהצומתשנפגושעדאיטרציהבכלהאלגוריתמיםביןהחלפותנבצע☚ 𝑐
.)ב-נמצאתשבשניהם(כלומרבישירוגםבהפוךגםבהשטיפלנוצומתשקיימתבשלבנעצור☚ 𝑐𝑐𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡𝑒𝑑[]
.שלהצדלביןשלהצדבין"תקשורת"ליצוריכוליםהזאתהצומתעבור☚ 𝑐𝑠𝑑
ביןבסכוםמינימוםאתשנחשבבכךל-ביןביותרהקצרהמסלולאתנחשבאנחנוה-"תקשורת"בעזרת☚ 𝑠𝑑

,𝑑(𝑠.ההפוך:לביןהישירהאלגוריתם 𝑑) = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[𝑐] + 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠𝑅[𝑐]
,𝑑(𝑠.ביותרהקצרהמסלולנחזיר☚ 𝑑)

✪ סיבוכיות
)𝑂-רגילהדייקסטרהשלהסיבוכיותכמובדיוקהיאכיווניתדודייקסטרהשלהסיבוכיות 𝐸| | + 𝑉| | · 𝑙𝑜𝑔 𝑉| |)

הטוב.במקרהרגילהמדייקסטרהמהריותר2פילפעוליכולריצה:זמן☚

.ו-גרפים2עםעובדיםאנחנוזיכרון:יותר2פיתופסזיכרון:☚ 𝐺𝐺𝑅
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✪ למה
.בגרףמקודקודהחלדייקסטרהשלבאלגוריתםהמרחקאתב-נסמן 𝑑[𝑢]𝑠𝐺

.בגרףמקודקודהחלדייקסטרהשלבאלגוריתםהמרחקאתב-נסמן 𝑑𝑅[𝑢]𝑡𝐺𝑅

כלשהוקודקודדרךשעוברביותרקצרמסלולקייםעדייןאז,ב-וגםב-גםטופלהמסוימתשצומתלאחר 𝑣𝐺𝐺𝑅𝑑(𝑠, 𝑡)

ומתקיים:בשניהםאוב-אוב-שטופל 𝑢𝐺𝐺𝑅

𝑑(𝑠, 𝑡) = 𝑑[𝑢] + 𝑑𝑅[𝑢]

.אוע"יטופלוקודקודיושכלביותרקצרמסלולקייםבהכרחכינראה 𝑑(𝑠, 𝑡)𝐺𝐺𝑅

✪ הוכחה
נחלק למקרים:

לפחותקיימתאזמהאלגוריתמים,אחדאףע"יטופלהשלאצומתקיימתאם.1 𝑢
עוברביותרהקצרוהמסלולהאלגוריתמיםעל-ידישטופלהנוספתאחתצומת 𝑣
דרכו.

הואל-מ-המרחקדייקסטרה,הגדרהלפיכינכון,בהכרחב-שישהמרחק 𝑣𝑠𝑣
.ל-ביןוגםביותרהקצרהמרחק 𝑣𝑡

𝑣.המפגשמצומתחוץהאלגוריתמיםבשניטופלוהצמתיםכלאם.2
באלגוריתםשטופלההאחרונהשהצומתונניחקצרמסלולשישנניח 𝑑(𝑠, 𝑡)

𝑢.היאהישיר
שלהמעגלבתוךלהיותחייבתאשרהיאביותרהקצרבמסלולהבאההצומת 𝑤𝑡

𝑣.מלבדטופלוהצמתיםשכלכיווןההפוך,האלגוריתםע"יטופלהבהכרחוהיא

,𝑑(𝑠.לכן: 𝑡) = 𝑑[𝑢] + 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑢, 𝑤) + 𝑑𝑅[𝑤]

ביותר.הקצרבמסלולשהיאכלומר+המקיימתצומתיהי 𝑢𝑑𝑅[𝑢]𝑑[𝑢]𝑑(𝑠, 𝑡) =

.+קיבלנו2ממקרה 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑢, 𝑤) + 𝑑𝑅[𝑤]𝑑[𝑢] 𝑑(𝑠, 𝑡) =

.כילהוכיחנרצהכלומר = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑢, 𝑤) + 𝑑𝑅[𝑤]𝑑𝑅[𝑢]

ויותר.יותרמשתפריםהמרחקיםהאלגוריתם,הפעלתשלרגעבכלכיש-לבנשים 𝑑𝑅[𝑢] ≥ 𝑑(𝑢, 𝑡)
יותרקצרבמרחקלהתעדכןיכולשלוהשכןאזההפוך,האלגוריתםעל-ידימטופלש-שני,ברגעמצד 𝑤𝑢

,𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑢.ולכן: 𝑤) + 𝑑𝑅[𝑤] ≥ 𝑑𝑅[𝑢]
כלומר, לפי כלל הסנדוויץ':

𝑑(𝑢, 𝑡) ≤ 𝑑𝑅[𝑢] ≤ 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑢, 𝑤) + 𝑑𝑅[𝑤]
ולכן

𝑑(𝑠, 𝑡) = 𝑑[𝑢] + 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑢, 𝑤) + 𝑑𝑅[𝑤] = 𝑑[𝑢] + 𝑑𝑅[𝑢]
כלומר,

דור עזריה



2אלגוריתמים||58

𝑑(𝑠, 𝑡) = 𝑑[𝑢] + 𝑑𝑅[𝑢]
∎

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public class BiDijkstra {

static int inf = 1000000;

public BiDijkstra() {}

public void Dijkstra(ArrayList<ArrayList<Integer>> graph,

ArrayList<ArrayList<Integer>> rgraph, int src, int dest, int[][] mat ) {

int number_of_nodes = graph.size();

int[] src_distance = new int[number_of_nodes];

int[] dest_distance = new int[number_of_nodes];

int[] src_previous = new int[number_of_nodes];

int[] dest_previous = new int[number_of_nodes];

HashSet<Integer> src_visitors = new HashSet<>(number_of_nodes);

HashSet<Integer> dest_visitors = new HashSet<>(number_of_nodes);

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) {

src_distance[i] = inf;

dest_distance[i] = inf;

src_previous[i] = -1;

dest_previous[i] = -1;

}

src_distance[src] = 0;

dest_distance[dest] = 0;

int src_current = getPriority(src_distance, src_visitors);

int dest_current = getPriority(dest_distance, dest_visitors);

while(src_current != -1 && dest_current != -1) {

//// FOR G ///////////////

for(Integer neighbour : graph.get(src_current)) {

int new_distance = src_distance[src_current] +

mat[src_current][neighbour];

if(!src_visitors.contains(neighbour) && src_distance[neighbour] >

new_distance) {

src_distance[neighbour] = new_distance;

src_previous[neighbour] = src_current;
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}

}

src_visitors.add(src_current);

if(src_visitors.contains(src_current) &&

dest_visitors.contains(src_current)) break;

src_current = getPriority(src_distance, src_visitors);

//// FOR G reverse////////////////

for(Integer neighbour : rgraph.get(dest_current)) {

int new_distance = dest_distance[dest_current] +

mat[dest_current][neighbour];

if(!dest_visitors.contains(neighbour) && dest_distance[neighbour] >

new_distance) {

dest_distance[neighbour] = new_distance;

dest_previous[neighbour] = dest_current;

}

}

dest_visitors.add(dest_current);

if(src_visitors.contains(dest_current) &&

dest_visitors.contains(dest_current)) break;

dest_current = getPriority(dest_distance, dest_visitors);

} // end while

int minDistance = inf, minIndex = -1;

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) {

if( (src_visitors.contains(i) || dest_visitors.contains(i))

&&  (src_distance[i] != inf && dest_distance[i] != inf)

&&  (minDistance > src_distance[i] + dest_distance[i])) {

minDistance = src_distance[i] + dest_distance[i];

minIndex = i;

}

}

System.out.println("Distance from ("+src+")->("+dest+") is: " +minDistance);

// Generate path from source to connector node 'v'

int current = minIndex;

String path = "";

while(src_previous[current] != -1) {

path = " -> " + current + path;

current = src_previous[current];

}

path = current + path;

// Generate path from dest to connector node 'v'

current = dest_previous[minIndex];
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String rpath = "";

while(dest_previous[current] != -1) {

rpath += " -> " + current;

current = dest_previous[current];

}

rpath += " -> " + current;

String total_path = path + rpath;

System.out.println("Total path is: " + total_path + "\n");

}

public int getPriority(int[] distances, HashSet<Integer> visitors) {

int minValue = inf, minIndex = inf;

for(int i = 0; i < distances.length; i++) {

if(!visitors.contains(i) && minValue > distances[i]) {

minIndex = i;

minValue = distances[i];

}

}

return minIndex;

}

}
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Breadthאלגוריתם First Search - BFS

✪ הגדרה - חיפוש לרוחב
חיפוש לרוחב סורק את הגרף בצורה שמבטיחה שכל צומת שנמצא באותו רכיב קשירות של הצומת ההתחלתי ייבדק,

וסריקה זו נעשית בזמן אופטימלי, הליניארי למספר הקשתות והצמתים בגרף.

✪ תיאור האלגוריתם
☚  בעברית: אלגוריתם חיפוש לרוחב.

☚  האלגוריתם משתמש בתור על מנת לקבוע מהו הצומת הבא בו הוא עומד לבקר.
☚  בכל פעם שהוא מבקר בצומת הוא מסמן אותו ככזה שנבדק, ואז בודק את כל הקשתות שיוצאות ממנו.

☚  אם קשת מובילה לצומת שטרם נבדק, צומת זה מתווסף לתור.
☚  בדרך זו מובטח כי האלגוריתם יסרוק את הצמתים בסדר שנקבע על פי מרחקם מהצומת ההתחלתי (כי צומת שנכנס

לתור יצא ממנו רק לאחר שכל הצמתים שהיו בו קודם יצאו).
☚  האלגוריתם פועל על גרפים מכוונים וגם על גרפים לא מכוונים.

✪ שיטת האלגוריתם
צבעים:3ל-הקודקודיםאתמחלקהאלגוריתם☚

צבע לבן - הקודקוד עוד לא התגלה..1
צבע אפור - הקודקוד התגלה אך לא טופל..2
צבע שחור - הקודקוד טופל..3
הגרף.שאראתבונההואממנווהמרחקיםהשכבותולפיהמקורקודקודהואששורשורוחבעץבונההאלגוריתם☚ 𝑠

.במרחקקודקודלפנייתגלהבמרחקקודקודלכן, ℎℎ + 1
☚  כל קודקוד שמגלה את שכניו הופך להיות האבא שלהם. בגלל שכל קודקוד מתגלה פעם אחת אז יש לו רק אבא אחד.

✪ פסאודו קוד
BFS(G,src):
for-each v in V(G)\{src}:

color[v] = WHITE
d[v] = ∞
f[v] = NULL

color[src] = GRAY
d[src] = 0
f[src] = NULL
Queue q
Enqueue(q,src)
while q is not empty:

current = dequeue(q)
for-each neighbour in N(current):

if color[neighbour] = WHITE:
color[neighbour] = GRAY
d[neighbour] = d[current] + 1
f[neighbour] = current
Enqueue(q,neighbour)

color[current] = BLACK
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✪ דוגמה

1שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐺, 𝑊, 𝑊, 𝑊, 𝑊, 𝑊, 𝑊}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, ∞, ∞, ∞, ∞, ∞, ∞}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, − 1, − 1, − 1, − 1, − 1, − 1}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (0)

2שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐺, 𝑊, 𝑊, 𝐺, 𝑊, 𝑊}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, ∞, ∞, 1, ∞, ∞}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, − 1, − 1, 0, − 1, − 1}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (1, 4)

3שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐵, 𝐺, 𝐺, 𝐺, 𝑊, 𝑊}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, 2, 2, 1, ∞, ∞}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, − 1, − 1}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (4, 2, 3)

4שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐵, 𝐺, 𝐺, 𝐵, 𝑊, 𝐺}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, 2, 2, 1, ∞, 2}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, − 1, 4}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (4, 2, 3)

5שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐵, 𝐺, 𝐺, 𝐵, 𝑊, 𝐵}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, 2, 2, 1, ∞, 2}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, − 1, 4}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (2, 3)

6שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐺, 𝐵, 𝑊, 𝐵}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, 2, 2, 1, ∞, 2}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, − 1, 4}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (3)
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7שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐺, 𝐵}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, 2, 2, 1, 3, 2}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, 3, 4}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = (5)

8שלב
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[] = {𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐵, 𝐵}

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[] = {0, 1, 2, 2, 1, 3, 2}
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, 3, 4}

𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 = ()

✪ למה
𝑠.מ-אליהםלהגיעשניתןהקודקודיםבעלGשלכתת-גרףעץבונהBFSעםהגרףסריקת

למשל, עבור הדוגמה מלמעלה נקבל את העץ הבא:
העץ ללא מעגלים (נשים לב לצלע המקווקות, הצלע לא באמת קיימת למרות

שבגרף המקורי היא כן קיימת), זה מאחר כי כל צלע מתגלה פעם אחת בלבד וכי
שלהמערךבעזרתהעץאתלציירניתןBFSלפי

מהאלגוריתם.שקיבלנו 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡[] = {− 1, 0, 1, 1, 0, 3, 4}
צלע.ביניהםנוצרלאולכןמסומןמהםאחדשכברנפגשו4ו-3הצמתיםכלומר

✪ הוכחה
.sהמקור–אחדקודקודרקמכילהעץהראשוןבשלב

כאשר אנו מוסיפים קודקוד חדש (לפי האלגוריתם אנו מוסיפים רק קודקודים לבנים שעדיין לא התגלו) אנו מוסיפים גם
את הצלע שבעזרתה הגענו לקודקוד זה.

מכיוון שאנו מגלים כל קודקוד לכל היותר פעם אחת יש לו לכל היותר קודקוד אב אחד.
עץ.הואBFSאלגוריתםע"ישנוצרהמבנהלכן

∎
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מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public class BFSAlgorithm {

final static int WHITE = -1, GRAY = 0, BLACK = 1;

final static int inf = 1000000;

public void BFS(int[][] matrix, int src, int dest) {

int number_of_nodes = matrix.length;

int[] color = new int[number_of_nodes];

int[] distances = new int[number_of_nodes];

int[] parent = new int[number_of_nodes];

Queue<Integer> queue = new LinkedList<>();

for(int i = 0 ; i < number_of_nodes; i++) {

color[i] = WHITE; distances[i] = inf; parent[i] = -1;

}

queue.add(src);

color[src] = GRAY;

distances[src] = 0;

while(!queue.isEmpty()) {

int current = queue.poll();

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) {

if(color[i] == WHITE && matrix[current][i] != inf) {

color[i] = GRAY;

distances[i] = distances[current] + 1;

parent[i] = current;

queue.add(i);

}

}

color[current] = BLACK;

}

String path = "";

path = path + dest;

int current = parent[dest];

while(current != -1) {

path = current + "->" + path;

current = parent[current];

}

System.out.println("Distance of ("+src+")->("+dest+") : " +

distances[dest]);

System.out.println(path + "\n");

}

}
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✪ סיכום סיבוכיות
)𝑂הנתוניםמבניאתחול☚ 𝑉| |)
𝑂(1).ב-מהתוראחתפעםויוצאתנכנסתצומתכל☚
קודקודכלעלפעמייםעובריםלכןכלשהו,לקודקודהסמוכיםהקודקודיםכלעלעובריםאנחנוwhileב-☚

𝑂(2לכןצלעכלעלופעמיים 𝐸| | + 𝑉| |)
)𝑂.בסה"כלכן☚ 𝑉| | + 𝐸| |)

✪ בדיקת קשירות
הצמתיםלכללהגיעשהצלחנולוודאכדיהבאההפונקציהאלהמערךאתנשלחהפעלתלאחר☚ 𝐵𝐹𝑆𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟[]

קשיר.הגרףאזכ-מסומניםהצמתיםכלאםבגרף, 𝐵𝐿𝐴𝐶𝐾
בגיטהאב.BFSComponents.javaבקודיותריעילפתרון☚

public boolean checkConnectivity(int[] color) { //O(N)

for(int i : color)

if(i != BLACK) return false;

return true;

}

✪ מספר רכיבי קשירות
שנסיים.עדcountנספורBFSהפעלתכלעלהקשירות,רכיביכלעלBFSאתנפעיל☚

public int numberOfComponents() {

int nextComponent = getNextComponent(); // get the first component

int num_of_components = 0;

while(nextComponent != -1) { // while there is still more components to visit

num_of_components++; // Count the number of components

BFS(nextComponent); // use BFS with the given node-id which is inside the unvisited component

nextComponent = getNextComponent(); // get the next unvisited component

}

return num_of_components;

}

private int getNextComponent() {

for(int i = 0 ; i < distances.length; i++) {

if(distances[i] == inf) {

return i;

}

}

return -1; // if all the components are visited

}

דור עזריה



2אלגוריתמים||66

✪ קודקודים בכל רכיב קשירות
ויש.במידההמסלולשלמחרוזתונקבלBFSה-הפעלתאחרינשלח☚

public String getPath(int src, int dest, int[] parent) {

if(src == dest)

return ""+src;

else if(parent[dest] == -1)

return "no path!";

else {

String path = "";

path = path + dest;

int current = parent[dest];

while(current != -1) {

path = current + "->" + path;

current = parent[current];

}

return path;

}

}
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Bipartite-דו-צדדיגרף
(נלמד מסיכום שמופיע במודל ונשאל במבחנים קודמים אבל לא נלמד בהרצאה).

✪ הגדרה
בתורת הגרפים, גרף דו-צדדי הוא גרף שבו ניתן לחלק את הקודקודים לשתי קבוצות זרות,

כך שלא קיימת צלע בין שני קודקודים השייכים לאותה הקבוצה.

גרפים דו-צדדיים מועילים במידול בעיות התאמה.
עבודה,חלוקתלבצערוציםואנועבודותשלוקבוצהאנשיםשלקבוצהלנוישאםלמשל, 𝑃𝐽

,והשניההיאבואחתקודקודיםשקבוצתדו-צדדיכגרףוהעבודותהאנשיםאתלתארמודלבתורנוכל 𝑃𝐽
ויש צלע בין אדם המתאים לעבודה מסוימת לבין העבודה הזו.

✪ משפט
גרף קשיר הוא דו-צדדי אם ורק אם כל המעגלים שלו הם באורך זוגי.

✪ הוכחה - מהמודל
בגרף.כלשהובמעגלנתבונןדו-צדדי.גרףיהי 𝐺 = (𝑉

1
,  𝑉

2
,  𝐸)

המעגל.לאורךונטיילהזהבמעגלהנמצאמקודקודנצא 𝑣
1

∈ 𝑉
1

כל צלע שעליה אנחנו מטיילים מעבירה אותנו לצידו השני של המעגל.
המעגל.אתולסגורהתחלנושבולקודקודלחזורכדיצלעותשלזוגימספרדרושלכן, 𝑣

1

דו-צדדי.הואGש-ונראהזוגיבאורךהםבגרףהמעגליםשכלנניחולהיפך, 𝐺 = (𝑉, 𝐸)
.בגרףכלשהוקודקודיהי 𝑠 ∈ 𝑉𝐺

הבא:באופןהקודקודיםקבוצתאתנגדיר 𝑉
1
,  𝑉

2

𝑉
1

= {𝑢 ∈ 𝑉: 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑢, 𝑠) 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛}  ,   𝑉
2

= {𝑢 ∈ 𝑉:  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑢, 𝑠) 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑}

𝑉.וגםזרותהםאלושקבוצותכמובן
1

∩ 𝑉
2

= ∅ ,  𝑉
1

∪ 𝑉
2

= 𝑉

.כלומרקבוצה,לאותההשייכיםקודקודיםביןצלעוישדו-צדדילאהואשהגרףבשלילהנניח {𝑢, 𝑣}𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉
1

-סתירה.אי-זוגי.שאורכומעגליוצריםוהצלעל-מ-ביותרהקצרהמסלול,ל-מ-ביותרהקצרהמסלוללכן 𝑠𝑢𝑠𝑣{𝑢, 𝑣}
𝑉.שלקודקודיםביןצלעותשאיןהוכחהעבורדומהבאופן

1

∎

✪ משפט
דו-צדדי.גרףהוא,עץ,כל 𝐸| | > 0

✪ הוכחה - מהספר מבחנים
הגדרת עץ: גרף קשיר ללא מעגלים.

בו מעגלים באורך אי-זוגי.שאיןהגדרת גרף דו-צדדי: גרף
מסקנה - עץ הוא גרף דו-צדדי.
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∎

✪ פתרון הבעיה
𝐵𝐹𝑆:עליולהפעילצריךדו-צדדיהואגרףאםלבדוקכדי
נסמן:ובולאפס,מאותחלבגודלpartitionבשםמערךניצור☚ |𝑉|
.לקבוצהשייךקודקוד-2,לקבוצהשייךקודקוד-1התגלה,לאקודקוד-0 𝑉

1
𝑉

2

☚  כאשר נמצא צלע ששני הקודקודים שלו שייכים לאותה הקבוצה אז הגרף לא דו-צדדי.

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
final static int WHITE = -1, GRAY = 0, BLACK = 1, inf = 1000000;

public boolean Bipartite(int[][] matrix, int source) {

boolean bi_check = true;

int number_of_nodes = matrix.length;

int[] color = new int[number_of_nodes];

int[] partition = new int[number_of_nodes];

Queue<Integer> queue = new LinkedList<>();

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) {

color[i] = WHITE;

}

color[source] = GRAY;

partition[source] = 1;

queue.add(source);

while(!queue.isEmpty() && bi_check) {

int current = queue.poll();

for(int i = 0; i < matrix.length; i++) {

if(bi_check && i!=current && matrix[current][i] != inf) {

if(partition[current] == partition[i]) {

bi_check = false;

}

else if(color[i] == WHITE) {

color[i] = GRAY;

partition[i] = 3 - partition[current]; // 1 or 2

queue.add(i);

}

}

}

color[current] = BLACK;

}

return bi_check;

דור עזריה
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}

)𝑂.-ריצהזמןסיבוכיות 𝑉| | + 𝐸| |)

דור עזריה
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קוטר של גרף

✪ הגדרה
☚  קוטר בגרף הינו המרחק המקסימלי שקיים בין שני קודקודים בגרף.

✪ דוגמה
בכחול).מסומן(מסלול5הואהמקסימליהקוטרמשמאל,בציור☚

✪ תיאור האלגוריתם
☚  נקבל גרף כרשימה המתארת את הקשרים (שכנויות בין קודקודים).

.המערךאתיחזירהאלגוריתםכלשהו,רנדומליקודקודעבוראתנפעיל☚ 𝐵𝐹𝑆(𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ, 𝑣)𝑣 ∈ 𝑉𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[]
אליו.מהקודקודמקסימליהכיהמרחקמסומנתבוהקודקודאתלתפוסכדיעלבלולאהנעבור☚ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[]𝑢𝑣
.מערךיחזירהאלגוריתם,עםהפעםאךלאלגוריתםשובנשלח☚ 𝐵𝐹𝑆(𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ, 𝑢)𝑢𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[]
הקוטר.יהיהוהואבמערךביותרהמקסימליהערךאתנתפוסשהפעםרקשובעלבלולאהנעבור☚ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[]

✪ משפט
.להיותשלהקודקודיםקבוצתאתנגדיר 𝑇{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧}

.xמ-ביותררחוקשהואyקודקודמוצאים,בקודקודבוחרים 𝑥 ∈ 𝑇
,𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑦.אזי,yמ-ביותרהרחוקשהואzקודקודמוצאים 𝑧) = 𝑑𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟

✪ הוכחה
.כךל-ביןאחרמסלולשקייםבשלילהנניח 𝑎𝑏𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑎, 𝑏) > 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑥, 𝑦)
𝑐.קודקודשהואהעץמרכזדרךעובריםהמסלוליםשני
.לכן,מ-ביותרהרחוקהואהקודקודכינתון 𝑦𝑥𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑏, 𝑐) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑦, 𝑐)

,𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑎ולכן:גםדומהבאופן 𝑐) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑧, 𝑐)

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑏, 𝑐) + 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑐, 𝑎) ≤  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑦, 𝑐) +  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑐, 𝑧)
או

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑦, 𝑧)
אז:

𝑑𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟(𝑇) = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑦, 𝑧)
∎

דור עזריה



2אלגוריתמים||71

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public int getDiameter(int[][] matrix) {

int src = 0;

int[] distances = BFS(matrix,src);

int maxValue = 0, maxIndex = 0;

for(int i = 0; i < distances.length; i++) {

if(distances[i] > maxValue) {

maxValue = distances[i];

maxIndex = i;

}

}

distances = BFS(matrix,maxIndex);

int diameter = 0;

for(int i = 0; i< distances.length; i++) {

if(distances[i] > diameter) diameter = distances[i];

}

return diameter;

}

✪ סיבוכיות
:המערךעלפעמייםומחפשים,כלומר,אתפעמייםמפעילים☚ 𝐵𝐹𝑆𝑂(2( 𝑉| | + 𝐸| |))𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠[]𝑂(2 · 𝑉| |)
)𝑂.נקבל:סה"כ☚ 𝑉| | + 𝐸| |)
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Fireאלגוריתם

✪ מושגים
מרכז - אמצע הקוטר.1
רדיוס - ½ מהקוטר.2
צמתים2ביןהמקסימליהמרחק-קוטר.3

בסיכום).הקודםבנושא(הסברפעמייםמפעילים-הקוטר?אתמוצאיםאיך← 𝐵𝐹𝑆

✪ למה
אם הקוטר זוגי אז הרדיוס הוא ½ מהקוטר ויש מרכז אחד.

מרכזים.2וישמעלהכלפיבעיגולמהקוטר½הואהרדיוסאזאי-זוגיהקוטראם

)𝑂.שלריצהזמןבסיבוכיותגרףשלקוטרלמציאתבפתרוןנפגשנועכשיועד 𝐸| | + 𝑉| |)
.שלריצהזמןבסיבוכיותפתרוןלנויספקאלגוריתם 𝐹𝑖𝑟𝑒𝑂( 𝑉| |)

✪ למה
ברגע שאנחנו מורידים עלים מעץ, אנו עדיין נשארים עם עץ

שנשאר רק עם המרכז של העץ.של האלגוריתם הוא "לשרוף" את העלים בכל פעם עדהרעיון

✪ דוגמאות

דור עזריה
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✪ הגדרה
בעץ.אחרקודקודלכלביןביותרהגדולהמרחקהואקודקודשלאקסצנטריות 𝑥𝑥

𝐸𝑥(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑣, 𝑥) :  𝑣 ∈ 𝑉}

מהגדרה זו מיד נובע כי קוטר העץ הוא אקסנטריסיטי ביותר.

✪ משפט
שניים.אואחדמרכזישעץלכל 𝑇

✪ הוכחה
עלה.הואכאשררקמתרחשקודקודלכלמקודקודהמקסימליהמרחק 𝑣𝑣

𝑖
≠ 𝑣𝑣

𝑖

).(לפיעליםשנילפחותיששל-לנוידועקודקודים.משנייותרבעלבעץנתבונן 𝑇𝑇𝐵𝑒𝑟𝑔𝑒

נבצע את השריפה הראשונה:
עץ.שובשהואהגרףאתונקבל,מ-העליםכלאתמוחקים 𝑇𝑇

1

).העץ(קודקודיבאחדשנשארקודקודכלשלהאקסצנטריותאתאחידבאופןמפחיתהמ-העליםכלמחיקת 𝑇𝑇
1

.שלהמרכזיםגםהםשלהמרכזיםלפיכך, 𝑇𝑇
1

נבצע את השריפה השניה:
מרכזים.אותםבעלעץשובשהואהגרףאתונקבל,מ-העליםכלאתמוחקים 𝑇

1
𝑇

2

נמשיך ככה עם עוד שלבי שריפות עד שנקבל את אחד משני המקרים הבאים:
𝑇.שלהמרכזשהואבודדקודקוד.1
𝑇.שלהמרכזיםשניהםשלוהקצהקודקודיאשרצלע.2

∎

1מסקנה✪
כאשר לעץ יש מרכז אחד - הרדיוס של העץ שווה למספר השריפות.

.1פלוסהשריפותלמספרשווההעץשלהרדיוס-מרכזיםשניישלעץכאשר

2מסקנה✪
2 · 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠 − 1 ≤  𝑑𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 ≤  2 · 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠

✪ הערה
.2מ-גדוללהיותיכולהמרכזיםמספרעץלאשהואבגרף

באדום.המסומניםמרכזים3לגרףישמשמאל,בציורלמשל
𝐸𝑥(𝑐.וגם

1
) = 𝐸𝑥(𝑐

2
) = 𝐸𝑥(𝑐

3
) = 3

דור עזריה
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✪ שלבי פעולת האלגוריתם
☚  העלים הם כל הצמתים שיש לו רק שכן אחד ברשימת השכנויות.

☚  נשמור את כל העלים בתור ואז נשרוף אותם.
☚  ניצור מערך עזר בגודל מספר הקודקודים, כל תא במערך ייצג את הדרגה של אותו קודקוד.

שלנו.לתוראותוונכניסעלהשזהנדע1הואבתאהערךכאשר☚
☚  כאשר שרפנו עלה, נוריד דרגה אחת מהשכן שלו.

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
int center1, center2, radius, diameter;

ArrayList<ArrayList<Integer>> tree;

public FireAlgorithm(ArrayList<ArrayList<Integer>> t) {

this.tree = t;

this.center1 = -1;

this.center2 = -1;

this.radius = 0;

this.diameter = 0;

Fire();

}

public void Fire() {

int number_of_nodes = tree.size();

ArrayList<Integer> leaves = new ArrayList<>();

int[] degree = new int[number_of_nodes];

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) { // O(|V|)

degree[i] = tree.get(i).size();

if(degree[i] == 1)

leaves.add(i);

}

int nodes_to_burn = number_of_nodes;

while(nodes_to_burn > 2) {

int number_of_leaves = leaves.size();

for(int i = 0 ; i < number_of_leaves; i++) {

int current_leaf = leaves.remove(0); // remove the first

degree[current_leaf] = 0;

nodes_to_burn--;

for(int j = 0; j < tree.get(current_leaf).size(); j++) {

int neighbour = tree.get(current_leaf).get(j);

degree[neighbour]--; // decrease degree of neighbours

if(degree[neighbour] == 1)

leaves.add(neighbour);

דור עזריה
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}

}

radius++;

}

if(leaves.size()>1) {

center1 = leaves.remove(0);

center2 = leaves.remove(0);

radius++;

diameter = radius*2 - 1;

}

else {

center1 = leaves.remove(0);

center2 = center1;

diameter = radius*2;

}

}

✪ סיבוכיות
-𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |)

דור עזריה
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Depthאלגוריתם First Search - DFS

✪ הגדרה - חיפוש לעומק
הוא אלגוריתם המשמש למעבר על גרף או לחיפוש בו.

אינטואיטיבית, האלגוריתם מתחיל את החיפוש מצומת שרירותי בגרף ומתקדם לאורך הגרף עד אשר הוא נתקע, לאחר
מכן הוא חוזר על עקבותיו עד שהוא יכול לבחור להתקדם לצומת אליו טרם הגיע.

דרך פעולת האלגוריתם דומה במידת מה לסריקה שיטתית של מבוך.

✪ תיאור האלגוריתם
☚  דרך הפעולה שמנחה את החיפוש לעומק היא רקורסיבית.

☚  בצורה פורמלית, אלגוריתם חיפוש לעומק בודק את הצומת עליו הוא הופעל,
ולאחר מכן מפעיל את עצמו רקורסיבית על כל אחד מהצמתים שמקושרים

לצומת אליו הוא הופעל, אם הוא טרם ביקר בהם.
☚  על מנת לזכור באילו צמתים האלגוריתם כבר ביקר, יש לסמן אותם בדרך

כלשהי.
𝐵𝐹𝑆.באלגוריתםכמומשמעותבאותומתבצעהצבעיםסימון☚

✪ פסאודו קוד
dfs(G)

1 for each vertex u ∈ V[G]

2 color[u] = WHITE

3 pred [u]= NIL

4 time = 0

5 for each vertex u ∈ V[G]

6 if color[u] == WHITE

7 then dfs_visit(G,u)

8

9 dfs_visit(G,u)

10 color[u] = GRAY // White vertex u has just been discovered.

11 time = time+1

12 d[u] = time

13 for each v ∈ Adj[u] // Explore edge (u, v).

14 if color[v] == WHITE

15 pred [v] = u

16 dfs_visit (G,v)

17 color[u] = BLACK // Blacken u; it is finished.

18 f [u] =++time
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✪ סיבוכיות
נתבונן בפסאודו-קוד.

)𝑂.שלסיבוכיותמבצעות5-7וב-1-3בשורותהלולאות 𝑉| |)
לבנים.קודקודיםעבורורקקודקודכלעבוראחתפעםנקראתהפונקציה 𝑑𝑓𝑠   𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡𝑣 ∈ 𝑉

הבא:באופןהלולאה13-16בשורותומתקייםמאחר,ביצועבמהלך 𝑑𝑓𝑠   𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡(𝑣)Σ
𝑣∈𝑉

𝐴𝑑𝑗(𝑣)| | = 𝑂( 𝐸| |)

)𝑂.היא13-16בשורותהלולאהלביצועהכוללתהעלותאז 𝐸| |)
.הואהאלגוריתםסיבוכיותלסיכום: 𝐷𝐹𝑆𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |)

✪ דוגמה

1שלב

2שלב

3שלב

4שלב

=

5שלב

6שלב

דור עזריה
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✪ טענה
בלבד.אחתפעםבגרףקודקודכלעלעובר 𝐷𝐹𝑆

✪ הוכחה
משתנה.מידהצבעאזלבןהואשלוהצבעאםרקקודקודעלנקראתהפונקציה 𝑑𝑓𝑠   𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡𝑣 ∈ 𝑉

∎

✪ טענה
בלבד.אחתפעםבגרףצלעכלעלעובראלגוריתם 𝐷𝐹𝑆

✪ הוכחה
בלבד.אחתפעםבלולאהשלוהשכניםעלנעבורועבורובלבדאחתפעםקודקודעלנקראתהפונקציה 𝑑𝑓𝑠   𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡

כלומר האלגוריתם עובר על כל צלע בגרף פעם אחת בלבד.
∎

✪ טענה
קשירות).רכיב(באותוהגרףקודקודיכלעלעובראלגוריתם 𝐷𝐹𝑆

✪ הוכחה
כלשהו.לקודקודמהמקורמרחקלפיבאינדוקציההטענהאתנוכיח 𝑘
ויחיד).אחדקודקוד(ישהמקורקודקודעלעוברהאלגוריתם.האינדוקציה:בסיס☚ 𝑘 = 0
𝑘.הואהמקורעדשמרחקםהגרףקודקודיכלעלעוברהאלגוריתםהאינדוקציה:הנחת☚ − 1
.הואהמקורעדשמרחקוכלשהובקודקודנתבונןהאינדוקציה:צעד☚ 𝑣 ∈ 𝑉𝑘

.הואהמקורעדשמרחקואחרלקודקודצלעבעזרתקשוראזהמקורעדמ-מסלולשקייםבגלל 𝑣𝑣𝑤𝑘 − 1
.עלעוברהואכאשר,עליעבורהאלגוריתםאז 𝑣𝑤

∎

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public class DFSAlgorithm {

final static int WHITE = -1, GRAY = 0, BLACK = 1;

final static int inf = 1000000;

int[][] matrix;

int number_of_nodes, time;

int[] color, previous, first, last;

public DFSAlgorithm(int[][] mat) {

this.matrix = mat;

this.number_of_nodes = mat.length;

this.color = new int[number_of_nodes];

this.previous = new int[number_of_nodes];

this.first = new int[number_of_nodes];

this.last = new int[number_of_nodes];

}
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public void DFS(int source) {

for(int i = 0; i < number_of_nodes; i++) {

color[i] = WHITE;

previous[i] = -1;

first[i] = 0;

last[i] = 0;

}

this.time = 0;

DFS_Visit(source);

}

private void DFS_Visit(int current) {

color[current] = GRAY;

first[current] = ++time;

for(int i = 0 ; i < number_of_nodes; i++) {

if(i != current && matrix[current][i] != inf) { // if it's a neighbour

if(color[i] == WHITE) { // if it's not visited

color[i] = GRAY;

previous[i] = current;

DFS_Visit(i);

}

}

}

color[current] = BLACK;

last[current] = ++time;

}

}

✪ הדפסת מסלול
public String getPath(int src, int dest) {

String path = "";

DFS(src);

if(color[dest] != WHITE) { // if these nodes are on the same components

int current = dest;

path = ""+dest;

while(current != src) {

current = previous[current];

path = current + " -> " + path;

}

}

return path;

}

דור עזריה
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✪ מציאת מעגל בגרף (מכוון או לא מכוון) - פסאודו-קוד
HasCircle(G)

ans = false
for each vertex u ∈ V[G]
color[u] = WHITE
pred[u]= NIL
for each vertex  u in G and ans==false

if color[u] == WHITE
ans = DFSVisit(u)

return ans;
end- HasCircle

DFSVisit(int u)
ans = false
color[u] = GRAY
for each vertex  v in Adj(u) and ans==false

if (color[v]==GRAY and pred[u]≠v)
ans = true
getCycle(u, v)

else if color[v]==WHITE
pred[v] = u;
ans = DFSVisit(v)

color[u] = BLACK
return ans;

end-DFSVisit

GetCycle(int u, int v)
Stack cycle
x = u
while x ≠ v

cycle.push(x)
x = pred[x]

end-while
push(cycle , v)
push(cycle, u)
reverse(cycle)

end-GetCycle

דור עזריה
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בניית עץ מרשימת דרגות

✪ הבעיה
☚  בהינתן רשימת דרגות הקודקודים בגרף מסוים, האם היא יכולה להיות רשימת דרגות של עץ?

☚  אם מדובר ברשימת דרגות של עץ, תבנו את העץ.

✪ תזכורת
רשימת דרגות יכולה להיות של עץ אם מתקיים השוויון הבא:

Σ
𝑣∈𝑉

𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 2( 𝐸| |) = 2( 𝑉| | − 1)

✪ דוגמה לבדיקת רשימת דרגות עבור עץ
[]𝑑𝑒𝑔:המערךעבור

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 2 2 3 3

נסכום את המערך ונקבל:
Σ

𝑣∈𝑉
𝑑𝑒𝑔[𝑣] = 1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 = 14

כלומר:
2( 𝑉| | − 1) = 14

אכן מתקיים.

✪ רעיון האלגוריתם
.שלהתנאיאתמקייםאכןהואאםונבדוקהדרגותמערךאתנסכוםתחילה☚ Σ

𝑣∈𝑉
𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 2( 𝑉| | − 1)

☚  במידה ואכן מדובר בעץ לפי הבדיקה, אז נפעל בשלבים הבאים.
עלים.2לפחותישעץבכלכייודעיםאנומשפטלפי☚ 𝐵𝑒𝑟𝑔𝑒
עלה.לאשהואבמערךהראשוןהקודקודעםאותוונחברעלהשמייצגהראשוןהקודקודאתניקח☚ 𝑣𝑑𝑒𝑔[]
.כלומר1ב-קודקודשלהדרגהאתנחסירהחיבורלאחר☚ 𝑣𝑑𝑒𝑔[𝑣] = 𝑑𝑒𝑔[𝑣] − 1
.0יהיובמערךהערכיםשכלעדככהלפעולנמשיך☚

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public int[] getTree(int[] degrees) {

int sum = 0;

for(int degree : degrees) { // O(N)

sum += degree;

}

דור עזריה
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if(sum != 2*(degrees.length-1)) {

System.out.println("This degree array can't generate a tree due to

definition");

return new int[] {};

}

int[] tree = new int[degrees.length];

Arrays.sort(degrees); // O(N*log(N))

int j = 0;

for(int i = 0; i < degrees.length; i++) { // O(N)

if(degrees[i] > 1){

j = i;

break;

}

}

for(int i = 0; i < degrees.length-2; i++) { O(N)

tree[i] = j;

degrees[j]--;

if(degrees[j] == 1) {

j++;

}

}

tree[degrees.length-1] = degrees.length;

return tree;

}

✪ סיבוכיות
𝑂(𝑁)-עץבדיקות-
𝑂(𝑁הדרגותמערךמיון- · 𝑙𝑜𝑔(𝑁))
𝑂(𝑁)עלהשאינוראשוןקודקודמציאת-
𝑂(𝑁)האבותמערךבניית-

𝑂(𝑁זה:אלגוריתםעבורהכלסך · 𝑙𝑜𝑔(𝑁))

דור עזריה
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Invariantעקרונות and Monovariant

✪ עקרונות
☚  כאשר פותרים בעיות שמתעסקות בסדרות, רקורסיות או איטרטיביות וצריך לקבוע האם מצב מסוים יכול להיווצר

בהם:להשתמששניתן(עקרונות)כלים2ישנם
1.Invariant-באובייקט.שינוייםנעשיםכאשרקבועהשנשארתפונקציה

להתקיים.יכולהאינהvariantה-מערךשונהתוצאה
2.Monovariant-לקטון.אולגדוליכולהערךאחד,בכיווןרקמשתנהשלהשהערךפונקציה

הערה
יותר).קטןנהיה(שתמידהדרגותסכוםפשוטהואMonovariantה-דרגות,שלנתונהסדרהבעלעץבבניית

✪ דוגמה
חיובי.יהיהועמודהשורהכלשסכוםנרצה,או1שכולהמטריצהניקח☚ (− 1)

☚  הפעולה המותרת היא להפוך את הסימן עבור שורה ועמודה.
𝑛𝑥𝑚.בגודלהמטריצה☚

✪ טענה
כל פעם שמחליפים סכום של שורה שלילית, הסכום של המטריצה גדל.

✪ הוכחה
.מטריצהשלהסכוםיהי 𝑠𝑢𝑚𝑛𝑥𝑚

𝑥.היאכלשהישורהעבורהמספריםשסכוםנניח < 0
נהפוך את כל הסימנים של המספרים בשורה הזאת, נקבל מערך אחר עם הסכום של כל איבריו כאשר:

𝑛𝑒𝑤𝑆𝑢𝑚 =  𝑠𝑢𝑚 − 𝑥 + (− 𝑥) = 𝑠𝑢𝑚 − 2𝑥
שלילי.הואכיכיוקיבלנו 𝑛𝑒𝑤𝑆𝑢𝑚 > 𝑠𝑢𝑚𝑥

לכן כל צעד באלגוריתם הזה מוביל אותנו למטריצה חדשה עם סכום גדול יותר.
∎

מסקנה
.Monovariantהואהמטריצהאיבריסכום

✪ הגדרה
התכנסות - נאמר כי האלגוריתם מתכנס אם הוא חסום, ותמיד מביא אותנו לכך שסכום השורות והעמודות שלו אי-שלילי.

✪ טענה
.1ב-גדולהעליםמספרפנימי,לקודקודעלהמוסיפיםכאשר

כאשר מוסיפים עלה לעלה, מספר העלים אינו משתנה.
.Monovariantהואהעליםמספרלכן-

דור עזריה
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✪ בעיה
רנדומלית.בצורה-)1(ב-או1ב-שמלאהמטריצהבהינתן☚

☚  נרצה להגיע למטריצה עם הסכום המקסימלי עם כמה שפחות איטרציות
☚  הפעולות הניתנות לביצוע הן ע"י הכפלה של שורה או עמודה

✪ דוגמה
כלומר1-הואתאכלכאשרהואהמקסימליהסכוםהריכי4הואהעליוןהחסםכיתחילהלבנשיםבאיור,המטריצהעבור

הסכום הוא כמספר התאים.
−.בסכוםמאותחלתהמטריצה 2

:איטרציה ראשונה
−)ב-הראשונההעמודהאתנכפיל 1)

ונקבל כי נשארנו באותו הסכום.
.3הואכעתהסכוםכיונקבלב-השניההעמודהאתנכפיל:שניהאיטרציה (− 1)

קל לראות שאי אפשר להגיע לסכום גדול יותר מזה.
איטרציות.2עםהמטריצהעבורביותרהמקסימלילסכוםהגענולכן

כדי לפתור בעיה זאת צריך להריץ סימולציה ולבדוק באיזה אופן הכי יעיל לפתור, לכפול עמודות או שורות.-
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עצים איזומורפיים

✪ הגדרה
ועל,חח"עפונקציהקיימתאםאיזומורפייםהםו-גרפים☚ 𝐺𝐻𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐻)

המקשרותהקשתותלמספרזההל-ביןהמקשרותהקשתותמספרכלשעבורכך 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)𝑢𝑣
.ל-בין 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣)

☚ במילים אחרות, הם מייצגים את אותו הגרף רק נראים בצורה שונה.

✪ דוגמה
☚ אפשר לראות כי שלושת הגרפים הבאים מייצגים את אותו הגרף רק בצורה שונה.

הצלעות.שארעבורגםוככהכמושגםכמוהואשהצלעלראותאפשרכי☚ (𝑢1, 𝑢2)(𝑣1, 𝑣2)(𝑤1, 𝑤2)

✪ דוגמה
איזומורפיים?הםהאםלמטה,המופיעיםעצים2בהינתן☚

☚ העצים הם איזומורפיים, אפשר להעזר במיספור הצמתים.
למעלה.אותוומשכנו3מספרצומתאתפיזיתתפסנוכאילוזהאתלדמייןאפשר☚
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✪ דוגמה - עצים עם שורש
☚ בעצים אלו, אנו מגדירים מיהו אותו קודקוד עליון שממנו אנו

מתחילים את כל החישוב.
☚ איך נדע עכשיו האם הם איזומורפיים?

איזומורפילאT3אבלאיזומורפיים,T2ו-T1שאכןנראה☚
אליהם כי יוצא ממנו רק בן אחד שהוא עלה בניגוד אליהם.

☚  הרעיון שעומד מאחורי זה הוא שצריך להחליט על סדר בין הבנים של כל קודקוד וכך נוכל להשוות ביניהם.
☚  כלומר, ננסה שהבנים יהיו ממויינים בסדר כלשהו וכך נוכל להכריע בבעיית איזומורפיזם.

☚ נתבונן באיור מלמטה לדוגמה.
☚ לאחר המיון שהגדרנו באופן כלשהו, קיבלנו את העצים בצורה

המופיע באיור.
☚ כלומר, אחרי שמיינו את הילדים כל העצים הגיעו לצורת מיון

מסוימת ועכשיו הרבה יותר קל להכריע מי איזומורפי למי.
איזומורפיים.הםT2ו-T1ש-בקלותממשלראותאפשר☚

כיאליהםאיזומורפילאT3כמהלראותגםקליותרעכשיואבל
.T2ושלT1שלהאמצעימהבןשונהשלוהשמאליהבן

על כל הגרפים כדי להבין מי איזומורפי למי.שיטת סידור/מיון כלשהואותהנרצה להפעילבפשטות ובקצרה,

✪ שיטת פעולה עבור עץ עם שורש
☚  כדי לעבור על העץ, נסרוק אותו לעומק ונשמור את הפעולות שלנו בכל צעד לפי המוסכמה הבאה:

.0נרשוםבעץשנרדפעםבכל-
.1נרשוםבעץשנעלהפעםבכל-

☚ לאחר הסריקה נקבל מחרוזת התואמת את העץ.
☚ אם נצליח למצוא עץ נוסף בעל אותה מחרוזת נוכל לומר שהם איזומורפיים.

☚ לפני הסריקה צריך קודם למיין את כל הבנים, אחרת ההשוואה לא תקינה.
00100100111011הבאה:המחרוזתאתנקבלמשמאלבציורהעץעבורלדוגמה,☚

✪ צעדי האלגוריתם ליצירת מחרוזת המתארת עץ עם שורש
נסרוק את הגרף לעומק..1
כל צומת מכילה מחרוזת פרטית המתארת את הסריקה ממנה לבנים שלה ועד לעלים..2
.01כ-שלוהמחרוזתאתנגדירלעלה,כשנגיע.3
כאשר נגדיר את המחרוזת של האבא (נגדיר אותה רק אחרי שנסיים עם כל המחרוזות של הבנים שלו) נתחיל.4

הבנים.מחרוזותשלממוייןשרשוריהיהוהאמצע1ב-אותה,נסיים0ב-אותה

☚ כאשר נרצה להשוות בין עצים ולראות האם הם איזומורפיים, נפעיל את האלגוריתם על כל אחד מהעצים ונראה האם
נקבל מחרוזות שוות.
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✪ שיטת פעולה עבור עץ בלי שורש
התשובה.אתולקבלשורשעםהאלגוריתםאתלהפעילנוכלואזהעץ,מרכזאתלמצואכדיFireבאלגוריתםנשתמש☚
צמתים).למחוקאסור(כלומרעצמוהעץאתהורסשלאבמימושלהיותחייבזהבמקרהFireבאלגוריתםהשימוש☚

☚ הקודקוד יהיה המרכז כי הרי כל העץ יכול לצאת ממנו, ואם נמצא אותו אז נוכל להפעיל את האלגוריתם.
השורש.עםלאלגוריתםכשורשיםאותםנשלחעץ,מכל1מרכזוקיבלנובמידה☚
שורש.עםהאלגוריתםעלבדיקות2נבצע,Fireב-מרכזים2קיבלנובמידה☚
איזומורפיאלגוריתםאתנבדוקאזבעץמרכזים2וגםבעץמרכזים2קיבלנואםכלומר☚ {𝑎

1
, 𝑎

2
}𝑇

1
{𝑏

1
,  𝑏

2
}𝑇

2

.השורשיםעבורנבדוקאחרת,trueנחזירקוד,אותוקיבלנואםהשורשיםעבורשורשעם 𝑎
1
, 𝑏

1
𝑎

1
, 𝑏

2

איזומורפיים.לאהעציםכלומר,falseנחזירהעצים,2ביןשונהמרכזיםמספרוקיבלנובמידה☚

✪ הסבר על המימוש
שכנויות).(לפיהעץאתהמייצגותרשימותשלרשימהmainב-מכינים☚
שלהם.השורשיםעםיחדisIsomorphicל-העצים2אתשולחים☚
ואחדות.באפסיםשלוקודהמחרוזתאתשתייצרgenerateCodeהפונקציהאתעץכלעבורנפעיל☚
,DFSאלגוריתםבשיטתהפועלgetTraversalCodeלפונקציהשולחתgenerateCodeהפונקציה☚

מחרוזות.המערךלפישלובמקום"01"נציבלעלההגענואםבעץ,לעומקסורקהואכלומר
.DFSכללילפיבהתאםונפעלצומתאותושלהשכניםכלעלנעבורלעלה,הגענולאאם
בסוף).למעלהחוזריםתמיד(כי1אתהמחרוזותבמערךלושרשרהצומתאותושלהשכניםכלעלמעברלאחר☚
.falseאחרתtrueונחזיראיזומורפייםהעציםאזשוות,יהיושחזרוהמחרוזות2אם☚

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public class TreeIsomorphism {

static int WHITE = 0, GRAY = 1, BLACK = 2;

public boolean isIsomorphic(ArrayList<ArrayList<Integer>> tree1,int root1,

ArrayList<ArrayList<Integer>> tree2,int root2) {

String code1 = generateCode(tree1, root1);

String code2 = generateCode(tree2, root2);

return code1.equals(code2);

}

private String generateCode(ArrayList<ArrayList<Integer>> tree, int root) {

String[] traversalCode = new String[tree.size()];

Arrays.fill(traversalCode, "0");

int[] color = new int[tree.size()];

getTraversalCode(root,tree,traversalCode,color);

return sortCodes(traversalCode);

}

private void getTraversalCode(int current, ArrayList<ArrayList<Integer>> tree,
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String[] tc, int[] color) {

color[current] = BLACK;

if (tree.get(current).size() == 1) { // if its a leaf

tc[current] = "01";

} else {

for(Integer neighbour : tree.get(current)) {

if(color[neighbour] == WHITE) {

getTraversalCode(neighbour, tree, tc, color);

tc[current] += tc[neighbour];

}

}

tc[current]+=1;

}

}

private String sortCodes(String[] traversalCode) {

Arrays.sort(traversalCode); // O(NlogN)

String sortedCode = "";

int current = 1;

while(current < traversalCode.length && traversalCode[current] != "01") {

sortedCode += traversalCode[current];

current++;

}

return sortedCode;

}

}

עבור מקרה שאנחנו לא יודעים מה השורש
שלהם.השורשיםבליהעצים2אתהמקבלתהבאההפונקציהאתניצורהמחלקהבאותה☚
העץ.מרכזאתשמוצאאחדבתורהידועFireאלגוריתםאתמהםאחדבכלנפעיל☚
2מולאותוונשווההראשוןמהעץשורשנבחרמרכזים2וישבמידההגיוני,באופןהעץשלהשורשגםהואהעץמרכז☚

השורשים האפשריים של העץ השני.
כרגיל.לעבודונמשיךisIsomorphicל-נשלחפשוטעץכלשלהמרכזאתשמצאנואחרי☚
מימוש נמצא בגיטהאב.☚

✪ סיבוכיות זמן ריצה
-בהינתן שורש☚

הקודוהרכבתהמערךמיוןכלומרהפעלת,בהתחלההמחרוזותמערךמילוי- 𝑂(𝑁)𝐷𝐹𝑆𝑂( 𝑉| | + 𝐸| |)
סה"כ- 𝑂(𝑁 · 𝑙𝑜𝑔(𝑁))𝑂(𝑁 · 𝑙𝑜𝑔(𝑁) + ( 𝑉| | + 𝐸| |))

ריצה.זמןסיבוכיותאותהאתהגרועבמקרהנקבלולכןשריפהאלגוריתםעם-שורשללא☚ 𝑂(|𝑉|)
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Huffmanאלגוריתם

✪ מבוא
קידוד.שלבעיותפותר)Huffman(האפמןאלגוריתם☚

☚  קוד האפמן נוצר בשיטה לקידוד תווי טקסט ללא אובדן של נתונים, הקוד מספק דחיסת נתונים מרבית.
☚  השיטה מבוססת על הקצאות אורך הקוד לתווים לפי שכיחותם, תו נפוץ יותר יוצג באמצעות מספר קטן של סיביות.

✪ תיאור הבעיה
☚  נתונה סדרה ממוינת של הסתברויות שבהן אותיות.

☚  יש לפתח אלגוריתם שמחזיר את הקידוד האופטימלי של האותיות הנתונות.

✪ הסבר עם דוגמה
☚  בהינתן תווים והסתברות של כל תו להופיע:

☚  בעזרת ההסתברויות הנתונות נרצה לקודד את התווים האלה,
אתנפגושכאשראזלדוגמה 𝑎 = 110,  𝑏 = 11000,  𝑐 = 1

הקוד
.ב-מדוברכינבין 110, 1100, 1"𝑎𝑏𝑐"

dהתושלנובדוגמהאזתו,כלשללמופעהסתברויותשישבגלל☚
יופיע

נרצהגבוההבהסתברותdש-בגללמהשאר.לכןפעמיםהרבההכי
לתת לו כמה שפחות ביטים (כי הוא מופיע הכי הרבה אז למה לנו

לבזבז באורך של ביטים ולפגוע בזיכרון של התוכנית שלנו).

תוהסתברות

10%a1

18%b2

24%c3

48%d4

☚  האפמן מייצג את השיטה בעץ כאשר בעלים הנמוכים ביותר נרצה שיהיו התווים עם
ההסתברות הנמוכה ביותר. למה בעלים הכי נמוכים? - כי אם נשים את התו עם

ההסתברות הגבוהה ביותר שם, בגלל שאנחנו משתמשים בו הרבה אנחנו נאלץ לרדת
כל פעם לעומק העץ כדי לשלוף אותו וזה פעולה מבוזבזת לכן עדיף לשים שם תווים

עם הסתברות נמוכה יותר. האבא של שני העלים יהיה הסכום שלהם.

".1כ-"מוגדרוימינה"0כ-"מוגדרששמאלהכךמהעץנשלוףהקודאת☚

𝑑העץ:שלהציורעבורלכן☚ = 0,  𝑐 = 10,  𝑏 = 111,  𝑎 = 110
𝐵(𝑇).הנוסחה:לפינחשבהקודעלותאתלחשבכדי = Σ

𝑐∈𝐶
 𝑐. 𝑓𝑟𝑒𝑞 · 𝑑

𝑡
(𝑐)

קטןשקיבלנוככלהתו,אורךו-תושלההסתברותזהכאשר 𝑐. 𝑓𝑟𝑒𝑞𝑐𝑑
𝑡
(𝑐)𝐵(𝑇)

יותר.טובשהקודסימןעבוריותר 𝑇
𝐵(𝑇).ובדוגמה = 3 · 18 +  3 · 10 +  2 · 24 +  1 · 42 = 180
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✪ שיטת האלגוריתם
☚  נעזר בדוגמה שהצגנו מלמעלה.

☚  נבנה טבלה המייצגת את היחסים בעץ, הסכומים שנוצרו וההסתברויות של כל תו.
צמתים.כלומרהתוויםשלצמתיםוגםפנימייםצמתיםבעץ:הצמתיםמספרכגודליהיוהאינדקסים☚ 𝑛 − 1𝑛2𝑛 − 1

☚  נמלא את הטבלה באופן הבא:

שמאלהימינההאבאההסתברותהתואינדקס

0a104------------------

1b184------------------

2c245------------------

3d486------------------

4---------285ba

5---------5264c

6---------100---------53

הגרף:שלובציורבטבלהנעזרaאתלמשוךלמשלכדיומכאן,☚
למסלולנשרשרולכן4באינדקסשהאבאונגלהשלו,האבאמיונשאל0באינדקסaשללמקוםנלך-

.𝑎𝑛𝑠 = "0"
ונקבלאותוגםנשרשרולכן5שזהונגלהשלוהאבאמיגםונשאל4באינדקסעומדיםאנחנועכשיו-

𝑎𝑛𝑠 = "10"
𝑎𝑛𝑠.ונקבלונשרשר6שזהונגלההאבאמיאותוגםנשאל5ל-כשנגיע- = "110"
אתולהחזירהתוכניתאתלסייםואפשרהשורשאלהגענוכינביןולכן100היאשההסתברותנגלה6ל-כשנגיע-

הנתון.העץלפיaל-להגיעהדרךזהואכןהואכאשרהקוד 𝑎𝑛𝑠 = "110"

✪ רעיון והוכחת הנכונות
נממש את הקידוד האפמן.

המטרה היא שצמתים עם שכיחות גבוהה יקבלו פחות ביטים וצמתים עם שכיחות נמוכה יקבלו יותר ביטים.
השיטה היא לבנות עץ מלמטה למעלה, כך שבכל פעם לוקחים בצורה חמדנית את שני התווים עם השכיחות הכי

נמוכה ומצרפים אותם תחת צומת "אבא" חדש המקבץ את שניהם תחתיו.
.1ימניובן0שמאליבןלדוגמאהקידוד,אתמשחזריםהעץ,אתשישלאחר
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אם השכיחויות ממוינות, ניתן בעזרת שימוש בשני תורים לייצר את העץ בסיבוכיות לינארית ובכל רגע נתון יהיה אפשר
למצוא את שני האיברים המינימליים במספר פעולות פשוטות ולשמור את האבא שלהם בתור החדש.

יהיהשלהםהחיבורהשני,בתורהתשובהאתונציבהתוריםמשניהמינימליםחדשיםאיברים2נבחראםמכן,לאחר
בהכרח יותר גדול מהחיבור הקודם, ולכן המיון נשמר לאורך כל האלגוריתם.

✪ תיאור בניית העץ (הטבלה)
,𝑞1ריקיםתוריםשנימגדירים.1  𝑞2
התור-בראשיהיהביותרהקטןשהעלהכךהעץ),(עליהתוויםשלהאינדקסיםכלאתל-מכניסים.2 𝑞1𝑂(𝑁)
כל עוד בשני התורים יש יותר מאיבר אחד:.3

a.1+התוויםמספרשל(האינדקסהראשוןמהאבהחללעבודמתחילים.(
b.בהתאם.התוריםשנישלמהראשהבנים)2(ביותרהקטניםהאיבריםשניאתמוציאים (𝑝𝑜𝑙𝑙)(𝑝𝑒𝑒𝑘)
c..עבור השורה בטבלה של האב מציבים את הבן השמאלי והימני שלו בהתאם לעמודות
d..מציבים אצל הבן השמאלי והימני את אינדקס האב
e..המשקל של האב יהיה הסכום של המשקל של הבן הימני והמשקל של הבן השמאלי
f.ל-האבאינדקסאתמכניסים.𝑞2

g.לסעיףחוזריםa.
הצומת האחרון שנשאר באחד מהתורים הוא ראש העץ - סיימנו לבנות את העץ/הטבלה..4

O(N(עבורפסאודו-קוד✪

Huffman(A):
N ⇐ |A|
create Queue Q1
create Queue Q2

for i⇐ 0 to N do:
create Node node
node.freq ⇐ A[i].freq
node.char ⇐ A[i].char
Enqueue(Q1, node)

end-for

while |Q1| + |Q2| > 1 do:
x ⇐ getMin(Q1, Q2)
y ⇐ getMin(Q1, Q2)

create Node z
z.left ⇐ x
z.right ⇐ y
z.freq ⇐ x.freq + y.freq
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x.parent ⇐ z
y.parent ⇐ z

Enqueue(Q2, z)
end-while

if Q1 is empty then:
root ⇐ Dequeue(Q2)
return root

else:
root ⇐ Dequeue(Q1)
return root

end-Huffman

getMin(Q1, Q2):
create Node x

if Q1 is empty then:
x ⇐ Dequeue(Q2)

else if Q2 is empty then:
x ⇐ Dequeue(Q1)

else:

if Q1.head().freq > Q2.head().freq then:
x ⇐ Dequeue(Q2)

else:
x ⇐ Dequeue(Q1)

end-if
end-if
return x

end-getMin

ממוין)לא(מקרהNlogN)O(עבורפסאודו-קוד✪

HuffmanUnsorted(A): // O(NlogN)
Sort(A) // by A.freq
root ⇐ Huffman(A)
return root

end-HuffmanUnsorted

✪ פסאודו-קוד עבור הדפסת קוד הופמן (רקורסיבי)

getHuffmanCode(A):
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root ⇐ Huffman(A)
HuffmanCode(root)

end-getHuffmanCode

HuffmanCode(root):
if root.left = NULL and root.right = NULL then:

print(root.char)
else:

print(“0” + HuffmanCode(root.left))
print(“1” + HuffmanCode(root.right))

end-if
end-HuffmanCode

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם (אך ורק אם הקלט ממויין)
public class Huffman {

private char[] letters;

private int[] frequency;

private String[] huffman_code;

private int[][] tree;

private int number_of_letters, number_of_nodes;

private Queue<Integer> queue1, queue2;

static int weight = 0, left = 1, right = 2, parent = 3;

public Huffman(char[] l, int[] f) { // USING 2 QUEUES, O(N)

letters = l;

frequency = f;

number_of_letters = l.length;

number_of_nodes = 2*number_of_letters -1;

tree = new int[number_of_nodes][4];

huffman_code = new String[number_of_letters];

queue1 = new LinkedList<>();

queue2 = new LinkedList<>();

for(int i = 0; i < number_of_letters; i++) {

tree[i][weight] = frequency[i];

queue1.add(i);

}

generateTree();

generateCode("",number_of_nodes-1);

}

private void generateTree() { // O(N)

int current_parent = number_of_letters;
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while(queue1.size() + queue2.size() > 1) {

/* getting left and right child by priority */

int current_left = getMinimum();

int current_right = getMinimum();

/* add the same parent index to both child */

tree[current_left][parent] = current_parent;

tree[current_right][parent] = current_parent;

/* add the weight to the parent by summing the weights

*  of left child and right child */

tree[current_parent][weight] = tree[current_left][weight] +

tree[current_right][weight];

/* adding the left and right child to the parent */

tree[current_parent][left] = current_left;

tree[current_parent][right] = current_right;

/* adding the current parent to the second queue */

queue2.add(current_parent);

current_parent++;

}

}

private int getMinimum() {

if(queue1.isEmpty() && queue2.isEmpty()) { return -1;}

if(queue1.isEmpty()) { return queue2.poll(); }

if(queue2.isEmpty()) { return queue1.poll(); }

if(tree[queue1.peek()][weight] > tree[queue2.peek()][weight]) {

return queue2.poll();

}

return queue1.poll();

}

}

בנוסף לאלגוריתם אפשר גם לאסוף את הקודים בהוספת הפונקציות הבאות

private void generateCode(String code, int current_node) { // O(N)

if(current_node < number_of_letters) {

huffman_code[current_node] = code;

return;

}

generateCode(code + "0", tree[current_node][left]);

generateCode(code + "1", tree[current_node][right]);

}

public String getCode() {

String code = "";
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for(int i = 0; i < number_of_letters; i++) {

code += letters[i] + " = " + huffman_code[i] +",  ";

}

return code;

}

סיבוכיות זמן ריצה
הצמתיםכמספרהאלופעולותאתמבצעים,והצבההשוואהפעולותהצמתים,זוגותכלעלמעבר- 𝑂(1)

𝑂(𝑁).ולכןהפנימיים
𝑂(𝑁).-שלוהקודאתשומריםלעלה,וכשמגיעיםבגרףהצלעותכלעלעובריםההדפסה:עבור-

𝑂(𝑁).הדפסה:כוללהמימושכלעבורסה"כ-

דור עזריה
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עץ פורש מינימלי

✪ הגדרה - עץ פורש
לוואין,Gצומתיכלאתהמכיל,GשלקשירגרףתתהואGקשירגרףשלפורשעץהגרפים,בתורת

.עץמעגלים.  תת-גרף כזה הוא
באיור משמאל, אפשר לראות כי נגענו בכל הצמתים של הגרף מבלי לסגור מעגלים.

✪ הגדרה פורמלית - עץ פורש
מצלעותיווחלקקודקודיכלאתשמכילשלתת-גרףהואקשירגרףשלפורשעץ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)𝑇 = (𝑉, 𝐸

𝑇
)𝐺𝐺

מקיים:והוא),(כלומר 𝐸
𝑇

⊆ 𝐸

מעגלים.חסר.1 𝑇
ביניהם).המקשרמסלולקייםקודקודיםשנילכל(כלומרקשיר.2 𝑇

✪ הגדרה - עץ פורש מינימלי
Minimum(אנגלית:מינימליפורשעץ spanning treeבקצרהאוMST(

הוא עץ המורכב מתת-קבוצה של צלעות בגרף נתון ומקיים את התכונות:
פורש את הגרף - כלומר, כולל את כל הצמתים בגרף..1
מינימלי בסכום משקלי הקשתות שלו, שהוא הקטן ביותר האפשרי מכל העצים.2

הפורשים.

✪ הגדרה פורמלית - עץ פורש מינימלי
,משקלויהיעץועבורהואהצלעמשקלאם (𝑢, 𝑣)𝑊(𝑢, 𝑣)𝑇𝑊(𝑇) = Σ

(𝑢,𝑣)∈𝐸
𝑇

𝑊(𝑢, 𝑣)

ביותר.הקטןבעלזההואהמינימליהפורשהעץ 𝑊(𝑇)

נמוך ביותר. יכולים להיות כמה עצים פורשים מינימליים.- עץ פורש מינימלי הוא עץ פורש בעל משקל כוללבקצרה

:לא מכווןכיום משתמשים בשני אלגוריתמים ידועים לגרף
האלגוריתם של פרים..1
האלגוריתם של קרוסקל..2

במבני הנתונים בהם משתמשים.. זמן הריצה המדויק שלהם תלויחמדנייםשניהם אלגוריתמים

דור עזריה
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Kruskalאלגוריתם

✪ מבוא
בגרף ממושקל קשיר לא מכוון.מציאת עץ פורש מינימלילפתרון בעייתחמדןהאלגוריתם של קרוסקל הוא אלגוריתם

המטרה היא למצוא תת קבוצה של הקשתות שתיצור עץ המכיל את כל הקודקודים המקוריים, כאשר סכום משקלי
סרטוןהקשתות בתת-קבוצה זו מינימלי.

✪ תיאור האלגוריתם
☚  לפי אלגוריתם זה, כדי לבחור את הקשתות שיימצאו בעץ פורש מינימלי, יש למיין לפי משקליהן תחילה.

☚  אחר כך יש ליטול לפי הסדר קשת אחר קשת ולהוסיפה לתת הגרף, מהקשת המינימלית עד לקשת הגדולה ביותר
במשקלה, כל עוד לא ייווצר מעגל בגרף המתקבל.

☚  תת הגרף שמתקבל לבסוף הוא עץ פורש מינימלי.
☚  האלגוריתם הוא חמדן, כיוון שבכל צעד נבחרת הפעולה הנראית אופטימלית באותו שלב - נוטלים את הקשת

שמשקלה הקטן ביותר.

✪ סיבוכיות האלגוריתם
סיבוכיות האלגוריתם מושפעת בעיקר מהצורך למיין את הצלעות בתחילת הפעלתו.

.היאהסיבוכיותהצלעותוקבוצתקודקודיםקבוצתעםבגרף 𝑉𝐸𝑂( 𝐸| | · log 𝑉| |)
שזהאקרמןלפונקצייתהפוכהפונקציההיאכאשרהיאהסיבוכיות,מראשממוינותוהצלעותבמידה 𝑂( 𝐸| | · α( 𝑉| |) )α
α(𝑛) ≅ 𝑂(1).כמעט

✪ שלבי האלגוריתם
ריק.מינימאליפורשעץ–בונים.1 𝑇
|𝑂(|𝐸-לגדול).(מהקטןעולהבסדרהגרףצלעותאתממיינים.2 log |𝐸|)
שלו,לקבוצהשייךבגרףקודקודשכל)הנתוניםמבנה(בעזרתזרותקבוצותמספרמגדירים.3 𝑢𝑛𝑖𝑜𝑛 − 𝑓𝑖𝑛𝑑

.)דורשזהבמבנהבפעולות(השימוש.ל-שווהקבוצותמספרכלומר 𝑉| |𝑂(log 𝑉| |)
הגרף.קודקודשהואשלוהשורשאתרקמכילעץשכלעציםמ-המורכביערמגדיריםאחרותבמילים 𝑉| |

מינימאלי.משקלבעלתצלעשלפים.4  𝑒 = (𝑢, 𝑣)
שונות,לקבוצותשייכיםו-הקודקודיםכלומרעצים,שניביןמחברתהצלעאם.5 𝑢𝑣

safe–"בטוחהצלע"נקראתכזו(צלעהעצים.אתומאחדיםל-אותהמוסיפיםאז edge.( 𝑇
כזו סוגרת מעגל) מדלגים עליה.עץ (הצלעלאותובמקרה שהצלע מחברת שני קודקודים השייכים

אםמסתיים,האלגוריתםכןאם.ל-שווהב-צלעותמספרהאםבודקים.6 𝑇𝑉| | − 1
.4לשלבחוזריםלא

דור עזריה
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✪ דוגמה
1שלב

זה הגרף המקורי שלנו.
המספרים ליד הקשתות מציינים את משקלן, אף קשת לא מודגשת.

2שלב
ביותר.הקלותהן5שמשקלןCEו-ADהקשתות

ADוהודגשה.שרירותיבאופןנבחרה

3שלב
ולכןמעגל,סוגרתשאינהביותרהקלההקשתהיא5שמשקלהCEכעת

מודגשת.

4שלב
.6שמשקלהDFהיאמעגלסוגרתשאינההבאהביותרהקלההקשת

5שלב
.7שאורכןBEו-ABהןביותרהקלותהקשתותכעת
ABומודגשת.שרירותיבאופןנבחרת

(בירוק),Dל-BביןמסלולקייםשכברכיווןבאדוםנצבעתBDהקשת
תיבחר.אם)ABD(מעגלתיצורהיאולכן

5שלב
בירוק.נצבעתBEו-ממשיךהתהליך

בשלב זה מספר קשתות נצבעות באדום:
BCהמעגלאתתיצורהיא(כיBCE,(

),DEBAהמעגלאתתיצורהיא(כיDEהקשת
).FEBADהמעגלאת(שתיצורEFו-

דור עזריה
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7שלב
פורשעץומציאת,9שמשקלהEGהקשתבחירתעםמסתייםהתהליךלבסוף,

מינימלי (בירוק).

✪ נכונות האלגוריתם
מינימליפורשעץקרוסקל,אלגוריתםבעזרתשנבנהעץיהיההשלילה.בדרךקרוסקלאלגוריתםשלנכונותאתנוכיח 𝑇 𝑆 

.שלכוללמשקל-כאשר,אי-שוויון:ומתקיים 𝑊(𝑆) < 𝑊(𝑇)𝑊(𝑆)𝑆
צלעותשמספרכךמינימליפורשעץכ-ניקחמינימליים,פורשיםעציםמספרלהיותיכולשבגרףמכיוון☚ 𝑆𝑘

מינימליים.פורשיםעציםכלביןמקסימאליהואעםמשותפות 𝑇
(ברורקרוסקל,שלאלגוריתםהרצתאחרישמתקבלתצלעותסדרתיהיה☚ 𝑒

1
,  𝑒

2
 ,  .  .  .,  𝑒

𝑖−1
,   𝑒

𝑖
 ,  .  .  .  ,  𝑒

𝑛

שהסדרה ממוינת בסדר לא יורד).
)ל-שייכות(צלעות,ל-שייכתשלאזובסדרההראשונההצלעיהי☚ 𝑒

𝑖
= (𝑎, 𝑏)(𝑒

𝑖
∉ 𝑆)𝑒

1
,  𝑒

2
 ,  .  .  .,  𝑒

𝑖−1
𝑆

.מעגלישS1ב-אזיצלעות,nבעלחדשגרףנקבל,Sלעץeiצלעאתנוסיף☚ 𝑆
1

= 𝑆 ∪ 𝑒
𝑖

𝐶

.כלומרל-שייכתשלאצלעקיימתעץ,במעגלהואש-מכוון☚ 𝑇𝐶𝑒
𝑝

𝑇𝑒
𝑝

∉ 𝑇

,e1צלעותעםמעגליםסוגרתלאהיאלכן:ו-הצלעותמשקליאתנשווה☚ e2 , . . ., ei-1,,בשלבאבל 𝑒
𝑝

𝑒
𝑗

𝑒
𝑝

∈ 𝑆𝑖

.לכן,epב-ולאב-בחרנו 𝑒
𝑖

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒
𝑖
) ≤ 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒

𝑝
)

.עץ:נקבל,מגרףצלענסיר☚ 𝑒
𝑝

 𝑆
1

𝑆
2

= 𝑆
1

− {𝑒
𝑝
} = 𝑆 ∪ {𝑒

𝑖
} − {𝑒

𝑝
}

.עםמשותפותצלעותk+1בווישמ-התקבלעץ 𝑆
2

𝑆𝑇

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑆כי:לבנשים☚
2
) = 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑆

1
) +  𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒

𝑖
) – 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒

𝑝
) ≤ 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑆

1
)

הואו-,לכן:בגרףביותרקטןשלוהמשקלמינימלי,פורשעץהואאבל☚ 𝑆
1

𝐺𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑆
2
) = 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑆

1
)𝑆

2

גם עץ פורש מינימלי.
מקסימאלי.עםמשותפותצלעותיושמספרמינימליפורשכעץ,בחירתעםלסתירההגענו 𝑆

1
𝑇

∎

✪ פסאודו-קוד
Kruskal(G): // O(|E|log|V|)

create Tree T ⇐ ∅

for each v∈V(G) do: // O(|V|)
MakeSet(v)

end-for
// sort E in increasing order by edges weight
Sort(E(G)) // O(|E|log|V|)

דור עזריה
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for each e∈E(G) do: // O(|E|)
if FindSet(e.u) ≠ FindSet(e.v) then:

T.add(e)
Union(e.u, e.v) //𝑶(α(n)) ≅ 𝑶(𝟏)

if |E(T)| = |V(G)|-1 then:
return T

end-if
end-for
return T

end-Kruskal

MakeSet(v): // 𝑶(𝟏)
v.parent ⇐ v

end-MakeSet

FindSet(v): //𝑶(α(n))
if v = v.parent then:

return v.parent
else:

return FindSet(v.parent)
end-FindSet

Union(u,v): //𝑶(α(n))
uRoot ⇐ FindSet(u)
vRoot ⇐ FindSet(v)
uRoot.parent ⇐ vRoot

end-Union

✪ פסאודו-קוד
)להחזיר את המשקל של כל העץ הפורש המינימלי(תרגיל:

SumOfMST(G):
sum ⇐ 0
T ⇐ Kruskal(G)

for each e∈E(T) do:
sum ⇐ sum + e.weight

end-for

return sum
end-SumOfMST

דור עזריה
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✪ פסאודו-קוד
עץ פורש מקסימלי)תרגיל:(

MaximumSpanningTreeSum(G)
for each e∈E(G) do:

e.weight ⇐ (-1)*(e.weight)
end-for

T ⇐ Kruskal(G)
sum ⇐ 0

for each e∈E(T) do:
e.weight ⇐ (-1)*(e.weight)
sum ⇐ sum + e.weight

end-for

return sum
end-MaximumSpanningTreeSum

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
את הפסאודו-קוד במקום).זה טוב רק להבנה, - ללמודמיותר ללמוד למבחן זה ארוך!(

פנימיות).2(מחלקות3בעזרתממומש

public class Kruskal {

private Edge[] graph, tree;

private DisjointSets group;

private int node_size, tree_size;

public Kruskal(Edge[] g) {

this.graph = new Edge[g.length];

for(int i = 0; i < g.length; i++) {

graph[i] = new Edge(g[i].v, g[i].u, g[i].weight);

}

node_size = 0;

tree_size = 0;

for(Edge edge : graph) {

if(edge.v > node_size) node_size = edge.v;

if(edge.u > node_size) node_size = edge.u;

דור עזריה
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}

node_size++;

group = new DisjointSets(node_size);

tree = new Edge[node_size-1];

for (int i = 0; i < node_size; i++) {

group.make_set(i);

}

findMTS();

}

private void findMTS() {

Arrays.sort(graph); // O(|E|log|E|)

for(Edge edge : graph) {

if(tree_size < node_size-1) {

if(group.union(edge.v, edge.u)) {

tree[tree_size++] = edge;

}

}

else {

break;

}

}

}

public Edge[] getTree() {

return this.tree;

}

/***************************************************

* DisjointSets CLASS! *****************************

*/

public static class DisjointSets {

private int[] parent, rank; //rank[k]>=height of tree number k

public DisjointSets(int length) {

parent = new int[length];

rank = new int[length];

}

public void make_set(int k) {

parent[k] = k;

rank[k] = 0;

}

public boolean union(int v, int u) {

int root_v = find(v);

int root_u = find(u);

דור עזריה



2אלגוריתמים||103

if(root_v == root_u) { // if its equals = there is a circle.

return false;

}

else {

if (rank[root_u] > rank[root_v]) {

parent[root_v] = root_u;

} else if (rank[root_v] > rank[root_u]) {

parent[root_u] = root_v;

} else {

parent[root_v] = root_u;

rank[root_u]++;

}

return true;

}

}

public int find(int v) {

if(parent[v] != v) {

parent[v] = find(parent[v]);

}

return parent[v];

}

}

/***************************************************

* EDGE CLASS! *************************************

*/

public static class Edge implements Comparable<Edge> {

int v, u, weight;

public Edge(int v, int u, int weight) {

this.v = v;

this.u = u;

this.weight = weight;

}

@Override

public String toString() {

return "{" +

"v=" + v +

", u=" + u +

", weight=" + weight +

'}';

}

@Override

public int compareTo(Edge o) {

return Integer.compare(this.weight,o.weight);

}

}

}

דור עזריה
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Primאלגוריתם

✪ מבוא
.לא מכווןבגרף ממושקלעץ פורש מינימלילמציאתהמשמשחמדניהאלגוריתם של פרים הוא אלגוריתם

האלגוריתם מתחיל את בניית העץ מקודקוד פתיחה שנבחר באקראי.
בכל צעד האלגוריתם מוסיף לעץ את הצלע בעלת המשקל המינימלי מבין אלה היוצאות מקודקודי העץ ולא סוגרות מעגל.

בעת מימוש האלגוריתם נעשה שימוש בערימה שמתוכה מוציאים בכל פעם את הצלע המינימלית.

✪ סיבוכיות האלגוריתם
|𝑂(|𝐸.תהיההאלגוריתםסיבוכיות)heap(בערימהמשתמשיםאם · 𝑙𝑜𝑔|𝑉|)

, אם הקלט כברלמרות זאתשל האלגוריתם של קרוסקל.מזוטובה☚ באופן כללי היעילות של האלגוריתם של פרים
ממוין לפי משקלי הצלעות או כאשר ניתן למיין אותם בזמן לינארי, אז האלגוריתם של קרוסקל יהיה מהיר יותר.

✪ שיטת האלגוריתם
הקודקודים.עבורומערךעדיפויותתורמגדירים☚ 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡[|𝑉|]
)0עדיפותעםלתורנכנס(הגרף.עלשרירותימקודקודמתחילים☚ 𝑠𝑠
𝑠.מאליהםשמגיעההצלעמשקלשלהעדיפותעםשלוהשכניםכלאתהעדיפויותלתורמכניסים☚

☚ כל עוד התור לא ריק, שולפים את הקודקוד עם העדיפות המינימלית, מוסיפים את הצלע לעץ (בין הקודקוד הנשלף
לאבא שלו) ומכניסים לתור את כל השכנים שלא סיימנו איתם עם עדיפות של משקל הצלע שמגיעה אליהם מאותו קודקוד

(אם הם כבר בתור אז רק מעדכנים את העדיפות למינימאלי).

✪ פסאודו-קוד

Prim(G,root):
create Tree T ⇐ ∅
create PriorityQueue Q // Min-PriorityQueue key by key[v]
create key[|V(G)|]
create visited[|V(G)|]
create parent[|V(G)|]
numEdges ⇐ 0

for each v∈V(G) do: // O(|V|)
key[v] ⇐ ∞
visited[v] ⇐ FALSE
parent[v] ⇐ NIL

end-for

key[root] ⇐ 0

Q ⇐ V(G) // fill (v,key[v])
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while (Q is not empty) and (numEdges < |V(G)| - 1) do:

u ⇐ extractMin(Q)

for each v∈Adj(u) do:

if visited[v] = FALSE and key[v] > weight(v,u) then:
key[v] ⇐ weight(v,u)
parent[v] ⇐ u
decreaseKey(Q, v, weight(v,u) )

end-if
end-for

visited[u] ⇐ TRUE
x ⇐ getMin(Q)
T.add(parent[x], x)
numEdges ⇐ numEdges + 1

end-while

return T

end-Prim

✪ דוגמה
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שלבים של האלגוריתם בהתאם לדוגמא מלמעלה:
1שלבאתחול

QPkeyקדקודיםQPkeyקדקודים

aaNIL0aNIL0

bbNIL∞bba4

ccNIL∞ccNIL∞

ddNIL∞ddNIL∞

eeNIL∞eeNIL∞

ffNIL∞ffNIL∞

ggNIL∞ggNIL∞

hhNIL∞hha8

iiNIL∞iiNIL∞

:סימונים
.Qהתוראתעזבקודקוד–אפורהמשבצת

– מצב הקדקוד השתנה בהשוואה לשלב הקודם.אות אדומה

3שלב2שלב

QPkeyקדקודיםQPkeyקדקודים

aNIL0aNIL0

ba4ba4

ccb8cb8

ddNIL∞ddc7

eeNIL∞eeNIL∞

ffNIL∞ffc4

ggNIL∞ggNIL∞

hha8hha8

iiNIL∞iic2
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5שלב4שלב

QPkeyקדקודיםQPkeyקדקודים

aNIL0aNIL0

ba4ba4

cb8cb8

ddc7ddc7

eeNIL∞eef10

ffc4fc4

ggi6ggf2

hhi7hhi7

ic2ic2

7שלב6שלב

QPkeyקדקודיםQPkeyקדקודים

aNIL0aNIL0

ba4ba4

cb8cb8

ddc7ddc7

eef10eef10

fc4fc4

gf2gf2

hhg1hg1

ic2ic2

9שלב8שלב
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QPkeyקדקודיםQPkeyקדקודים

aNIL0aNIL0

ba4ba4

cb8cb8

dc7dc7

eed9ed9

fc4fc4

gf2gf2

hg1hg1

ic2ic2

:התוצאה
).keyשדותשלהסכוםלפיאוהאיורלפילבדוק(ניתן37שמשקלומינימליפורשעץקיבלנו

parent(אבותקודקודישלPמערךלפי vertices(עץ:לבנותניתן

✪ הוכחת נכונות
מינימלי.פורשעץשלתת-עץמקבליםאנוTל-חדשהצלעמוסיפיםשאנושלבשבלנוכיח

הוכחה באינדוקציה.
)root(העץשורשאתעדיפויותמתורמוציאיםאנוהאלגוריתםשלהראשוןבשלב.בסיס.1 𝑄(𝑚𝑖𝑛 ℎ𝑒𝑎𝑝)

מינימלי.משקלובעלתמהשורששיוצאתצלעמינימליפורשלעץומוסיפים 𝑇
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.שלתת-עץקיבלנוכלשהושבשלבנניח.2 𝑇
1

𝑇

הגרף:קודקודישלזרותקבוצותשתיקיבלנואנוQמ-חדשקדקודשמוציאיםלפני.3
.לקבוצההשייכיםוקודקודיםל-השייכיםקודקודיםקבוצת 𝑇

1
𝑉 − 𝑇

1

עץשלתת-עץיוצרתל-אותהשמוסיפיםמינימאלימשקלבעלתחדשהשצלענוכיח 𝑒 = (𝑎, 𝑏) 𝑇
1

𝑇
1

∪ {𝑒}

פורש מינימאלי.
הטענה.אתהוכחנואם.אותוונסמןכלשהומינימאליפורשעץעדאתנשלים 𝑇

1
𝑇

𝑚𝑖𝑛
𝑒 ∈ 𝑇

𝑚𝑖𝑛

.bו-aקודקודיםשמחברב-Pבמסלולנתבונן.ש-נניח 𝑒 ∉ 𝑇
𝑚𝑖𝑛

𝑇
𝑚𝑖𝑛

).וקדקודי(קודקודיזרותלקבוצותהשייכיםקודקודיםמחברתeצלע 𝑇
1

𝑉 − 𝑇
1

.ו-האלההקבוצותשתישמחברתצלעקיימתPבמסלוללכן 𝑒
1

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒) ≤ 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒
1
)

בוישכיGשלמינימאליפורשעץגםשהואנקבל,eבצלעצלעב-נחליף 𝑇
𝑚𝑖𝑛

𝑒
1

𝑇
2
 =  𝑇

𝑚𝑖𝑛
 −  {𝑒

1
} +  𝑒

.שלמשקלעלעולהלאומשקלוקשירהוא,ב-כמוצלעותמספראותו 𝑇
𝑚𝑖𝑛

𝑇
𝑚𝑖𝑛

.שהואמינימאליפורשעץעדאתלהשליםניתןאז 𝑇
1

∪ {𝑒}𝑇
2

∎

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
(מיותר ללמוד למבחן זה ארוך! זה טוב רק להבנה, - ללמוד את הפסאודו-קוד במקום).

פנימיות).2(מחלקות3בעזרתממומש

public class Prim {

private ArrayList<Node>[] graph;

private Edge[] tree;

private int[] color, parent, weight_arr;

private Node[] nodes;

private PriorityQueue<Node> queue;

private static final int white = 0, grey = 1, black = 2;

private static final int infinity = Integer.MAX_VALUE;

private int s;

public Prim(ArrayList<Node>[] graph, int s) {

this.graph = graph;

this.s = s;

int n = graph.length;

color = new int[n];

parent = new int[n];

weight_arr = new int[n];

queue = new PriorityQueue<Node>();

Arrays.fill(parent, -1);

Arrays.fill(weight_arr, infinity);

nodes = new Node[n];

for (int i = 0; i < graph.length; i++) {

nodes[i] = new Node(i, infinity);
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}

tree = new Edge[n-1];

}

public void CreateMST() {

color[s] = grey;

weight_arr[s] = 0;

nodes[s].weight = 0;

queue.add(nodes[s]);

int edges = 0;

while(edges < graph.length - 1) {

Node v = queue.poll();

if(parent[v.id] != -1) {

tree[edges++] = new Edge(v.id, parent[v.id], weight_arr[v.id]);

}

for(Node n : graph[v.id]) {

int nid = n.id;

if(color[nid] == white) {

color[nid] = grey;

weight_arr[nid] = n.weight;

parent[nid] = v.id;

nodes[nid].weight = n.weight;

queue.add(nodes[nid]);

}

else if(color[nid] == grey){

if(weight_arr[nid] > n.weight) {

weight_arr[nid] = n.weight;

nodes[nid].weight = n.weight;

queue.remove(nodes[nid]);

queue.add(nodes[nid]);

}

}

}

color[v.id] = black;

}

}

public Edge[] getTree() {

return tree;

}

public int getSum() {

int sumWeight = 0;

for (int i = 0; i < weight_arr.length; i++) {

sumWeight = sumWeight +weight_arr[i];

}

דור עזריה



2אלגוריתמים||111

return sumWeight;

}

}

class Edge {

int v, u, weight;

public Edge(int v1, int v2, int w) {

this.v = v1;

this.u = v2;

this.weight = w;

}

@Override

public String toString() {

return "(" + u + "," + v + ",w:" + weight + ')';

}

}

class Node implements Comparable<Node>{

int id, weight;

public Node(int id, int weight) {

this.id = id;

this.weight = weight;

}

@Override

public int compareTo(Node o) {

return Integer.compare(this.weight, o.weight);

}

}
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מסלול אוילר ומעגל אוילר

✪ הגדרה - מסלול אוילר
.מכווןלאגרףגרףיהי 𝐺(𝑉, 𝐸)

בלבד,אחתפעםשלהצלעותבכלעוברהואאם,בגרףאוילרמסלולנקראמסלול 𝑃
𝑥,𝑦

𝐺𝐺

𝑥.ובנוסף ≠ 𝑦

✪ הגדרה - מעגל אוילר
.מכווןלאגרףגרףיהי 𝐺(𝑉, 𝐸)

כלומרסגור,אוילרמסלולהואבגרףאוילרמעגל 𝐺
מסלול העובר בכל הצלעות בגרף פעם אחת בלבד

והקודקוד ההתחלתי הוא גם קודקוד הסיום.

✪ הגדרה - גרף אוילריאני
מכוון.לאגרףגרףיהי 𝐺(𝑉, 𝐸)

הוא גרף המכיל מעגל אוילר.גרף אוילריאני

✪ משפט - זיהוי גרף אוילריאני
מכוון.לאגרףגרףיהי 𝐺(𝑉, 𝐸)

זוגיות.הגרףדרגותוכלקשירהגרףאוילר)(מעגלאוילריאניהגרף 𝐺 ⇔  𝐺

✪ משפט - זיהוי מסלול אוילר
מכוון.לאגרףגרףיהי 𝐺(𝑉, 𝐸)

אי-זוגיות.דרגותבעליקודקודים2בדיוקוישקשירהגרףאוילרמסלולישבגרף 𝐺 ⇔  𝐺

מסלול אוילרמעגל אוילר

גרף לא-מכווןרק לשני צמתים בגרף בעלי דרגה אי-זוגיתכל צומת בגרף חייב להיות בעל דרגה זוגית
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✪ אלגוריתם למציאת מעגל אוילר
☚ נבחר קודקוד ראשון ונתחיל ממנו מסלול.

☚ נטייל במסלול ונחלק למקרים:
אם סגרנו מעגל אבל לא סימנו את כל הצלעות בגרף:.1

a..נסמן את הצלע שסגרה את המעגל
b..נכניס למחסנית את הקודקוד האחרון שביקרנו בו שסגר את המעגל
c...נחזור צעד אחורה לקודקוד הקודם ונמשיך לטייל איתו בצלע אחרת וכך הלאה

אם סגרנו מעגל כשהקודקוד האחרון במסלול הוא הקודקוד הראשון וגם כל הצלעות בגרף מסומנות, זה אומר.2
שסיימנו את האלגוריתם. המחסנית שיצרנו הוא המסלול של מעגל אוילר שלנו.

✪ פסאודו-קוד
getEuler(G):

count ⇐  0
pathNode ⇐  1
cycleNode ⇐ 0

for each v∈V(G) do:
if deg(v) modulo 2 = 1 then:

count ⇐ count + 1
pathNode ⇐ v

else:
cycleNode ⇐ v

end-if
end-for

if count > 2 then:
print(“No path and no cycle”)
return NULL

end-if

if isConnected(G,0) = TRUE then:
if count = 2 then: // Eulerian Path

return generateEuler(G,pathNode)
end-if

if count = 0 then:
return generateEuler(G,cycleNode)

end-if
end-if

return NULL
end-getEuler
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isConnected(G, src):
create Queue Q ⇐ ∅

create color[|V(G)|]

for each v∈V(G) do:
color[v] ⇐ WHITE

end-for

color[src] ⇐ GRAY
Enqueue(Q,src)

while Q is not empty do:
u ⇐ Dequeue(Q)

for each v∈Adj(u) do:

if color[v] = WHITE then:
color[v] ⇐ GRAY
Enqueue(Q,v)

end-if
end-for

color[u] ⇐ BLACK
end-while

for each v∈V(G) do:
if color[i] ≠ BLACK then:

return FALSE
end-if

end-for

return TRUE
end-isConnected

generateEuler(G,src):
create Stack stack ⇐ ∅

create List path ⇐ ∅

stack.push(src)

while stack is not empty do:
u ⇐ stack.top()
if deg(u) = 0 then:

stack.pop()
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path.add(u)
else:

v ⇐ {v|v∈Adj(u)} // get a neighbour
stack.push(v)
E(G) ⇐ E(G) - {u,v}

end-if
end-while

return path

end-generateEuler

לדוגמה עבור הגרף הבא בציור:
נקבל במבני הנתונים שלנו בסוף התוכנית:

𝐶 = {9, 1, 3, 4, 6, 7, 8, 6, 5, 4, 8, 3, 2, 1, 8, 9}

✪ סיבוכיות
𝑂(|𝑉|).מעגלאוגרףבדיקת☚
|𝑂(|𝑉.בסיבוכיותBFSבעזרתקשירותבדיקת☚ + |𝐸|)
בכלכאשראיטרציותהיותרלכליהיוולכןצלעיורדתאיטרציהבכלכי-אוילרמעגל/מסלולהחזרת☚ 𝑂(|𝐸|)𝑂(|𝐸|)

הכיוונים).2בvלuביןהצלעמחיקתשלנכוןמימושכוללזה(הערה:זהאיטרציה 𝑂(1)
|𝑂(|𝑉.סיבוכיות:סה"כ☚ + |𝐸|)

✪ הערה חשובה מאוד
במבחן אם מבקשים להחזיר מעגל אוילר יש קודם כל לבדוק תקינות לפי המשפט שהצגנו למעלה.

בודקים האם כל הקודקודים בדרגות זוגיות..1
קשיר).שהגרףמראשלנואמרולאאם.(רקבעזרתקשירהגרףהאםבודקים.2 𝐵𝐹𝑆

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public Stack<Integer> EulerianCycle(ArrayList<ArrayList<Integer>> graph, int

start_node) {

if(hasEulerianCycle(graph)) // there is a cycle

return EulerianAlgorithm(graph,start_node);

return new Stack<>();

}

private boolean hasEulerianCycle(ArrayList<ArrayList<Integer>> graph) {

for(ArrayList<Integer> list : graph) {

if (list.size() % 2 == 1) {

דור עזריה
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return false;

}

}

return true;

}

private Stack<Integer> EulerianAlgorithm(ArrayList<ArrayList<Integer>> graph, int

start_node) {

if(start_node >= graph.size() || start_node < 0) {

return new Stack<>();

}

Stack<Integer> stack = new Stack<>();

Stack<Integer> path = new Stack<>();

stack.push(start_node);

while(!stack.isEmpty()) {

int current = stack.peek();

if(graph.get(current).size() == 0) {

stack.pop();

path.push(current);

}

else {

int neighbour = graph.get(current).remove(0);

stack.push(neighbour);

graph.get(neighbour).removeIf(x->x==current);

}

}

return path;

}

✪ אלגוריתם למציאת מסלול אוילר
אי-זוגיות.דרגותבעליקודקודים2בדיוקוישקשירהגרףאוילרמסלולישבגרףבמשפט:נזכר☚ 𝐺 ⇔  𝐺

☚ לכן תחילה נבדוק אם התנאי מתקיים ובמידה וכן, נשמור את האינדקס של הקודקוד בעל הדרגה האי-זוגית (אחד
מהשניים זה לא באמת משנה), את האינדקס הזה נשלח לאותו אלגוריתם ששלחנו עבור מעגל אוילר (שיודע לפתור גם

עבור מסלולים) והוא יחזיר לנו במחסנית את המסלול.
אי-זוגיים).2בדיקתוגםלפי(קשירותהמשפטלפיתקינותלבדוקקודםישמסלול,להחזירבמבחןנשאלאם☚ 𝐵𝐹𝑆

למציאת המסלול עצמו, נחזיר את האינדקס של האי-זוגי).(מחזיר ערך בוליאני אם קיים מסלול. באלגוריתם✪ פסאודו-קוד

HasEulerPath(G):
counter ← 0
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foreach vєV(G) do
if degree(v) modulo 2 == 1 then

counter ← counter+1

if counter == 2 then
return Yes

else
return No

מימוש בגיטהאב

מימוש האלגוריתם
public Stack<Integer> EulerianPath(ArrayList<ArrayList<Integer>> graph) {

int start_index = hasEulerPath(graph);

return EulerianAlgorithm(graph,start_index);

}

private int hasEulerPath(ArrayList<ArrayList<Integer>> graph) {

int counter = 0;

int odd_index = -1;

for(int i = 0 ; i < graph.size(); i++) {

if(graph.get(i).size() % 2 == 1){

counter++;

odd_index = i;

}

}

if(counter == 2) { // then there is an euler path!

return odd_index;

}

return -1;

}
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אלגוריתם קרוסקל הפוך

✪ תיאור הבעיה
משקל).ישצלעלכל(שבווממושקלקשירמכוון,בלתיגרף-גרףקלט:☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

☚  פלט: עץ פורש מינימלי.
☚  יישמו את האלגוריתם של מחיקות (קרוסקל הפוך).

✪ רעיון והוכחת נכונות
.ReverseKruskalאלגוריתםאתנממש-
הרעיון הוא למחוק צלעות כל עוד מחיקת הצלע לא מנתקת את הגרף.-
נמיין את הצלעות מראש לפי סדר יורד של משקלים, ונבחר כל פעם את הצלע עם המשקל המקסימלי.-
נמחק אותה.לאקשירות, אזאת הגרף ליותר רכיבימנתקתאם הצלע היא "גשר" - כלומר-
בגרף.צלעותשישארואחריייעצרהתהליך- 𝑉| | − 1

✪ דוגמה

זה הגרף המקורי שלנו.
המספרים ליד הצלעות מציינים את משקל הצלע שלהם.

האלגוריתם יתחיל עם הצלע בעל המשקל הגדול ביותר שבמקרה זה הוא
DE15שלצלעמשקלעם.

אותו.נמחוקהגרף,אתמנתקתאינהDEהצלעשמחיקתמכיוון
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אםיבדוקהאלגוריתםולכןFGהואביותרהגדולהמשקלבעלהבאהצלע
מחיקת הצלע תנתק את הגרף.

.FGהצלעאתנמחוקהגרף,אתתנתקלאהצלעשמחיקתמכיוון

.BDהואביותרהגדולהמשקלבעלהבאהצלע
האלגוריתם יבדוק את הצלע הזה וימחק את אותו.

שהואמכיווןיימחקשלא,EGהואביותרהגדולהמשקלבעלהבאהצלע
מהגרף.Gצומתאתינתק

.BCהצלעהואלמחיקההבאההצלעלכן,

אתיבדוקהאלגוריתםולכן,EFהואביותרהגדולהמשקלבעלהבאהצלע
הצלע זה וימחוק אותו
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האלגוריתם יחפש אחר הצלעות הנותרים ולא ימצא צלע נוסף למחיקה;
לכן זהו הגרף הסופי שהוחזר על ידי האלגוריתם.

✪ פסאודו-קוד
ReverseKruskal(G): // O(|E|*(|V|+|E|))

// sort E in descending order by edges weight (high to low).
Sort(E(G)) // O(|E|log|E|)

create Queue Q ⇐ ∅
create Tree T ⇐ ∅

for each edge∈E(G) do: // O(|V|)
Enqueue(Q,edge)
T.add(edge)

end-for

size ⇐ |E(T)|

while size > |V(T)| - 1 do:
edge ⇐ Dequeue(Q)

if isBridge(T,edge) = false then:
Remove(T,edge)
size ⇐ size - 1

end-if
end-while

return T
end-ReverseKruskal

isBridge(T,edge): // O(|V|+|E|)
T’ ⇐ T-{edge}
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if NumberOfConnectedComponents(T’) = 2 then:
return true

else:
return false

end-isBridge

NumberOfConnectedComponents(T’): // O(|V|+|E|)
counter ⇐ 0
create color[|V(T’)|]

for each v∈V(T’) do: // O(|V|)
color[v] ⇐ WHITE

end-for

for each v∈V(T’) do: // O(|V|)
if color[v] = WHITE then:

counter ⇐ counter + 1
DFS_REC(T’,v,color)

end-if
end-for

return counter

end-NumberOfConnectedComponents

DFS_REC(T’,v, color[|V(T’)|): // O(|E| of this component)
color[v] ⇐ GRAY

for each u∈Adj(v) do:
if color[u] = WHITE then:

DFS_REC(T’,u,color)
end-if

end-for
color[v] ⇐ BLACK

end-DFS_REC

✪ סיבוכיות
|𝑂(|𝐸עולההמיון☚ · log |𝐸|)
𝑂(|𝐸|)אתחול☚
𝑂(logלנועולהDequeueב-שימוש☚ |𝐸|)
|𝑂(|𝑉.לנועולהisBridgeה-בכלשימוש☚ + |𝐸|)
|𝑂(|𝐸.עולהסיבוכיותסה"כ☚ · (|𝑉| + |𝐸|))
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Boruvkaאלגוריתם

✪ תיאור הבעיה
משקל).ישצלעלכל(שבווממושקלקשיר,מכווןבלתיגרף-גרףקלט:☚ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

☚  פלט: עץ פורש מינימלי.

✪ שיטת האלגוריתם
בקרוסקל).union-find(כמוקשירותמרכיבינתחיל-
בכל שלב נמצא את הצלע הכי נמוכה שמחוברת לרכיב הקשירות ולא סוגרת מעגל.-
לעץ.אותןוהוסףשונים)רכיבים2בין(המחברותרכיבלכלהנמוכותהצלעותאתמצאסיימנו,לאעודכל-
אתלמייןצריךאינךBoruvkaשעםהואPrimאוKruskalשללזהBoruvkaשלהאלגוריתםביןהחשובההבדל-

שווי-סיבוכיות.והםKruskalלביןבינומשמעותיהבדלאיןזאתלמרותעדיפות,בתוראותםלשמוראוהצלעות

✪ דוגמה

}A{
}B{
}C{
}D{
}E{
}F{
}G{

זהו הגרף המשוקלל המקורי שלנו. המספרים ליד
הצלעות מציינים את משקלם.

בתחילה, כל קודקוד בפני עצמו הוא רכיב קשירות יחיד
(עיגולים כחולים)

}A,B,D,F{
}C,E,G{

באיטרציה הראשונה של הלולאה החיצונית מתווסף צלע
המשקל המינימלי מכל רכיב. כמה צלעות נבחרות

,AD(פעמיים CE.(קשירותרכיבישנינותרו
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}A,B,C,D,E,F,G{ באיטרציה השנייה והאחרונה, מתווסף הצלע מהמשקל
המינימלי מכל אחד משני הרכיבים הנותרים. זה במקרה

אותו הצלע. רכיב אחד נותר לסיום האלגוריתם.
הןהקצהנקודותששתימכיווןנחשבאינוBDהצלע-

באותו רכיב.

✪ פסאודו-קוד
Boruvka(G)

for each v∈V(G) do: // O(|V|)
MakeSet(v)

end-for

create Tree T ⇐ ∅
treeSize ⇐ 0

while treeSize < |V(G)|-1 do:
create Edge[|V(G)|] cheapest // init NULL

for each edge∈E(G) do:
root1 ⇐ FindSet(edge.v1)
root2 ⇐ FindSet(edge.v2)

if root1 ≠ root2 then:

if cheapest[root1] = NULL OR
OR edge.weight < cheapest[root1].weight then:

cheapest[root1] ⇐ edge
end-if

if cheapest[root2] = NULL OR
OR edge.weight < cheapest[root2].weight then:

cheapest[root2] ⇐ edge
end-if

end-if
end-for

for each v∈V(G) do:
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if cheapest[v] ≠ NULL then:
v1 ⇐ cheapest[v].v1()
v2 ⇐ cheapest[v].v2()

if FindSet(v1) ≠ FindSet(v2) then:
treeSize ⇐ treeSize + 1
edge ⇐ new Edge(v1, v2,

cheapest[v].weight)
T.add(edge)
Union(v1,v2)

end-if
end-if

end-for
end-while

return T
end-Boruvka

MakeSet(v): // O(1)
v.parent ⇐ v

end-MakeSet

FindSet(v): //𝑶(α(n))
if v = v.parent then:

return v.parent
else:

return FindSet(v.parent)
end-if

end-FindSet

Union(u,v): //𝑶(α(n))
uRoot ⇐ FindSet(u)
vRoot ⇐ FindSet(v)

uRoot.parent ⇐ vRoot
end-Union

✪ סיבוכיות
כמותשלב,כלולאחרהצלעותכלעלעובריםשלבבכלכיל-יעילמימושע"ילהגיעניתן- 𝑂(|𝐸|𝑙𝑜𝑔|𝑉|)

יותר).גם(ואוליפחות2בפימצטמצמתהרכיבים

חלאס.
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