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טבלת סיבוכיות

סיבוכיותבעיהסיבוכיותבעיה

מציאת מעגל ברשימה𝑂(𝑛2)בעיית החניה
מקושרת חד-כיוונית בלי

זרוע

𝑂(𝑛)

מציאת מעגל ברשימה
מקושרת חד-כיוונית עם זרוע

𝑂(𝑛-במעגלאיברמציאת + 𝑚)
𝑂(𝑚)המעגלתחילתנקודתמציאת
𝑂(𝑚)הזרועאורךמציאת

המעגל)תחילתחישובעםיחדוספרנובמידה(או 𝑂(1)

𝑂(𝑛)המעגלאורךמציאת

𝑂(𝑛)מציאת מינימום במערך

מציאת מינימום ומקסימום𝑂(𝑛)מציאת מקסימום במערך
במערך

השוואות-א'אפשרות 2𝑛 − 2
השוואות.-ב'אפשרות 2𝑛 − 2
השוואות.-ג'אפשרות 2𝑛 − 3
השוואות.-ד'אפשרות 3 𝑛−2

2 + 1 + 2

-חישוב עצרתאינדוקציה מול רקורסיה
= 𝑂(2𝑛) -רקורסיבי  𝑂(𝑛)

𝑂(𝑛) -אינדוקטיבי
-חישוב סדרת פיבונאצ'י

𝑂(2𝑛)-רקורסיבי
𝑂(𝑛)-אינדוקטיבי + 𝑂(2) =  𝑂(𝑛)

מציאת מקסימום ומקסימום
במערך

השוואות.-א'אפשרות 2𝑛 − 3
השוואות-ב'אפשרות 2𝑛 − 3

-אפשרות ג' - נעבור על המערך בזוגות

3 𝑛−2
2 + 1 + 2 = 3𝑛

2 − 3 + 3 = 3𝑛
2

השוואות.
-אפשרות ד' -אלגוריתם אופטימלי

𝑛 − 1 + 𝑙𝑜𝑔(𝑛) − 1 = 𝑛 + 𝑙𝑜𝑔(𝑛) −
השוואות.

אפשרות א' - אלגוריתם חמדנימשחק המספרים
אפשרות ב' - זוגי או אי-זוגי

אפשרות ג' - אדפטיבית
אפשרות ד' - חיפוש שלם

LCSתת-המחרוזת-
המשותפת הארוכה ביותר

𝑂(𝑛-חמדניאלגוריתם-א'אפשרות · 𝑚)
-אפשרות ב' - אלגוריתם חמדני משופר

𝑂(𝑛 + 𝑚) + 𝑂(𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚))
-אפשרות ג' - חיפוש שלם

𝑂(2𝑛+𝑚 · 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) )
-דינאמיתכנות-LCSעבורד'אפשרות

𝑂(𝑛 · 𝑚)

LIS - העולהתת-הסדרה
ביותרהארוכה

-אפשרות א' - אלגוריתם חמדני
𝑂(𝑛)

-אפשרות ב' - אלגוריתם חמדני משופר

𝑂(𝑛2)
LCSבאמצעותאלגוריתם-ג'אפשרות

𝑂(𝑛2 +  𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)
אפשרות ד' - אלגוריתם באמצעות חיפוש

𝑂(2𝑛-שלם · 𝑛)

מילוי המטריצה + מספר מסלולים מינימליםבעיית המטוס
𝑂(𝑛קודקוד-לכל · 𝑚)

𝑂(𝑛ביותרהזולהמסלולהחזרת + 𝑚)

𝑂(𝑛)חמדניאלגוריתם-א'אפשרותרצף אחדות במערך
𝑂(𝑛)משופרחמדני-ב'אפשרות
𝑂(𝑛)דינאמיתכנות-ג'אפשרות

𝑂(4א':אפשרותמטריצת אחדות · 𝑛2)

𝑂(𝑛2)ב':אפשרות

𝑂(𝑏הכללי:למקרהכדור הזכוכית · 𝑛2)רקורסיביפיבונאצ'י עם מטריצות-𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛 )

GitHubעזריהדור
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משחק הניחושים (אליס ובוב)

תיאור הבעיה
☚  אליס ובוב משחקים משחק, כל אחד מטיל מטבע בחדר נפרד ומנחש מה הייתה הטלת חברו.

☚  הם חברי צוות ולכן או שהם ינצחו יחד או שהם יכשלו יחד.
☚  לפני שהמשחק מתחיל, הם יכולים לדבר אחד עם השני ולהסכים על אסטרטגיה.

☚  אם לפחות אחד מהניחושים נכון- אליס ובוב ניצחו כצוות אחרת- נכשל.

לניצחון:ובוסאליסאתשיובילואסטרטגיות4יש

¾-הצלחה75%-שניהאפשרות½-הצלחה50%-ראשונהאפשרות

כל אחד אומר את ההפךאוכל אחד אומר את מה שיצא לו
ממה שיצא לו.

ההפך ממה שיצאמה שיצאאליסבוב

01✘✔

00✔✘

10✘✔

11✔✘

.1אומרתמידבובוגם0אומרתתמידאליס

סה"כ0אליס1בובאליסבוב

01✘✘✘

00✘✔✔

10✔✔✔

11✔✘✔

(זה לא משנה אם אחד טעה ואחד צדק, העיקר שאחד מהם
צדק במשהו וסה"כ הם מהווים הצלחה משותפת).

הצלחה100%-רביעיתאפשרות¾-הצלחה75%-שלישיתאפשרות

)0לגבי(כנ"ל1אומרתמידבובוגם1אומרתתמידאליס

סה"כ1אליס1בובאליסבוב

01✘✔✔

00✘✘✘

10✔✘✔

11✔✔✔

אליס תמיד אומרת את מה שהיא קיבלה ובוב תמיד משקר
ואומר את מה שהוא לא קיבל.

סה"כ(משקר)בובאליסבובאליס

✔)0(אמר✔✘01

✔)1(אמר✘✔00

✔)1(אמר✔✘10

✔)0(אמר✘✔11

𝑋הוא:הפתרוןולכן ∪ 𝑌

GitHubעזריהדור
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בעיית החניה

תיאור הבעיה
החוקר צריך לספור כמה מכוניות יש בחנייה מעגלית.

☚ אורך המעגל אינו ידוע למחשב.
☚החנייה גדולה והמחשב רואה רק את המכונית

שנמצאת לידו ואת המכונית הבאה.
☚המחשב יכול לסמן את המכונית בסימן כלשהו,
אך הסימן יכול להופיע כבר על מספר מכוניות.

☚המחשב יכול למחוק את הסימן הקודם ולכתוב סימן חדש.

אלגוריתם

(בעזרת מודולו).רשימה מקושרת דו- כיוונית או מערך מעגלי-מבנה נתונים

הראשון.הרכבאתVב-נסמן.1
.Vהסימןעםמכוניתשנראהעדהמכוניותאתונספורבמעגלנתקדם.2
.WבמקומוונרשוםVהסימןאתנמחק.3
נחזור אחורה לנקודת ההתחלה לפי מספר צעדים שספרנו..4
במעגל.המכוניותמספרהינושספרנוהמכוניותומספרמעגל,סגרנו-Wנראהאם.5

.2לסעיףנחזור-Vנראהאםאחרת,

סיבוכיות

במקרה הטוב↞
בהתחלה)שסימנוהראשונהמהמכונית(חוץVב-שמסומנתמכוניתאףלנואין

נוספתופעםWל-ונהפוךנוסףVשנראהעדאחת(פעם-פעמייםהמכוניותמעגלעלנעבורולכן
𝑂(2𝑛)סיבוכיותקיבלנוהכלסךלכןאחורה).כשנחזור = 𝑂(𝑛)

במקרה הגרוע↞

𝑂(𝑛2).היאהחניהבעייתסיבוכיותאזהגרועהמקרהלפינמדדתשהסיבוכיותמכיוון
-חשבוניתסדרהשלסכוםיהיההריצהזמןולכןVלנומסומןבמעגלמכוניתכלעל

1 + 1  +   2 + 2  +  ....   +   𝑛 + 𝑛 =  2(1 + 2 +... + 𝑛) = 2 · 𝑛·(𝑛+1)
2 = 𝑛 · (𝑛 + 1) = 𝑂(𝑛2)

מימוש בגיטהאב

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1/tree/main/CyclicParking
https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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מימוש פתרון הבעיה בעזרת רשימה מקושרת דו-כיוונית

Node.javaמחלקת

public class Node {

String signed;

Node next,prev;

static int id_counter = 0;

int id;

public Node() {

this.signed = "null";

this.next = null;

this.prev = null;

this.id = id_counter++;

}

@Override

public String toString() {

return "{id=" + id +

", next= " + this.next.id +

", prev= " + this.prev.id +

", signed= " + signed + "}->\n";

}

}

הנתונים)(מבנהCircularList.javaמחלקת

public class CircularList {

Node head, tail;

int size;

public CircularList(){

this.head = null;

this.tail = null;

this.size = 0;

}

public void add(Node newNode) {

if(head == null) {

head = newNode;

tail = newNode;

newNode.next = head;

newNode.prev = tail;

}else {

Node current = tail;

current.next = newNode;

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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newNode.prev = current;

newNode.next = head;

tail = newNode;

}

size++;

}

public int size() {

return this.size;

}

public Node getNode(int id) {

Node current = head;

while (current != tail) {

if(current.id == id)

return current;

current = current.next;

}

if(tail.id == id)

return tail;

return null;

}

public void print(){

Node current = head;

while(current != tail) {

System.out.print(current.id+"->");

current = current.next;

}

System.out.print(tail.id+"->");

System.out.println();

}

}

ParkingProblem.javaהראשיתהמחלקה

public class ParkingProblem {

public static int solution(CircularList list) {

if(list.head == null)

return 0;

Node current = list.head;

current.signed = "v";

int current_counter = 1;

int main_counter = 0;

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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boolean flag = false;

while(!flag) {

while (!current.next.signed.equals("v")) {

current_counter++;

current = current.next;

}

current.next.signed = "w";

current_counter++;

main_counter = current_counter;

while (current_counter != 0) {

current_counter--;

current = current.prev;

}

if(current.signed.equals("w")) {

flag = true;

}

}

return main_counter;

}

public static void main(String[] args) {

CircularList list = new CircularList();

for(int i = 0 ; i < 5 ; i++)

list.add(new Node());

list.getNode(1).signed = "v";

list.getNode(3).signed = "v";

list.print();

System.out.println(solution(list));

}

}

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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מימוש פתרון הבעיה בעזרת מערך מעגלי (מודולו)

כדי לממש פתרון כזה צריך בכלל להבין מה זה מודולו?
אינטואיציה הקלאסית: חשבון מודולרי הוא מה שכולנו עושים כשאנחנו מנסים לדעת מה תהיה השעה עוד כך

10מוסיפיםאנחנושעות?”10עודהשעהתהיה“מהשואליםואנחנו19:00היאהשעהעכשיואםשעות.וכך
התשובה.וזו,5-השאריתאתלוקחיםביממה),השעות(מספר24ב-מחלקיםואז,29מקבלים,19ל-

עושיםשאנוהפעולהיותר,מאוחרשעות9השעהתהיהמהלדעתרוציםואנו,20:00היאכעתהשעהכאשר
+ 20.היא  9 ≡ 5 𝑚𝑜𝑑 (24)

מימוש בשיטת מודולו במערכים בדרך כלל נכתבת בצורה הבאה:

int[] a = {1,2,3,4,5};

int start = 3;

for (int i = 0; i < a.length; i++) {

System.out.print(a[(start + i) % a.length] + ",");
}

המערך).בגבולותלהיות(חייבהמערךעבורההתחלתימיקוםהואstartכאשר
".4,5,1,2,3"הבאה:ההדפסהאתנקבל

.כלומרראשוןצעדעבורכי 𝑎[(3 + 0) % 5] =  𝑎[3 % 5] =  𝑎[3] =  43 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑(5)
.כלומרשניצעדעבור 𝑎[(3 + 1)%5] = 𝑎[4 % 5] =  𝑎[4] = 54 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑(5)

וכך הלאה...

start"במקוםנחליףלאחורלצעודנרצהאם + i"-ל"start - i + a.length."

int[] a = {1,2,3,4,5};

int start = 3;

for (int i = 0; i < a.length; i++) {

System.out.print(a[(start - i + a.length) % a.length] + ",");
}

".4,3,2,1,5"הבאה:ההדפסהאתנקבל

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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המימוש דיי טיפשי כי ידוע לנו אורך המערך ואנו נעזרים בו כדי לפתור באמצעות מודולו.
אבל נניח כי האורך לא נתון לקריאת המשתמש אלא ערך פרטי.

ParkingProblemModulo.javaפתרוןמחלקת

public class ParkingProblemModulo {

/**

* 1 means someone marked the car as visited.

* 2 means that I marked the car as visited.

* @param arr a numeric array.

* @return the number of cars.

*/

public static int solution(int[] arr) {

int temp_counter = 0;

int main_counter = 0;

int start = 1;

boolean flag = false;

while(!flag) {

// go forward

while(arr[(start + temp_counter) % arr.length] != 1) {

temp_counter++;

}

arr[(start + temp_counter ) % arr.length] = 2;

temp_counter++;

main_counter = temp_counter;

// go backward

while( temp_counter != 0 ) {

temp_counter--;

}

if(arr[temp_counter] == 2) {

flag = true;

}

}

return main_counter;

}

public static void main(String[] args) {

int[] a = {1,1,1,1,1};

System.out.println(solution(a));

a = new int[]{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1};

System.out.println(solution(a));

}

}

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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(הארנב והצב)מציאת מעגל ברשימה מקושרת חד-כיוונית בלי זרוע

תיאור הבעיה
☚ צריך להראות כי המסלול הוא מעגלי.

(הארנב)מהיראחד-רובוטים2וקיימיםמסלולנתון☚
הצב.ממהירות2פיגדולההארנבמהירות(הצב),איטיוהשני

☚ שניהם נעים באותו כיוון במעגל ומתחילים באותו נקודת התחלה.
☚ כדי להוכיח כי מדובר במסלול מעגלי, נבדוק אם הארנב והצב ייפגשו בשלב

כלשהו, אם הם יפגשו - המסלול אכן מעגלי, אחרת המסלול לא מעגלי.

הוכחה
נוכיח כי הארנב והצב אכן נפגשים (כלומר שקיים מסלול מעגלי).

נסמן:
n-הרשימהאיברימספר,
k-המפגש,לנקודתועדההתחלהמנקודתהאיבריםמספר
p-הצב,סיבובימספר

q-הארנב,סיבובימספר
i-הצב,שעשההצעדיםמספר

2i-הארנב.שעשההצעדיםמספר

נציג את המשוואות עבור מספר הצעדים של כל אחד מהם:
𝑖,הואהצבשעשההצעדיםמספר = 𝑛 · 𝑝 +  𝑘
= 2𝑖.הואהארנבשעשההצעדיםמספר  𝑛 · 𝑞 +  𝑘
2𝑛ונשווה:2ב-הצבמשוואתאתנכפיל · 𝑝 + 2𝑘 =  𝑛 · 𝑞 + 𝑘

𝑘.הואהמפגשלנקודתועדההתחלהמנקודתהאיבריםשמספרקיבלנו = 𝑛(𝑞 − 2𝑝)
ההתחלה.בנקודתנפגשיםוהארנבהצבכלומר,nשלכפולההיאkש-נובעמכאן

∎

סיבוכיות
מכיוון שאנו עוברים מספר פעמים על כל האיברים במעגל ובודקים האם קיים מעגל או לא,

𝑂(𝑛).היאזרועבליחד-כיווניתמקושרתברשימהמעגלמציאתשלהסיבוכיות
𝑂(5𝑛).דברשלבסופופעמים5למשלאוהמעגלעלאחתפעםעובריםאנחנואםמשנהלאזה● = 𝑂(𝑛)

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1
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מימוש בגיטהאב

מימוש פתרון הבעיה בעזרת רשימה מעגלית
Node.javaמחלקת

public class Node {

Node next;

int id;

static int unique_id = 0;

public Node() {

this.next = null;

this.id = unique_id++;

}

}

הנתונים)(מבנהCircularList.javaמחלקת

public class CircularList {

Node head;

private int size = 0;

public CircularList(){

this.head = null;

}

public void add(Node newNode) {

if(head == null) {

head = newNode;

newNode.next = head;

}

else {

Node current = head;

for(int i = 0 ; i < size-1 ; i++) {

current = current.next;

}

current.next = newNode;

newNode.next = head;

}

size++;

}

public int size(){

return this.size;

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1/tree/main/HareAndTortoise
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}

public Node getNode(int id) {

Node current = head;

for(int i = 0 ; i < size ; i++) {

if (current.id == id)

return current;

current = current.next;

}

return null;

}

}

מחלקת פתרון

public class HareAndTortoiseProblem {

public static boolean isCycled(CircularList list) {

if(list.head == null)

return false;

Node turtle = list.head;

Node hare = list.head;

while(hare.next.next != null) {

hare = hare.next.next;

turtle = turtle.next;

if(hare == turtle)

return true;

}

return false;

}

public static void main(String[] args) {

CircularList list = new CircularList();

for(int i = 0 ; i < 8 ; i++)

list.add(new Node());

System.out.println(isCycled(list)); // prints true

list.getNode(7).next = null;

System.out.println(isCycled(list)); // prints false

}

}

GitHubעזריהדור
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מציאת מעגל ברשימה מקושרת חד-כיוונית עם זרוע
Floyd's/והצב(הארנב Cycle Detection Algorithm(

תיאור הבעיה
☚ נתון מסלול מעגלי שמחובר אליו מסלול נוסף - זרוע.

(הצב).איטיוהשני(הארנב)מהיראחד-רובוטים2קיימים☚
הצב.ממהירות2פיגדולההארנבמהירות☚

☚ נקודת ההתחלה של הצב והארנב היא על הזרוע.
☚ הצב והארנב אינם יודעים מתי התחילו את הספירה, אך הם יודעים את נקודת ההתחלה.

הוכחה
נוכיח כי הארנב והצב אכן נפגשים.

נסמן:
n-המעגלאורך,

m-הזרוע,אורך
k-המפגש,לנקודתועדהמעגלשלההתחלהמנקודתהאיבריםמספר
p-הצב,סיבובימספר
q-הארנב,סיבובימספר
i-הצב,שעשההצעדיםמספר

2i-הארנב.שעשההצעדיםמספר

נציג את המשוואות עבור מספר הצעדים של כל אחד מהם:
𝑖,הואהצבשעשההצעדיםמספר = 𝑚 + 𝑛 · 𝑝 +  𝑘
= 2𝑖.הואהארנבשעשההצעדיםמספר 𝑚 +  𝑛 · 𝑞 +  𝑘
2𝑚ונשווה:2ב-הצבמשוואתאתנכפיל + 2𝑛𝑝 + 2𝑘 = 𝑚 +  𝑛𝑞 + 𝑘

𝑘.הואהמפגשלנקודתועדההתחלהמנקודתהאיבריםשמספרקיבלנו = 𝑛(𝑞 − 2𝑝) − 𝑚
עשו),הםסיבוביםכמהמשנה(לאש-נובעמכאן 𝑘 = 𝑛 − 𝑚

הזרוע).אורךפחותהמעגל(אורךהמעגל.מתחילתn-mבמרחקנפגשיםוהארנבהצבכלומר
∎

.ניקחבוהמקרהעבור-קצהמקרהכאןלנויש-לבנשים● 𝑛 < 𝑚𝑚 = 𝑚%𝑛

GitHubעזריהדור
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שאלות למחשבה
נראה פתרון קוד עבור שאלות אלה בדף הבא.

החזירו איבר שבוודאות נמצא במעגל.1
המפגש).(נקודתkה-במיקוםהאיבראתנחזירתשובה:

החזירו את נקודת תחילת המעגל.2
תשובה: לאחר ששני הרובוטים נפגשים, שמים את הארנב בתחילת הרשימה והצב נשאר בנקודת

נקודתעדצעדיםmלעשותישהרובוטיםלשניהצב.שלבמהירותלזוזמתחיליםשניהםהמפגש.
ההתחלה של המעגל, כלומר נקודת המפגש שלהם היא נקודת ההתחלה של המעגל.

החזירו את אורך הזרוע.3
.2בשאלהעשושהםהצעדיםמספרהואהזרועאורךתשובה:

המפגשלנקודתעדהצעדיםמספראתלנושיספורcounterנפעילפשוט
.2שאלהשלהתשובהאתשובנבצעואז

החזירו את אורך המעגל.4
תשובה: הארנב נשאר בנקודת ההתחלה של

המעגל והצב הולך עד שהוא יפגוש את הארנב -
מספר הצעדים שהצב עשה - הוא אורך המעגל.

סיבוכיות
𝑂(𝑛-במעגלנמצאשבוודאותאיברמציאת↞ + 𝑚)
𝑂(𝑚)המעגלתחילתנקודתמציאת↞
𝑂(𝑚)הזרועאורךמציאת↞
𝑂(𝑛)המעגלאורךמציאת↞

הדרך לספור את מספר הצעדים מתחילתאם נפעיל את מציאת נקודת תחילת המעגל, אפשר עלהערה-
𝑂(1).בסיבוכיותהזרועאורךאתלשלוףאפשרכלומרהמעגל,לתחילתועדהרשימה

מימוש בגיטהאב

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1/tree/main/FloydsCycleDetection
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מימוש פתרון הבעיה בעזרת רשימה מקושרת
Node.javaמחלקת

public class Node {

int id;

static int id_counter = 0;

Node next;

public Node() {

this.next = null;

this.id = id_counter++;

}

}

הנתונים)(מבנהLinkedList.javaמחלקת

public class LinkedList {

Node head, tail;

int size;

public LinkedList(){

this.head = null;

this.tail = null;

this.size = 0;

}

public void add(Node newNode){

if(head == null) {

head = newNode;

tail = newNode;

}

else{

tail.next = newNode;

tail = tail.next;

}

size++;

}

public int size(){

return size;

}

public Node getNode(int id) {

Node current = head;

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||17

if(tail.id == id)

return tail;

while (current != tail) {

if(current.id == id)

return current;

current = current.next;

}

return null;

}

}

מחלקת הפתרון

public class HareAndTortoise {

static Node theKiss = null;

static int length_of_arm = 0;

public static boolean isCycled(LinkedList list) {

if(list.head == null)

return false;

Node hare = list.head;

Node turtle = list.head;

while (hare.next.next != null) {

hare = hare.next.next;

turtle = turtle.next;

if(hare == turtle) {

theKiss = hare;

return true;

}

}

return false;

}

public static Node firstNodeOfCircle(LinkedList list) {

if(list.head == null)

return null;

length_of_arm = 0;

Node turtle = theKiss;

Node hare = list.head;

GitHubעזריהדור
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while (hare.next != null) {

if (turtle != null) {

turtle = turtle.next;

}

length_of_arm++;

hare = hare.next;

if(hare == turtle) {

return hare;

}

}

return null;

}

public static int lengthOfCircle(Node firstNodeOfCircle) {

int length = 0;

Node tortoise = firstNodeOfCircle;

length++;

tortoise = tortoise.next;

while (tortoise != firstNodeOfCircle) {

length++;

tortoise = tortoise.next;

}

return length;

}

public static void main(String[] args) {

LinkedList list = new LinkedList();

for(int i = 0 ; i < 6 ; i++)

list.add(new Node());

System.out.println("isCycled?: " + isCycled(list));

list.tail.next = list.getNode(2);

System.out.println("isCycled?: " + isCycled(list));

// Question 1 - return a node in the circle.

System.out.println(theKiss.id);

// Question 2 - return the first node of the circle.

Node firstNode = firstNodeOfCircle(list);

System.out.println(firstNode.id);

// Question 3 - return the length of the arm.

System.out.println(length_of_arm);

// Question 4 - return the length of the circle.

System.out.println(lengthOfCircle(firstNode));

}

}

GitHubעזריהדור
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מציאת מינימום במערך

תיאור הבעיה
במערך.המינימליהערךאתלמצואיש-איבריםnבעלAמערךנתון

2165231494875

min

האלגוריתם

public static int min(int[] A) {

int min = A[0];

for(int i = 1 ; i < A.length ; i++)

if(A[i] < min)

min = A[i];

return min;

}

טענה
.nכלעבורמתקייםהאלגוריתם

הוכחה
נוכיח באינדוקציה לפי מספר איברי המערך.

עובד.האלגוריתםולכןש-מתקייםn=1עבורהאינדוקציה:בסיס● 𝑚𝑖𝑛 = 𝐴[0]
כלשהו.nעבורעובדשהאלגוריתםנניחהאינדוקציה:הנחת●
.n+1עבורהטענהאתלהוכיחצריךהאינדוקציה:שלב●

ומתקיים:נסמן 𝑚𝑖𝑛(𝑁) : =  𝑚𝑖𝑛( 𝐴[0],  𝐴[1],  .....,  𝐴[𝑛] )
𝑚𝑖𝑛( 𝐴[0], 𝐴[1],..., 𝐴[𝑛 + 1] ) = 𝑚𝑖𝑛( 𝑚𝑖𝑛(𝐴[0],..., 𝐴[𝑛]), 𝐴[𝑛 + 1] ) = 𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑖𝑛(𝑁, 𝐴[𝑛 + 1])

מקרים:2לנוישולכןנכוןמחושבהאינדוקציההנחתלפי 𝑚𝑖𝑛(𝐴[0], 𝐴[1],....., 𝐴[𝑛])
𝑚𝑖𝑛(𝑁)אזאם.1 ≤ 𝐴[𝑛 + 1]𝑚𝑖𝑛( 𝑚𝑖𝑛(𝑁),  𝐴[𝑛 + 1] ) = 𝑚𝑖𝑛(𝑁)

המערך.איברימכלקטןולכן 𝑚𝑖𝑛(𝑁)
אזאם.2 𝑚𝑖𝑛(𝑁) > 𝐴[𝑛 + 1]𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑖𝑛(𝑁),  𝐴[𝑛 + 1]) = 𝐴[𝑛 + 1]

𝐴[𝑛.ש-מתקייםבמערךiאיברלכלולכן + 1] < 𝑚𝑖𝑛(𝑁) < 𝐴[𝑖]
∎

סיבוכיות
𝑂(𝑛).היאהסיבוכיותולכןהשוואותn-1כאןלנויש

GitHubעזריהדור
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מציאת מקסימום במערך

תיאור הבעיה
במערך.המקסימליהערךאתלמצואיש-איבריםnבעלAמערךנתון

2165231494875

max

האלגוריתם
public static int max(int[] A) {

int max= A[0];

for(int i = 1 ; i < A.length ; i++)

if(A[i] > max)

max= A[i];

return max;

}

טענה
.nכלעבורמתקייםהאלגוריתם

הוכחה
נוכיח באינדוקציה לפי מספר איברי המערך.

= 𝑚𝑎𝑥כנדרש.ש-מתקייםn=1עבורהאינדוקציה:בסיס●  𝐴[0]
כלשהו.nעבורמתקייםשהאלגוריתםנניחהאינדוקציה:הנחת●
.n+1עבורזוטענהנוכיחהאינדוקציה:צעד●

: 𝑚𝑎𝑥(𝑁)ומתקיים:נסמן =  𝑚𝑎𝑥(𝐴[0],  𝐴[1],  ....  ,  𝐴[𝑛])
𝑚𝑎𝑥(𝐴[0],  𝐴[1],  ....  𝐴[𝑛 + 1]) =  𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑎𝑥(𝐴[0],..., 𝐴[𝑛]), 𝐴[𝑛 + 1]) = 𝑚𝑎𝑥(𝑁, 𝐴[𝑛 + 1])

מקרים:2ל-נחלקn+1האיברעבורולכן,nכלעבורמתקיםההנחהלפי
𝑚𝑎𝑥(𝑁)אזאם.1 < 𝐴[𝑛 + 1]𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑎𝑥(𝑁), 𝐴[𝑛 + 1]) =  𝐴[𝑛 + 1]

.ב-האיבריםמכלגדולולכן 𝐴[𝑛 + 1]𝑚𝑎𝑥(𝑁)
.אזאם.2 𝑚𝑎𝑥(𝑁) ≥ 𝐴[𝑛 + 1]𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑎𝑥(𝑁), 𝐴[𝑛 + 1]) =  𝑚𝑎𝑥(𝑁)

∎

סיבוכיות
𝑂(𝑛).היאהסיבוכיותולכןהשוואותn-1כאןלנויש

GitHubעזריהדור
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מציאת מינימום ומקסימום במערך

תיאור הבעיה
זה.במערךוהמקסימליהמינימליהערךאתלמצואיש-איבריםnבעלAמערךנתון

2165231494875

minmax

פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

שונה,השוואהסיבוכיותמציגהאפשרותכלפתרון,אפשרויות4ישנםזובעיהעבור
המטרה היא להשתמש בכמות השוואות קטנה ככל הניתן כדי לייעל את סיבוכיות האלגוריתם.

אפשרות א':❖
מינימום.למציאתשהצגנוminהאלגוריתםאתנפעיל⇚
מקסימום.למציאתשהצגנוmaxהאלגוריתםאתנפעיל⇚
נחזיר את התוצאות.⇚

public static int getMax(int[] arr) {
int ans = arr[0];
for(int i = 1 ; i < arr.length ; i++) {

if(ans < arr[i])
ans  = arr[i];

}
return ans;

}

public static int getMin(int[] arr) {
int ans = arr[0];
for(int i = 1 ; i < arr.length ; i++) {

if( ans > arr[i])
ans = arr[i];

}
return ans;

}

public static void main(String[] args) {
int[] arr = {84,31,3,1,567,4,2,93202,32,3};
System.out.println(getMax(arr));
System.out.println(getMin(arr));

}

השוואות.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ 2𝑛 − 2

GitHubעזריהדור
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אפשרות ב':❖
אחד.לאלגוריתםהאלגוריתמים2אתנמזג⇚ 𝑚𝑖𝑛(𝐴),  𝑚𝑎𝑥(𝐴)

public static int[] minMax(int[] arr) {

int max = arr[0];

int min = arr[0];

for(int i = 1 ; i < arr.length; i++) {

if(max < arr[i])

max = arr[i];

if(min > arr[i])

min = arr[i];

}

return new int[] { max, min };

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84,31,3,1,567,4,2,93202,32,3};

System.out.println(Arrays.toString(minMax(arr)));

}

השוואות.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ 2𝑛 − 2

אפשרות ג':❖
בהתחלה.min,maxקביעתבעזרתהשוואהעודנצמצם⇚

public static int[] improvedMinMax(int[] arr) {

int max = 0;

int min = 0;

if(arr[0] > arr[1]) {

max = arr[0];

min = arr[1];

} else{

max = arr[1];

min = arr[0];

}

for( int i = 2 ; i < arr.length ; i++ ) {

if(max < arr[i]) {

max = arr[i];

}

if(min > arr[i]){

min = arr[i];

}

}
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return new int[] {max, min};

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84,31,3,1,567,4,2,93202,32,3};

System.out.println(Arrays.toString(improvedMinMax(arr)));

}

𝑛)2.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ − 2) + 1 = 2𝑛 − 4 + 1 = 2𝑛 − 3

אפשרות ד':❖
ננסה לצמצם עוד את מספר ההשוואות -נעבור על המערך בזוגות.⇚

public static int[] finalSolution(int[] arr){

int max = 0;

int min = 0;

if(arr[0] > arr[1]) { // 1 comparison

max = arr[0];

min = arr[1];

} else {

max = arr[1];

min = arr[0];

}

// n-2 values, 2*jumps which is n-2/2, in each iteration we make 3 comparisons

// in conclusion, n-2/2 + n-2/2 + n-2/2 = 3(n-2)/2

for(int i = 2 ; i < arr.length - 1 ; i+=2) {

if(arr[i] < arr[i+1]) { // 3 comparisons

if(min > arr[i]) {

min = arr[i];

}

if(arr[i+1] > max){

max = arr[i+1];

}

} else { // 3 comparisons

// if arr[i] >= arr[i+1]

if(min > arr[i+1]) {

min = arr[i+1];

}

if(max < arr[i]) {

max = arr[i];

}
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}

}

if(arr.length % 2 != 0) { // 2 comparisons

if(arr[arr.length-1] > max) {

max = arr[arr.length-1];

}

else if(arr[arr.length-1] < min) {

min = arr[arr.length-1];

}

}

// in conclusion 1 + 3n/2 + 2 = 3n/2 + 4 = O(3n/2)

return new int[] { max, min};

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84,31,3,1,567,4,2,93202,32,3};

System.out.println(Arrays.toString(finalSolution(arr)));

}

3השוואות.נקבלסה"כ:השוואהסיבוכיות⇜ 𝑛−2
2 + 1 + 2 = 3𝑛−6

2 + 3 = 3𝑛
2 − 3 + 3 = 3𝑛

2
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מציאת מקסימום ומקסימום במערך

תיאור הבעיה
במערך.מקסימליםהכיהערכים2אתלמצואישאיברים,nבעלAמערךנתון

𝑚𝑎𝑥1.זה:לנושאכלליתהנחהלצורך > 𝑚𝑎𝑥2

1625231494875

max2max1

פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

שונה,סיבוכיותמציגהאפשרותכלאפשרויות,4ישנםזהאלגוריתםעבור
לייעל את סיבוכיות האלגוריתם.ככל הניתן כדיבכמות השוואות קטנההמטרה היא להשתמש

אפשרות א':❖
מקסימום.למציאתשהצגנוהמוכרmaxהאלגוריתםאתנפעיל⇚
נמחק את הערך שיצא מהמערך.⇚
נוסף.מקסימוםלמציאתmaxהאלגוריתםאתשובנפעיל⇚
נחזיר את התוצאות.⇚

/**

* Comparisons : 2n - 3

* @param arr a numeric array.

* @return the two maximum numbers in the array.

*/

public static int[] maxMax(int[] arr){

int maxIndex = maximum(arr); // n-1 comparisons

int max1 = arr[maxIndex];

arr[maxIndex] = Integer.MIN_VALUE;

maxIndex = maximum(arr); // n-2 comparisons

int max2 = arr[maxIndex];

return new int[] {max1, max2};

}

/**

* a simple method to return the maximum value of the given array.

* @param arr a numeric array.

* @return the maximum value in this array.

*/

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1/tree/main/MaxMax
https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||26

public static int maximum(int[] arr) {

int max =  arr[0];

int index = 0;

for(int i = 1 ; i < arr.length ; i++) {

if(max < arr[i]) {

max = arr[i];

index = i;

}

}

return index;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84,31,3,1,567,4,2,93202,32,3};

System.out.println(Arrays.toString(maxMax(arr)));

}

השוואות.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ 2𝑛 − 3

אפשרות ב':❖
בהתחלה.max1,max2קביעתבעזרתהשוואהעודנצמצם⇚

/**

* Not so different from the first solution...

* Comparisons : 2n - 3

* @param arr a numeric array.

* @return the two maximum numbers in the array.

*/

public static int[] maxMax(int[] arr) {

int max1 = arr[0];

int max2 = arr[1];

if(max2 > max1) { // 1 comparison

max1 = arr[1];

max2 = arr[0];

}

for(int i = 2; i < arr.length; i++) {

if(max1 < arr[i]) { // n-2 comparisons

max2 = max1;

max1 = arr[i];

}

else if(max2 < arr[i]) { // n-2 comparisons

max2 = arr[i];

}
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} // end for

return new int[] { max1, max2 };

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84,31,3,1,567,4,2,93202,32,3};

System.out.println(Arrays.toString(maxMax(arr)));

}

השוואות.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ 2𝑛 − 3

אפשרות ג' - נעבור על המערך בזוגות:❖
,𝑎[𝑖].גדוליותרמינבדוק⇚ 𝑎[𝑖 + 1]
משתנה).לאשהוא(אוmax1שלהחדשהערךמהנבדוק⇚
החדש.max1מ-קטניםשיותראלו2שהם:max2ל-מועמדים2לנויש⇚
.max2אתנמצא⇚
נמשיך הלאה לזוג הבא..⇚

public static int[] maxMax(int[] arr) {

int max1 = arr[0];

int max2 = arr[1];

if(max2 > max1) {

max1 = arr[1];

max2 = arr[0];

}

for(int i = 2 ; i < arr.length -1 ; i += 2) {

if(arr[i] > arr[i+1]) {

if(arr[i] > max1) {

if(arr[i+1] > max1) {

max2 = arr[i+1];

} else {

max2 = max1;

}

max1 = arr[i];

}

else if(arr[i] > max2) {

max2 = arr[i];

}

}

else { // arr[i] < arr[i+1]

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||28

if(arr[i+1] > max1) {

if(arr[i] > max1) {

max2 = arr[i];

} else {

max2 = max1;

}

max1 = arr[i+1];

}

else if(arr[i+1] > max2) {

max2 = arr[i+1];

}

}

}

if(arr.length%2 != 0) {

if(arr[arr.length-1] > max1) {

max2 = max1;

max1 = arr[arr.length-1];

} else if(arr[arr.length-1] > max2) {

max2 = arr[arr.length-1];

}

}

return new int[] {max1, max2};

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84, 31, 3, 1, 567, 4, 2, 93202, 32, 3};

System.out.println(Arrays.toString(maxMax(arr)));

}

השוואות.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ 3 𝑛−2
2 + 1 + 2 = 3𝑛

2 − 3 + 3 = 3𝑛
2

אפשרות ד' -אלגוריתם אופטימלי:❖
מעבר על המערך בזוגות והצמדת מחסנית לכל איבר.⇚

.Nodeבשםפנימיתמחלקהניצור

static class Node {

int number;

Stack<Integer> stack;

public Node(int num) {

number = num;

stack = new Stack<>();

}

}
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ולמחלקת הפתרון הראשית נממש את הפונקציות הבאות (בשיטה רקורסיבית):

public static int[] maxMax(int[] arr) {

Node[] nodes = new Node[arr.length];

// init - O(n)

for(int i = 0 ; i < nodes.length ; i++) {

nodes[i] = new Node(arr[i]);

}

int index = maxMaxRec(nodes, 0 , nodes.length - 1);

Node biggest = nodes[index];

int max1 = biggest.number;

int max2 = biggest.stack.pop();

while(!biggest.stack.isEmpty()) {

int temp_max2 = biggest.stack.pop();

if(temp_max2 > max2)

max2 = temp_max2;

}

return new int[] {max1, max2};

}

private static int maxMaxRec(Node[] nodes, int low, int high) {

if(low < high) {

int middle = (high + low)/2;

int i = maxMaxRec(nodes,low, middle);

int j = maxMaxRec(nodes, middle + 1 , high);

int index;

if(nodes[i].number > nodes[j].number) {

nodes[i].stack.push(nodes[j].number);

index = i;

}

else { // nodes[i].number <= nodes[j].number

nodes[j].stack.push(nodes[i].number);

index = j;

}

return index;

}
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else {

return low;

}

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {84, 31, 3, 1, 567, 4};

System.out.println(Arrays.toString(maxMax(arr)));

}

השוואות.נקבלסה"כהשוואה:סיבוכיות⇜ 𝑛 − 1 + 𝑙𝑜𝑔(𝑛) − 1 = 𝑛 + 𝑙𝑜𝑔(𝑛) − 2

שלי.בגיטהאבלבעיההפתרוןשיטות4עבורזמניםהשוואותטסטמצורף
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אינדוקציה מול רקורסיה

בנושא זה נציג באיזה שיטה עדיף להשתמש כדי לממש את האלגוריתם נכון יותר -
באמצעות אינדוקציה או רקורסיה.

גם אם הסיבוכיות של שתי השיטות שווה, ישנם שיקולים נוספים שחשוב לשים עליהם דגש.

אז מתי עדיף להשתמש באינדוקציה ומתי רקורסיה?
עותק חדש שלה.נוצרבכל קריאה לפונקציהמבחינת ניהול זיכרון של רקורסיה,

ובעותק יש:
הקצאה חדשה של כל המשתנים הפנימיים, כולל הפרמטרים המופיעים בחתימה שלה.⇚
השמה התחלתית של ערכים לפרמטרים לפי מה שהועבר בקריאה אליה.⇚
אתחול של הפקודה הבאה לבצע בקוד - בעותק החדש זו הפקודה הראשונה בפונקציה.⇚

התהליך נראה כך:

נראה דוגמה להשוואה של רקורסיה מול אינדוקציה עבור חישוב עצרת ונראה את ההשלכות ביניהם:
מימוש בגיטהאב

חישוב עצרת
.n!-פלטשלם,אי-שלילימספר-קלט

אינדוקטיבירקורסיבי

public static int factorial(int n) {

if(n == 0)

return 1;

return n*factorial(n-1);

}

public static int factorial(int n) {

int f = 1;

for(int i = 1 ; i <= n ; i++){

f *= i;

}

return f;

}

סיבוכיות
הצעדיםאתלחשבכדיפעמיםnנכנסים-פעמים2nנעבור

-פעמיםnויוצאיםהמחסניתגודלואת
𝑂(𝑛).סה"כ + 𝑂(𝑛) =  𝑂(2𝑛) =  𝑂(𝑛)

סיבוכיות
𝑂(𝑛).סה"כ-הלולאהעלאחתפעםנעבור
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קוד הרקורסיבי תואם להגדרה באינדוקציה ויפה יותר אבל דורש
nבו-זמניתזיכרון במהלך הביצוע - בתחתית הרקורסיה מוחזקיםיותר

.factorialשלעותקים
למרות שהסיבוכיות שלהם שווה, עדיף לנו להשתמש באינדוקציה,

למה? - כי אפשר לראות לפי האלגוריתם בשיטת האינדוקציה כי
2nהמבצעהרקורסיהשיטתמאשרפעולותפחותnמתבצע
פעולות.

רקורסיביתהדמייה

חישוב סדרת פיבונאצ'י
הסדרה מוגדרת באינדוקציה:

𝐹
1

= 𝐹
2

= 1

𝐹
𝑛

= 𝐹
𝑛−2

+ 𝐹
𝑛−1

האיברים הראשונים בסדרה הם:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ……..

קלט - מספר אי-שלילי
פלט - ערך באינדקס לפי סדר הסדרה.

אינדוקטיבירקורסיבי

אלגוריתםאלגוריתם

public static int fiboRec(int n) {

if( n == 0 || n == 1) {

return n;

}

return fiboRec(n-1) + fiboRec(n-2);

// O(2^N)

}

public static int fiboInductive(int n) {

int[] arr = new int[n+1];

arr[0] = 0;

arr[1] = 1;

for(int i = 2 ; i <= n ; i++)

arr[i] = arr[i-1] + arr[i-2];

return arr[n];

}

סיבוכיות
כל קריאה לפונקציה גוררת שתי קריאות לפונקציה -

𝑂(2𝑛)היאלכן,הסיבוכיות

סיבוכיות
רציםאנוהלולאהעבור.זה1ו-0איברשלההשמהעבור 𝑂(2)

לרוץהתחלנוולכןכברשבוצעוההשמה2פחותפעמים 𝑛 − 1
מבצעתהלולאהכלומר2מאינדקסהחל

.𝑂(𝑛 − 3) = 𝑂(𝑛)
𝑂(𝑛).-סה"כ + 𝑂(2) =  𝑂(𝑛)

קל לראות במקרה זה שהסיבוכיות בין שתי השיטות בהחלט שונה,

.לכלכיהאינדוקטיביתבשיטתלהשתמשעדיףהסתםמן 𝑂(𝑛) <  𝑂(2𝑛)𝑛 ≥ 0
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הערכת ביצועים עבור רקורסיה
.fibonacciל-מתבצעותקריאותכמהנספור⇚
כדיהנדרשותהקריאותמספראתב-נסמן⇚ 𝑇(𝑛)

𝑓𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖(𝑛).אתלחשב
                            𝑇(1) = 𝑇(2) = 1

𝑇(𝑛) = 1 + 𝑇(𝑛 − 2) + 𝑇(𝑛 − 1)
𝑇(𝑛).מקייםהפתרון⇚ = 2𝐹

𝑛
− 1

מבחינת צריכת זכרון
הפונקציה.שלעותקיםnאחתבבתפתוחיםבריצהמסוייםבשלב⇚

מה הבעיה?
אנחנו מחשבים מחדש אותם ערכים פעם אחר פעם.

nעבורלמשל,⇚ == הקריאהוגםאתמחשבתהקריאה,10 𝑓𝑖𝑏𝑜(𝑛 − 2)𝐹
8

𝑓𝑖𝑏𝑜(𝑛 − 1)

שם.הרקורסיביותהקריאותבאחתאתמחשבת 𝐹
8

פעמים.בסה"כמוחזריםו-הערכים⇚ 𝐹
1

𝐹
2

𝐹
𝑛

אם נזכור את שני הערכים האחרונים, לא נצטרך לחשב מחדש ברקורסיה את כל הערכים⇚
הקודמים.

בתמונה אפשר לראות את מספר הפעולות החוזרות (מסומן באדום).

ונראה שימוש לפתרון פיבונאצ'י.יחס הזהבבהמשך נציג את
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סדרת פיבונאצ'י

הקדמה
קודמים),איבריםסמךעלנקבעnה-האיברשבה(סדרהרקורסיביתסדרההיאפיבונאצ'יסדרת

המוגדרת על-ידי כלל הנסיגה הבא:
𝐹

1
= 𝐹

2
= 1

𝐹
𝑛

= 𝐹
𝑛−2

+ 𝐹
𝑛−1

פיבונאצ'י.בסדרתnה-במקוםאיברהואכאשר 𝐹
𝑛

לאיברי הסדרה, הנקראים "מספרי פיבונאצ'י", יש כמה תכונות מעניינות. אחת מהן קשורה ליחס בין איברים

.למנהכלומרהסדרה,שלעוקבים
𝐹

𝑛

𝐹
𝑛−1

שואףnכש-מתקרבתהמנהמספרלאיזהכלומר,(-הזוהמנהשלהגבולעלמסתכליםאם
𝑛→∞
lim

𝐹
𝑛

𝐹
𝑛−1

Φ.אי-רציונלי:מספרמקבליםלאינסוף), = 1+ 5
2 = 1. 618033....

Φ.באות" ונהוג לסמנומספר הזהב" או "יחס הזהבהמספר הזה מכונה "

פתרון
מימוש בגיטהאב

הזהב,יחסבעזרתהואפיבונאצ'יבסדרתnאיברלמציאתפשוטהדרך
מזה!יותרולא34ה-באינדקסלאיברעדלחשביודעתוהשיטההחמישימאינדקסהחלעובדתזושיטה-חשוב

:אינדוקטיביתשיטה

static double PHI = (1 + Math.sqrt(5)) / 2;

static int[] fib = { 0, 1, 1, 2, 3, 5 };

public static int goldenInduction(int n) {

if(n <= 5) {

return fib[n];

}

int ans = fib[5];

for (int i = 5; i < n ; i++) {

ans = (int) Math.round(ans * PHI);

}

return ans;

}

GitHubעזריהדור
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:רקורסיביתשיטה

static double PHI = (1 + Math.sqrt(5)) / 2;

static int[] fib = { 0, 1, 1, 2, 3, 5 };

public static int goldenRecursive(int n) {

if(n <= 5) {

return fib[n];

}

if(n == 6)

return (int) Math.round(5 * PHI);

return (int) Math.round( goldenRecursive(n-1) * PHI);

}

יותרולא34באינדקסאיברעדהגבלהישכאןגםאך,קבועזמןבסיבוכיותbinetנוסחתבעזרתפתרון 𝑂(1)

𝑆.הנוסחה:מזה!
𝑛

= Φ𝑛 − (−Φ−𝑛)
5

static double PHI = (1 + Math.sqrt(5)) / 2;

public static int binetFormula(int n) {

return (int) ((Math.pow(PHI, n) - Math.pow(-PHI, -n))/Math.sqrt(5));

}

הבא,הרקורסיביהפתרוןשל סדרת פיבונאצ'י נראה אתאינדקס שליליעבור איברי ב
הפתרונותכמומוגבלולאnאיברלכלשעובדפשוטכפתרוןאלאהזהביחסעםנפתרלאהפתרוןכאשר

הקודמים שהצגנו עבור יחס הזהב.

public static int fiboRecursive(int n) {

if( n == 0 || n == 1) {

return n;

}

return fiboRecursive(n-1) + fiboRecursive(n-2);

}

public static int negativeFiboRecursive(int n) {

if(n >= 0) { // if its not a negative index then use the positive method.

return fiboRecursive(n);

}

return negativeFiboRecursive(n+2) - negativeFiboRecursive(n+1);

}
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סדרת פיבונאצ'י ומטריצות
מטריצות.על-ידיהסדרהנוסחתחישובבעזרתהיאפיבונאצ'יבסדרתnבאינדקסאיברלהחזירנוספתשיטה
פיבונאצ'י.לסדרתהרקורסיביתבנוסחהנזכר 𝐹

𝑛
= 𝐹

𝑛−1
+ 𝐹

𝑛−2

𝐹.הבאהבצורההנוסחהאתאופןבאותולייצגאפשרכך,אם
𝑛+1

= 𝐹
𝑛

+ 𝐹
𝑛−1

:ו-עבורלינאריצירוףנציגלינארית,אלגברהלפי 𝐹
𝑛

𝐹
𝑛−1

1 1𝐹
𝑛

= · 𝐹
𝑛−1

+ · 𝐹
𝑛−2

1 0𝐹
𝑛−1

= · 𝐹
𝑛−1

+ · 𝐹
𝑛−2

כלומר

1  1
1  0( ) ·

𝐹
𝑛−1

𝐹
𝑛−2( ) = (𝐹

𝑛−1
+ 𝐹

𝑛−2
) + (𝐹

𝑛−1
) = 𝐹

𝑛
+ 𝐹

𝑛−1
= 𝐹

𝑛+1

הבאה:באופןמטריצותבכפלפיבונאצ'יבסדרתnהבאאיברכללייצגניתןולכן

1  1
1  0( )𝑛 =

 𝐹
𝑛+1

  𝐹
𝑛
 

 𝐹
𝑛
    𝐹

𝑛−1( )  

פיבונאצ'י.סדרתשלnבאינדקסהאיברהואnכאשר

אלגוריתם
כדי לחשב את סדרת פיבונאצ'י נשתמש בכפל מטריצות.⇚
פעמים.n-1אותהונכפילהסדרהשלההתחלהערכילהיותראשוניתמטריצהנגדיר⇚

הוכחה
נוכיח באינדוקציה את נכונות האלגוריתם.

𝐴𝑛.-האינדוקציההנחת☚ =
 𝐹

𝑛+1
  𝐹

𝑛
 

 𝐹
𝑛
    𝐹

𝑛−1( )  

𝐴𝑛+1:כילהוכיחצריך-האינדוקציהצעד☚ =
 𝐹

𝑛+2
  𝐹

𝑛+1
 

 𝐹
𝑛+1

    𝐹
𝑛( )  

𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 · 𝐴 =
 𝐹

𝑛+1
  𝐹

𝑛
 

 𝐹
𝑛
    𝐹

𝑛−1( )  · 1  1
1  0( ) =

 𝐹
𝑛+2

  𝐹
𝑛+1

 
 𝐹

𝑛+1
    𝐹

𝑛( )
∎

אתכלומרבמיקוםשהתקבלהפתרוןאתונחזירפעמים,nאתנכפולפתרוןלקבלכדי 1  1
1  0( )𝑚𝑎𝑡[0][0]𝐹

𝑛+1

.1מאיברהחלאינדקסיםספרנועכשיוועד0באיברמתחילהפיבונאצ'יוסדרתמאחרזאת
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𝑂(𝑛)ריצהבזמןאינדוקטיביתבשיטההפתרוןמימוש

public static int fibMatrix(int n) {

if (n <= 0) {

return 0;

}

int[][] fiboMatrix = { {1,1}, {1,0} };

matrixPower(fiboMatrix,n);

return fiboMatrix[0][0];

}

private static void matrixPower(int[][] matrix, int n) {

int[][] ans = { {1,1}, {1,0} };

for (int i = 1; i < n-1; i++) {

matrixMultiply(matrix,ans);

}

}

private static void matrixMultiply(int[][] mat1, int[][] mat2) {

int x =  mat1[0][0] * mat2[0][0] + mat1[0][1] * mat2[1][0];

int y =  mat1[0][0] * mat2[0][1] + mat1[0][1] * mat2[1][1];

int z =  mat1[1][0] * mat2[0][0] + mat1[1][1] * mat2[1][0];

int w =  mat1[1][0] * mat2[0][1] + mat1[1][1] * mat2[1][1];

mat1[0][0] = x;

mat1[0][1] = y;

mat1[1][0] = z;

mat1[1][1] = w;

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(fibMatrix(6));

}

רקשלריצהזמןבסיבוכיותפתרוןלנותספק,הנוסחה:,הרקורסיביתבשיטה 1  1
1  0( )𝑛 =

 𝐹
𝑛+1

  𝐹
𝑛
 

 𝐹
𝑛
    𝐹

𝑛−1( )  

𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛)
בדומה לפתרון חישוב חזקה ברקורסיה, ננצל את אותה השיטה לטובת הפתרון שלנו.

.powerבפונקציההבדלעםלקודםדומהמאודהמימושהמטריצה,אתרקורסיביבאופןנכפול
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public static int fibMatrixLog(int n) {

if (n <= 0) {

return 0;

}

int[][] fiboMatrix = { {1,1}, {1,0} };

matrixPowerLog(fiboMatrix,n-1);

return fiboMatrix[0][0];

}

private static void matrixPowerLog(int[][] matrix, int n) {

if(n == 0 || n == 1)

return;

int[][] ans = { {1,1}, {1,0} };

matrixPowerLog(matrix, n/2);

matrixMultiplyLog(matrix,matrix);

if(n%2 != 0) {

matrixMultiplyLog(matrix,ans);

}

}

private static void matrixMultiplyLog(int[][] mat1, int[][] mat2) {

int x =  mat1[0][0] * mat2[0][0] + mat1[0][1] * mat2[1][0];

int y =  mat1[0][0] * mat2[0][1] + mat1[0][1] * mat2[1][1];

int z =  mat1[1][0] * mat2[0][0] + mat1[1][1] * mat2[1][0];

int w =  mat1[1][0] * mat2[0][1] + mat1[1][1] * mat2[1][1];

mat1[0][0] = x;

mat1[0][1] = y;

mat1[1][0] = z;

mat1[1][1] = w;

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(fibMatrixLog(6));

}
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חישוב חזקה

תיאור הבעיה
נרצה לחשב חזקה בצורה היעילה ביותר.

𝑎𝑛.אתלחשבנרצה⇚

.הואעבורהריצהזמןסיבוכיותכילראותאפשרראשונית,בראייה 𝑎𝑛 = 𝑎 · 𝑎 ·.... · 𝑎𝑂(𝑛)
יותר.יעילהשיטהאיזהונחליטעבורםהפתרונות2אתנראהרקורסיהמולאינדוקציהשללנושאבדומה

מימוש בגיטהאב
רקורסיביתחישוב חזקה בשיטה

public static int powerRecursion(int a, int n) {

return n == 0 ? 1 : a * powerRecursion(a,n-1);

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(powerRecursion(2,5)); // 32

System.out.println(powerRecursion(3,3)); // 27

}

בנושא אינדוקציה מול רקורסיה הראינו כי רקורסיה מקצה זיכרון נוסף עבור כל קריאה לפונקציה כולל עבור כל
הפרמטרים הנמצאים בתוך הפונקציה כולל המשתנים בארגומנט השליחה.

= 𝑂(2𝑛).היאהריצהזמןסיבוכיותסה"כ  𝑂(𝑛)

אינדוקטיביתחישוב חזקה בשיטה

public static int powerInduction(int a, int n) {

int solution = 1;

while (n > 0) {

solution *= a;

n--;

}

return solution;

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(powerInduction(2,5)); // 32

System.out.println(powerInduction(3,3)); // 27

}

הקצאותשלנוספותפעולותעושהשרקורסיהבגללאךהיאהריצהזמןסיבוכיותכילראותקלכאןגם  𝑂(𝑛)
זיכרון עבור כל קריאה, השיטה האינדוקטיבית יותר יעילה במקרה זה.
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הבא:באופןידניתנחשבעבורלדוגמה,,שלריצהזמןבסיבוכיותחזקהחישובלמדנועכשיועד 𝑂(𝑛)𝑥8

𝑥8 = 𝑥 · 𝑥 · 𝑥 · 𝑥 · 𝑥 · 𝑥 · 𝑥 · 𝑥
𝑂(𝑛)?מ-יותרטובהביעילותנוסףפתרוןלספקאפשרהאם

שנבצעכךהשיטהאתלייעליכוליםאנולפתרון,שהגענועדכפלפעולות7ביצענועבורכילראותאפשר 𝑥8

פחות פעולות הכפלה ואז סיבוכיות זמן הריצה שלנו תרד משמעותית.
אם

𝑥4 = 𝑥2 · 𝑥2

הבאה:בצורהאתלחשבאפשרדומה,באופןאז 𝑥8

𝑥8 = 𝑥2 · 𝑥2 · 𝑥2 · 𝑥2

log.בעצםשזהפעולות,7במקוםהכפלהפעולות3קיבלנובעצםככה 𝑛 ⇒ log
2
8 = 3

𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛).להיותעשויההסיבוכיותלכן

.2שלבחזקותמספריםשלכסכוםלכתובניתןעשרונימספרשכלידוע

.הבאה:הנוסחהבאמצעותזאתלפתורננסה,עלנסתכל 𝑥11𝑥11 = 𝑥8 · 𝑥2 · 𝑥1

הבאות:בחזקותלהעזרכעתבאפשרותינוישפעולות,שלסוגהשקענושכאןרואיםאנו 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛)

𝑥1 ,  𝑥2 ,  𝑥4,  𝑥8

הזה:המספרשלהבינאריהייצוגאתנרשוםו-מאחר 1 +  2 +  8 =  11

11 =  8 +  2 +  1 =  1 · 23 +  0 · 22 +  1 · 21 +  1 · 20

11.כלומר
10

= 1011
2

אז1היאהשאריתאםבחצי,צעדבכלהחזקהמספראתלחלקהואהפתרון,לקראתיותרוקלהנוספתדרך
נחבר את החישוב לתוצאה הסופית, אחרת לא נחשב כלום ונמשיך לצעד הבא, כלומר:

שאריתשלםמספר

2|1151

2|521

2|210

2|101

.1011באמתוזהלמעלהמלמטהבשאריתשקיבלנוהמספראתנקרא
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רקורסיביתחישוב חזקה בעזרת מספרים בינאריים בשיטה

public static int recursion(int a, int n) {

return rec(a, n , 1);

}

public static int rec(int a, int n, int answer) {

if(n == 0)

return answer;

if(n % 2 == 1)

answer = answer * a;

return rec(a * a,n/2,answer);

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(recursion(2,5)); // 32

System.out.println(recursion(3,3)); // 27

}

𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛)בסיבוכיותמדוברשלאאומרלאזהאךבפונקציה,שלבבכללפונקציהקריאות2לנואיןאמנם
𝑛/2כאשרהבאהלצעדקוראיםאנוצעדבכלוכיnפרמטרבאחריותהואשלנוהעצירהותנאימאחרכי

𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛).שלריצהזמןסיבוכיותכאןמתקייםבאמתאז

אינדוקטיביתחישוב חזקה בעזרת מספרים בינאריים בשיטה

public static int induction(int a, int n) {

int answer = 1;

while (n > 0) {

if(n % 2 == 1)

answer = answer * a;

n = n / 2;

a = a * a;

}

return answer;

}

𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛).היאהריצהזמןסיבוכיותכאןגם

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||42

מה זה אלגוריתם חמדני?

הגדרה
לקחתמבליהרגעבאותוביותרהמשתלמתבאפשרותבוחרהואשלבבכלאם)Greedy(חמדןיקראאלגוריתם

בחשבון השלכות לטווח רחוק.

הסבר
במדעי המחשב אלגוריתם חמדן הוא אלגוריתם לפיו בוחרים את האפשרות הטובה ביותר הנראית לעין בשלב

הנוכחי, מבלי לקחת בחשבון את ההשפעה של צעד זה על המשך הפתרון.
אלגוריתמים חמדנים נפוצים בפתרון בעיות מיטוב, בהן מנסים למצוא את הפתרון הטוב ביותר. לעיתים, כאשר

לא ניתן למצוא את הפתרון האופטימלי בזמן סביר, שימוש באלגוריתם חמדן עשוי לתת קירוב טוב לפתרון
המיטבי בזמן קצר.

במקרים מסוימים האלגוריתם החמדן הוא גם האלגוריתם האופטימלי.
כלומר, סדרת בחירות חמדניות נותנת לפעמים את הפתרון האופטימלי הכללי לבעיה.

אמנם אלגוריתם זה מספק פתרון מהיר ביעילות, אך החיסרון שלו שהפתרון לעיתים לא המיטבי.

Brute(שלםחיפושאלגוריתםזהמה Force Search(
אלגוריתם זה עובר על כל המצבים האפשריים הקיימים ולכן הוא מחזיר פתרון נכון יותר לעומת אלגוריתמים

חמדניים אבל היעילות שלו מבחינת סיבוכיות זמן הריצה פחות טובה מהחמדני.
זה בעצם כמו ליצור עץ של כל המצבים ואז לעבור על כל העץ ולחפש את הפתרון הטוב ביותר עבורנו.
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משחק המספרים
.בגיטהאבמצורפים טסטים עבור הבעיה הזאת

תיאור הבעיה
שחקנים.שנימשתתפיםזהבמשחק-זוגי)n(איבריםnבעלAמערךנתון

או מהקצה הימני של המערך.יכול לבחור מספר אחד מהקצה השמאליבתורוכל אחד מהשחקנים
סכום המספרים הגדול ביותר.המנצח הוא השחקן בעל

9876543210

2165231494875

Player
2

VSPlayer
1

נניח כי השחקן הראשון הוא אנחנו והוא תמיד המתחיל בכל משחק.
בנוסף, תמיד נחשוב שאנחנו משחקים מול השחקן הטוב ביותר בעולם, אין פה מקום לטעויות.

פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

אחרת.ניצחוןשיטתמציגאלגוריתםכלשונים,אלגוריתמים4נציגזובעיהעבור
של סכום המספריםברווח המקסימלי ביותרלנצחהשאיפה היא לא רק תמיד לנצח את השחקן השני, אלא גם

שלנו בכל משחק (ניצחון).

אפשרות א' - אלגוריתם חמדני❖
אנו צריכים לבחור מספר אחד מהקצה השמאלי או מהקצה הימני של המערך.⇚
בכל שלב כזה אנו נבחר את האפשרות הטובה ביותר הנראית לעין.⇚
אנחנו נבחר מספר מבלי לקחת בחשבון את המשך השלבים.⇚

public static int[] greedy(int[] arr) {

int player1 = 0, player2 = 0, games = 0;

int left_corner = 0, right_corner = arr.length-1;

while (games != arr.length) {

if(games % 2 == 0) {

if(arr[left_corner] > arr[right_corner]) {

player1 += arr[left_corner];

left_corner++;
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}else {

player1 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

else {

if(arr[left_corner] > arr[right_corner]) {

player2 += arr[left_corner];

left_corner++;

}else {

player2 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

games++;

}

System.out.println("difference is " + (player1 - player2));

return new int[] {player1,player2};

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {5, 7, 8, 4, 9, 14, 3, 52, 16, 2};

System.out.println(Arrays.toString(greedy(arr)));

}

ההדפסה הבאה:מספקת לנו פתרון, נקבל אתשלא⇜ זה אסטרטגיה לא יעילה
di�erence is -38

]41,79[

אפשרות ב' - זוגי או אי-זוגי❖
לפני תחילת המשחק אנחנו נחשב את סכום האיברים במקומות הזוגיים במערך וגם את סכום⇚

האיברים במקומות האי-זוגיים במערך ונבחר את הסכום הגדול מביניהם.
לאחר שבחרנו את הסכום, נתחיל את המשחק כמובן כשיש לנו זכות להתחיל ראשונים.⇚
בכל שלב, אנחנו תמיד נבחר במערך את המספר במקום הזוגי או האי-זוגי וזה תלוי באיזה סוג⇚

סכום בחרנו לפני תחילת המשחק, למשל אם סכום הזוגיים היה גדול יותר אז לאורך כל שלבי
המשחק תמיד נבחר את המקומות הזוגיים.

אנו צריכים לבחור מספר אחד מהקצה השמאלי או מהקצה הימני של המערך כל עוד זה מספר⇚
במיקום זוגי.
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הוכחה
נוכיח אסטרטגיה זו באינדוקציה:

והאי-זוגיים):(הזוגייםהסכומים2אתמחשבא'שחקןמספריםסדרתיהי 𝑎
1
, 𝑎

2
,..., 𝑎

𝑛

.ו- 𝑆
1

= 𝑎
1

+ 𝑎
3

+.. + 𝑎
𝑛−1

𝑆
2

= 𝑎
2

+ 𝑎
4

+... + 𝑎
𝑛

ומנצח.האי-זוגייםבמקומותבמספריםלבחורממשיך,ב-בוחרא'שחקןשבובמקרה 𝑆
1

≥ 𝑆
2

𝑎
1

לחלוטין):סימטריההפוך(המקרהשבוהמקרהאתנבחן 𝑆
1

≥ 𝑆
2

בחירה:אפשרויות2ישב'לשחקןב-בוחרא'שחקןכאשרהאינדוקציה:בסיס● 𝑎
1

ובמידהב-לבחוריכולא'שחקןאזב-בוחרוהואבמידההזוגיים.במקומותנמצאיםששניהםו- 𝑎
2

𝑎
𝑛

𝑎
2

𝑎
3

.ב-לבחוריכולא'שחקןאזב-בוחרוהוא 𝑎
𝑛

𝑎
𝑛−1

כלומר לשחקן א' יש שוב אפשרות בחירה באיבר במקום אי זוגי הנותן סכום גדול יותר. יחד עם זאת שחקן ב'
תמיד יוכל לבחור רק באיברים הנמצאים במקומות זוגיים הנותנים סכום קטן יותר.

הנחת האינדוקציה: נניח כי בשלב בו שחקן א' בוחר מספר, בסדר נותרו המספרים●
לחלוטין).סימטריההפוך(המקרהזוגיאיjו-זוגיiכאשר 𝑎

𝑖
, 𝑎

𝑖+1
,..., 𝑎

𝑗−1
, 𝑎

𝑗

במיקוםאפשריות2שובנותרוב'ולשחקןאי-זוגיהואכיב-יבחרא'ששחקןברורהאינדוקציה:שלב● 𝑎
𝑗

מספרשלבחירהנפתחתא'לשחקןב'שחקןשלבחירהבכליותר.קטןסכוםלוהנותנותו-הזוגי 𝑎
𝑖

𝑎
𝑗−1

יותר.גדולסכוםונותןזוגיאיבמקוםשנמצא)או(זוגיאי 𝑎
𝑖+1

𝑎
𝑗−2

∎

public static String chooseEvenOrOdd(int[] arr) {

int odd_sum = 0 , even_sum = 0;

for(int i = 0 ; i < arr.length; i++) {

if(i%2==0)

even_sum += arr[i];

else

odd_sum += arr[i];

}

if(even_sum > odd_sum)

return "even";

else

return "odd";

}

public static int[] game(int[] arr) {

int player1 = 0, player2 = 0, games = 0;
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int left_corner = 0, right_corner = arr.length-1;

String strategy = chooseEvenOrOdd(arr);

while (games != arr.length) {

if(strategy.equals("even")) {

if(games % 2 == 0) { // Player1 turn

if (left_corner % 2 == 0) {

player1 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player1 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

else { // Player2 turn

if(arr[left_corner] > arr[right_corner]) {

player2 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player2 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

} else { // odd

if(games % 2 == 0) { // Player1 turn

if(left_corner % 2 == 1) {

player1 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player1 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

} else { // Player2 turn

if(arr[left_corner] > arr[right_corner]) {

player2 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player2 += arr[right_corner];
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right_corner--;

}

}

}

games++;

}

return new int[] {player1,player2};

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {5, 7, 8, 4, 9, 14, 3, 52, 16, 2};

System.out.println(Arrays.toString(game(arr)));

}

⇜ קוד לא כל כך חכם, וגם האסטרטגיה לא בדיוק טובה לנו.
נתבונן במערך הבא:

543210

631631

Player 2VSPlayer 1

אם נפעל באותה השיטה הקודמת נקבל שסכום האי-זוגיים וסכום הזוגיים שווים בסכומם.
.10=3+1+6וגם10=1+6+3כלומר

במקרה זה לא הצלחנו לספק את הפתרון הדרוש לבעיה, ברור שיש פתרון נוסף שנותן מענה למקרה זה.

אפשרות ג' - אדפטיבית:❖
בכל שלב נחשב את הסכום הזוגי/אי-זוגי הקיימים ונבחר במספר המשתלם לנו.⇚
מקרה זה יותר טוב מאפשרות ב' כי הוא מאפשר לנו לנצח גם במקרה של סכום שווה כמו המקרה⇚

שראינו בעמוד הקודם.

public static String chooseEvenOrOdd(int[] arr, int left, int right) {

int odd_sum = 0 , even_sum = 0;

for(int i = left ; i < right+1; i++) {

if(i%2==0)

even_sum += arr[i];

else

odd_sum += arr[i];

}
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if(even_sum > odd_sum)

return "even";

else

return "odd";

}

public static int[] game(int[] arr) {

int player1 = 0, player2 = 0, games = 0;

int left_corner = 0, right_corner = arr.length-1;

while (games != arr.length) {

String strategy = chooseEvenOrOdd(arr, left_corner, right_corner);

if(strategy.equals("even")) {

if(games % 2 == 0) { // Player1 turn

if (left_corner % 2 == 0) {

player1 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player1 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

else { // Player2 turn

if(arr[left_corner] > arr[right_corner]) {

player2 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player2 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

} else { // odd

if(games % 2 == 0) { // Player1 turn

if(left_corner % 2 == 1) {

player1 += arr[left_corner];
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left_corner++;

}

else {

player1 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

} else { // Player2 turn

if(arr[left_corner] > arr[right_corner]) {

player2 += arr[left_corner];

left_corner++;

} else {

player2 += arr[right_corner];

right_corner--;

}

}

}

games++;

}

System.out.println("difference is " + (player1 - player2));

return new int[] {player1,player2};

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {5, 7, 8, 4, 9, 14, 3, 52, 16, 2};

int[] arr2 = {1,3,6,1,3,6};

System.out.println(Arrays.toString(game(arr)));

System.out.println(Arrays.toString(game(arr2)));

}

האם האסטרטגיה שהצגנו תמיד נותן לנו את הרווח המקסימלי ביותר?
במערך הבא, השיטה האדפטיבית לא מספקת רווח מקסימלי עבורנו:

3210

9514

Player 2VSPlayer 1
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נציג את האפשרות הבאה שמספקת את הרווח המקסימלי ביותר:
אפשרות ד' - תכנות דינאמי:❖

נעבור על כל אפשרויות המשחקים שלנו.⇚
נבנה מטריצת עזר ובאלכסון שלה נציב את איברי המערך החד-מימדי (המשחק הנתון).⇚
כל תא במטריצה הוא אפשרות משחק.⇚
נרוץ מהפינה הימנית התחתונה עד להתחלה של המטריצה, בכל תא יהיה את מקסימום הרווח⇚

שניתן לקבל.
לאחר הפעלת כל אפשרויות המשחקים על המטריצה , נשלח לפונקציה שתבצע חישוב לאחור כדי⇚

.2שחקןעבורוגם1שחקןשצברהסכוםאתלחשב
לבסוף נציג את ההפרש המקסימלי שקיבלנו ונציג את הסכומים שאסף כל שחקן.⇚

עבור המערך הבא:
3210

9514

Player 2VSPlayer 1

נצהיר על מטריצה חדשה ונציב באלכסון הראשי שלה את מערך המשחק:
3210

40

11

52

93

מימוש צעד זה:

int[][] matrix = new int[arr.length][arr.length];

// fill the main diagonal

for(int i = 0; i < arr.length; i++) {

matrix[i][i] = arr[i];

}
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אחרי הצבת האלכסון נתחיל להפעיל את המשחקים ולהציב בכל תא מתאים את הרווח המקסימלי עבור על
משחק. לאורך חישוב המטריצה נפעיל את הנוסחה הבאה עבור כל תא:

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗] =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑖] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖 + 1][𝑗] ,  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑗][𝑗] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗 − 1]  )

נקבלהאפשרויות2מביןמשחקאיזהעבורונשאלבירוקשצבועהתאעלנסתכלהראשוןהאלכסוןחישובעבור
את הרווח המקסימלי? - כלומר:

3210

40

11

52

93

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[2][3] =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[2][2] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[2 + 1][3] ,  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[3][3] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[2][3 − 1]  )
𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[2][3] =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( 5 − 9 ,  9 −  5  ) =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( − 4 ,  4  ) =  4

וכך נפעל עבור כל שאר האלכסון הירוק באיור הבא.
נחשב:הכתוםעבור המשחק בתא

3210

340

411

452

93

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[1][3] =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[1][1] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[1 + 1][3] ,  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[3][3] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[1][3 − 1]  )

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[1][3] =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥(− 3 ,  5 ) = 5
וכך גם את המשך האלכסון ובאותו שיטה למשך המטריצה…
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3210

72340

5411

452

93

כאשרבאדוםכעת אפשר לראות כי המשחק הגדול ביותר (המערך ששלחנו בהתחלה) הוא התא הצבוע
(המערך).המשחקעבורלקבליכולשלנושהשחקןביותרהמקסימליהרווחהוא7המספר

המימוש של בניית המטריצה (התהליך שעשינו עד עכשיו):

for(int i = arr.length - 2 ; i >= 0 ; i--) {

for(int j = i + 1 ; j < arr.length; j++) {

mat[i][j] = Math.max(matrix[i][i] - mat[i+1][j] , mat[j][j] - mat[i][j-1]);

}

}

כעת נרצה לחשב את הסכום שצבר השחקן שלנו לאורך המשחק המרכזי, לכן נחזור אל הנוסחה שהצגנו ונתחיל
מהתא של המשחק המרכזי ונשאל איזה תא סיפק לי את הרווח שבו אני עומד?

𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗] =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑖] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖 + 1][𝑗] ,  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑗][𝑗] −  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[𝑖][𝑗 − 1]  )

זה?לרווחהגורםמיונבחןלנוסחהנחזור,7עלמסתכליםאנחנואםשלנו,המקרהעבורכלומר
7 =  𝑀𝑎𝑡ℎ. 𝑚𝑎𝑥( 4 −  5 ,  9 −  2  )

המשחק.חישובאתשנסייםעדהלאהוכךשלנו,מהסכוםחלקלהיות9אתנבחרולכן2-9=7ש-ברור
מימוש תכנות דינאמי:

public static int[] dynamic(int[] arr) {

int[][] mat = new int[arr.length][arr.length];

for(int i = 0; i < arr.length; i++) {

mat[i][i] = arr[i];

}

for(int i = arr.length - 2 ; i >= 0 ; i--) {

for(int j = i + 1 ; j < arr.length; j++) {

mat[i][j] = Math.max(mat[i][i] - mat[i+1][j] , mat[j][j] - mat[i][j-1]);

}

}

return game(mat);
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}

public static int[] game(int[][] matrix) {

int player1 = 0, player2 = 0, games = 0;

int left = 0, right = matrix.length-1;

String p1_path = "" , p2_path = "";

while (games != matrix.length) {

if(left == right) {

player2 += matrix[left][left];

break;

}

if (matrix[left][right] == matrix[left][left] - matrix[left + 1][right]) {

if(games % 2 == 0) { // Player1 turn

player1 += matrix[left][left];

p1_path += matrix[left][left] + " ";

}

else { // Player2 turn

player2 += matrix[left][left];

p2_path += matrix[left][left] + " ";

}

left++;

}

else {

if(games % 2 == 0) { // Player1 turn

player1 += matrix[right][right];

p1_path += matrix[right][right] + " ";

}

else {// Player2 turn

player2 += matrix[right][right];

p2_path += matrix[right][right] + " ";

}

right--;

}

games++;

}

return new int[] {player1,player2};

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(Arrays.toString(dynamic(new int[] {1,3,6,1,3,6})));

System.out.println(Arrays.toString(dynamic(new int[] {5,4,1,5,6,4})));

System.out.println(Arrays.toString(dynamic(new int[] {4,1,5,9})));

}

𝑂(𝑛2).ולכןהרווחיםלחישובnxnדינאמיתכנותמפעילים:ריצהזמןסיבוכיות⇜
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LCS-ביותרהארוכההמשותפתהמחרוזתתת

תיאור הבעיה
.X,Yמחרוזות2נתונות

נרצה למצוא את תת-המחרוזת המשותפת הארוכה ביותר.

דוגמא
".abc"המחרוזתתוחזרהמחרוזותעבור 𝑋 = "𝑎𝑏𝑐𝑎𝑑𝑒" ,  𝑌 = "𝑎𝑒𝑏𝑑𝑐" 

פתרון הבעיה
שונים.אלגוריתמים3נציגזובעיהעבור

מימוש בגיטהאב
אפשרות א' - אלגוריתם חמדני❖

.Yבמחרוזתהראשונההאותשלהמופעאתלחפשנתחיל,Xהמחרוזתעלנעבור⇚
Yב-עצרנובומקוםמאותוהחלאותהונחפשXב-הבאהלאותנמשיךמצאנו,אם⇚

.Yשללסוףשנגיעעד

public static String greedy(String X, String Y) {

String ans = "";

int i = 0, j = 0;

while( i < X.length() && j < Y.length() ) {

if(X.charAt(i) == Y.charAt(j)) {

ans += X.charAt(i);

i++;

}

j++;

}

return ans;

}

public static void main(String[] args) {

String X = "ababcb", Y = "cbab";

System.out.println(greedy(X,Y)); // prints “ab”

System.out.println(greedy(Y,X)); // prints “cb”

}
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השיטה לא מחזירה את התשובה הנכונה תמיד כי לא תמיד האיברנכונות השיטה:⇜
הראשון שנמצא הוא חלק מהסדרה. בנוסף, לפעמים כדאי לוותר על מספר איברים כדי

לקחת אחרים טובים יותר.
לדוגמא, אם היינו מפעילים את האלגוריתם על המחרוזות:

.1באורךתת-מחרוזתמקבליםהיינואז 𝑌 = "𝑏𝑥𝑥𝑥𝑎",  𝑋 = "𝑎𝑥𝑥𝑥𝑏"

אזYל-Xביןכללהתאמהאיןאםכי-הגרועבמקרהרק-השיטה:סיבוכיות⇜ 𝑂(𝑛 · 𝑚)
.YכלעללעבורנצטרךXב-אותכלעבור

אפשרות ב' - אלגוריתם חמדני משופר❖
אשר)X(נניחביותרהקצרההמחרוזתעלבאנגלית)האותיות(מספר26בגודלעזרמערךנבנה⇚

ייתן אינדיקציה איזה אותיות קיימות במחרוזת.
.Yמחרוזתעלנעבורכאשרהחמדנישלהקודאתנפעיל⇚
שלבמיקוםנורידכךואחרהפתרון)(מחרוזתansל-ונוסיףמיקומואתנבדוקאזקיימת,האותאם⇚

.1--במערךהאות
.Xב-מופיעותלאכברשלYשלהאותיותאתלחפשלאהואהרעיון⇚

ביותר.המינימליוהואמאחרXעבורעזרמערךנבנה,ו-המחרוזותעבורלדוגמה 𝑋 = "𝑎𝑏𝑐𝑎"𝑌 = "𝑎𝑑𝑐𝑏𝑐"
שלהםוהסדרהאותיותאתנתאיםכךולכן,97הוא'a'שלהערךבטבלהכאשרASCIIלפימסתמכתהבנייה

שלנו:המקרהעבורלכן,26בגודלבמערךלאינדקסים

‘d’ - 97  = 3‘c’ - 97  = 2‘b’ - 97 = 1’a’ - 97 = 0

0112

מימוש אלגוריתם חמדני משופר

public static String improvedGreedy(String x,String y) {

int[] occurrences = new int[26];

for (int i = 0; i < y.length(); i++)

occurrences[y.charAt(i)-'a']++;

String answer = "";

int limit = 0;

for(int i = 0; i < x.length(); i++) {

int place = (x.charAt(i)-'a');

if(occurrences[place]>0) {

int index = y.indexOf(x.charAt(i),limit);

if(index != -1) {// if the char does occur
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answer += x.charAt(i);

limit = index + 1; // reduce the limit

occurrences[place]--;

}

}

}

return answer;

}

public static void main(String[] args) {

String X = "cbab", Y = "ababcb";

System.out.println(improvedGreedy(X,Y));

}

את האלגוריתם על: כמו באלגוריתם הקודם, אם היינו מפעיליםנכונות השיטה⇜
.1באורךתת-מחרוזתמקבליםהיינואזהמחרוזות: 𝑌 = "𝑏𝑥𝑥𝑥𝑎",  𝑋 = "𝑎𝑥𝑥𝑥𝑏"

צריכיםאנחנואבלולכןבלבדאחתפעםמחרוזתכלעלרציםאנחנו:סיבוכיות⇜ 𝑂(𝑚 + 𝑛)
,𝑂(𝑚𝑖𝑛(𝑚נוסיףולכןהמערךאתלמלאכדינוספתפעםהמחרוזותאחתעללעבור 𝑛))

אנו מבינים שעדיף לנו למלא את המערך במחרוזת הקצרה יותר.
𝑂(𝑛.נקבל:סה"כלכן + 𝑚) + 𝑂(𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚))

אפשרות ג' - חיפוש שלם❖
ביותר.ארוכהמשותפתמחרוזתולחפשYו-Xשלתתי-מחרוזותכללקחתהואהרעיון⇚
nבגודלמחרוזתשלתתי-מחרוזותמספרנתונה.מחרוזתשלתתי-מחרוזותכללבנייתאלגוריתם⇚

הריקה).המחרוזתכולל(לאל-שווה 2𝑛 − 1

.הואהמחרוזותתתיכלמספר,n=3,עבורלדוגמהכביטים,המחרוזתעלנסתכל 𝑋 =  𝑎𝑏𝑐23 − 1 = 7

cbaתת המחרוזת

c1001

b0102

bc1103

a0014

ac1015

ab0116

abc1117
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האפשרייםהמחרוזותתתיבכלאותהונמלאבגודלsubsetsמחרוזותשלמערךניצורמילהכלעבור 2𝑛 − 1
עבור אותה המחרוזת. נטייל בלולאה בגודל המערך ועל כל איטרציה אנחנו נפעל בדיוק כמו שתיארנו בדוגמה

של הטבלה מלמעלה.
נבצעועליהמתעסקיםאנחנושאיתההמחרוזתשלבגודלbinaryמאופסמספרימערךניצוראנחנוכלומר,

אותם פעולות כמו שהראינו בטבלה.
כמובדיוקהמספרי)(המערךשלנוהבינארילמספר)plusOne(1נוסיףנחברשלנובלולאהאיטרציהכלעל

בטבלה וזה ייצג את תת המחרוזת שאותה נייצר וכך הלאה...

מימוש חיפוש שלם:

public static void plusOne(int[] binary) {

int size = binary.length - 1;

while(size >= 0 && binary[size] == 1) {

binary[size--] = 0;

}

if(size >= 0)

binary[size] = 1;

}

public static String[] subsets(String str) {

int array_size = ((int) (Math.pow(2, str.length())))-1;

String[] subsets = new String[array_size];

int[] binary = new int[str.length()];

for(int i = 0; i < subsets.length; i++) {

plusOne(binary);

String subset = "";

for (int j = 0; j < binary.length; j++) {

if(binary[j] == 1)

subset += str.charAt(j);

}

subsets[i] = subset;

}

return subsets;

}

public static String bruteForce(String X, String Y) {

String shortest = X, longest= Y, ans = "";

if(X.length() > Y.length()){

shortest = Y;

longest= X;

}
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String[] shortestSet = subsets(shortest);

String[] longestSet = subsets(longest);

for(int i = 0; i < shortestSet.length; i++) {

for(int j = 0; j < longestSet.length; j++) {

if(shortestSet[i].equals(longestSet[j])) {

if(shortestSet[i].length() > ans.length())

ans = shortestSet[i];

}

}

}

return ans;

}

public static void main(String[] args) {

String X = "axxxb", Y = "bxxxa";

System.out.println(bruteForce(X,Y));

}

𝑂(2𝑚).כלומרXשלהמחרוזותתתיאתנחשב:סיבוכיות⇜

תתימספרכפולכלומרXשלהמחרוזותתתימספרעםכפולהבלולאהנעבור 2𝑚

2𝑛.וביחדכלומרYשלהמחרוזות · 2𝑚 = 2𝑛+𝑚

המחרוזתשלהאורךעדשוויוןבודקיםכיהואההשוואותמספרוגם 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)

𝑂(2𝑛+𝑚.נקבל:סה"כביותר.הקצרה · 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) + 2𝑚 ) = 𝑂(2𝑛+𝑚 · 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) )
נגיע גם לתשובה הנכונה.: בודקים את כל האפשרויות ולכן בהכרחנכונות השיטה⇜

נציג פתרון דומה עבור חיפוש שלם והפעם בשיטת פעולות מתמטיות להמרה בינארית.
בדומה למימושים ולשיטות שהצגנו עבור הנושא של חישוב חזקות בעזרת מספרים בינאריים,

בינארילמספרהמרהנבצעבריצהאינדקסכלועלבמערךאיבריםה-כלעלשרצהמחלקהניצור 2𝑛 − 1
המערךתתקבלתעדהזהבמיקוםהתואתנשרשראתנצרף1שאריתובקבלת2ב-האינדקסחילוקבאמצעות

עבור מקרה זה.

public static String[] subset(String str) {

String[] subsets = new String[(int)Math.pow(2,str.length())];

for(int decimal = 0 ; decimal < subsets.length; decimal++) {

String subset = "";

int binary = decimal, i = 0;

while(binary != 0 ) {
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if(binary % 2 == 1) {

subset += str.charAt(i);

}

binary /= 2;

i++;

}

subsets[decimal] = subset;

}

return subsets;

}

public static String bruteForce(String X, String Y) {

String ans = "", shortest = X, longest = Y;

if(X.length() > Y.length()) {

shortest = Y;

longest = X;

}

String[] shortestSubset = subset(shortest);

String[] longestSubset = subset(longest);

for(int i = 0 ; i < shortestSubset.length ; i++) {

for(int j = 0; j < longestSubset.length; j++) {

if(shortestSubset[i].equals(longestSubset[j])) {

if(shortestSubset[i].length() > ans.length()) {

ans = shortestSubset[i];

}

}

}

}

return ans;

}

public static void main(String[] args) {

String X = "abcbdab", Y = "bdcaba";

System.out.println(bruteForce(X,Y)); // bcba

}

הסיבוכיות שעד עכשיו היה לנו הם:
חמדני.חיפושעבור 𝑂(𝑛 · 𝑚)

משופר.חמדניחיפושעבור 𝑂(𝑛 + 𝑚)

שלם.עץחיפושעבור 𝑂(2𝑛+𝑚 · 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) )
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ננסה לפתח פתרון יותר יעיל שמשלב את היעילות של החיפוש החמדן ואת הפתרון האופטימלי שהחיפוש השלם
מספק לבעיה - וכך נקבל את הפתרון הטוב ביותר לבעיה שלנו.

1חדשהשיטה

𝑋 = {𝑥
1
, 𝑥

2
,...., 𝑥

𝑛
}  ,  𝑌 = {𝑦

1
, 𝑦

2
...., 𝑦

𝑚
}

𝐿𝐶𝑆(𝑋, 𝑌)

.ש-כךיהא 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α  , 𝑌 · β)α = β
.מתקייםלכןפשוט,הכיבאופןזה,במקרה 𝐿𝐶𝑆(α, β) = 1𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α ,  𝑌 · β) ≥ 𝐿𝐶𝑆(𝑋, 𝑌) + 1

כלומר הוספנו לכל מחרוזת תו זהה ולכן יש לנו לפחות התאמה אחת, אין מצב שהיו פחות התאמות.
למשל באיור הבא אפשר לראות שני אפשרויות להתאמה:

כלומר האורך של כל התאמה תהיה לפחות אחת.
פנימית?חיצוני ל-אבל מה קורה שיש התאמה בין αβ

המתוכנן שלנו.ב-עוד לפני שנפגשנואפשר לראות שקיבלנו התאמה של אותו תו αβ = α
פסלנו את כל שאר התווים החל אותו תו שבו מצאנו התאמה.
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2חדשהשיטה
.ש-כךיהא 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α  , 𝑌 · β)α ≠ β

במקרה זה נוכל לתת פתרון לבעיה בשיטה הקודמת, נתבונן באיור הבא:

שכן יכול לקרות לטובתנו:אבל, מהמולאז אין התאמה המתבססת עלאם α ≠ βαβ
להפך…אולא,ו-שותפהש-אוכלומרשזהאושזהאו 𝐿𝐶𝑆(𝑋,  𝑌 · β) 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α,  𝑌) αβ

ומאחר ומדובר בתת המחרוזת המקסימלית ביותר נבחר:

𝑀𝐴𝑋 ( 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α,  𝑌) ,  𝐿𝐶𝑆(𝑋,  𝑌 · β)  )

שהצגנו:השיטות2עבורכלומר

לסיכום, נציג בפסאודו-קוד את המקרים הבאים:

𝑖𝑓 α == β
    𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α ,  𝑌 · β) = 𝐿𝐶𝑆(𝑋, 𝑌) + 1
𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑖𝑓 α! = β
   𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α ,  𝑌 · β) =  𝑚𝑎𝑥 ( 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α,  𝑌) ,  𝐿𝐶𝑆(𝑋,  𝑌 · β)  )
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דינאמיתכנות-LCSעבורד'אפשרות❖
חדשה.פתרוןשיטתנבנהמקודםשהצגנוהשיטות2בעזרת⇚
בחיפוש השלם, בדקנו תתי מחרוזות מיותרות כי תת המחרוזת המשותפת הארוכה⇚

ביותר החל מאיבר כלשהו היא לפחות אותה תת מחרוזת אם נחשב החל מתחילת המחרוזות.
אופטימלי.פתרוןקיבלנובאמתלאכהעדהאפשרויות3שעבורראינוכלומר⇚
נרצה לפתור את הבעיה באופן יעיל ביותר (מהיר) כמו בשיטת החמדן אך כמובן שגם נרצה לפתור⇚

באופן אופטימלי (נכון) כמו בשיטת החיפוש השלם.
.LCSעבורביותרוהאופטימליהיעילהפתרוןאתלנומספקהדינאמיהתכנות⇚

𝑂(𝑛.שלריצהזמןבסיבוכיותיעילזהשפתרוןנראה · 𝑚)

תכנון הפתרון

נממש בצורה אינדוקטיבית עם מבנה נתונים של מערך דו-מימדי.

.ש-ראינוכאשר1שיטהעבור α = β 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α ,  𝑌 · β) = 𝐿𝐶𝑆(𝑋, 𝑌) + 1
בציור:כמו,כך:נפעלכאשרלכן 𝑋[𝑖] = 𝑌[𝑗]𝑎𝑟𝑟[𝑖][𝑗] = 𝑎𝑟𝑟[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 1

ש-ראינוכאשר2שיטהועבור α ≠ β 𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α ,  𝑌 · β) = 𝑚𝑎𝑥(𝐿𝐶𝑆(𝑋 · α,  𝑌) ,  𝐿𝐶𝑆(𝑋,  𝑌 · β))
:2ה-מביןהמקסימוםאתנבחרכאשרלכן 𝑋[𝑖] ≠ 𝑌[𝑗]

𝑎𝑟𝑟[𝑖][𝑗] =  𝑚𝑎𝑥(𝑎𝑟𝑟[𝑖][𝑗 − 1] ,  𝑎𝑟𝑟[𝑖 − 1][𝑗])
כמו בציור:
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ובסוף התהליך, נקבל את המטריצה הבאה:

6543210

badbcba𝑋

0000000𝑌

11111100b0

22211100d1

22222100c2

33222110a3

43332210b4

44332210a5

.4באורךמהןאחתשכלכךLCSשלאפשרויות3כאןקיימותקיימותכילראותניתן

אינדוקטיבימימוש

public static int[][] generateMatrix(String X, String Y) {

int[][] matrix = new int[X.length() + 1][Y.length() + 1];

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++)

matrix[i][0] = 0;

for(int i = 0 ; i < matrix[0].length; i++)

matrix[0][i] = 0;

for(int i = 1 ; i < matrix.length ; i++) {

for(int j = 1 ; j < matrix[0].length; j++) {

if(X.charAt(i-1) == Y.charAt(j-1)) {

matrix[i][j] = matrix[i-1][j-1] + 1;

} else {

matrix[i][j] = Math.max(matrix[i][j-1],matrix[i-1][j]);

}

System.out.print(matrix[i][j] + " ");

}

System.out.println();

}
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return matrix;

}

public static String dynamic(String X, String Y) {

String ans = "";

int[][] matrix = generateMatrix(X,Y);

int length = matrix[X.length()][Y.length()];

int i = X.length(), j = Y.length();

while(length > 0) {

if(X.charAt(i-1) == Y.charAt(j-1)) {

ans = X.charAt(i-1) + ans;

i--;

j--;

length--;

} else if(matrix[i][j-1] > matrix[i-1][j]) {

j--;

} else {

i--;

}

}

return ans;

}

public static void main(String[] args) {

String X = "abcbdab", Y = "bdcaba";

System.out.println(dynamic(X,Y)); // bcba

}

שנדע מתי לעצור כשנחזיר את הפתרון) הוא: עבור האתחול של עמודת אפסים לכל מילה (כדיסיבוכיות⇜
.נקבלהקנוניתהלולאהועבור 𝑂(𝑛) + 𝑂(𝑚)𝑂(𝑛 · 𝑚)

𝑂(𝑛).ולסיכום + 𝑂(𝑚) + 𝑂(𝑛 · 𝑚) = 𝑂(𝑛 · 𝑚)

⇜ לכן הבאנו פתרון משולב מהצד החמדני לצד עץ החיפוש השלם כלומר:

𝑂(𝑛 + 𝑚) < 𝑂(𝑛 · 𝑚) < 𝑂(2𝑛+𝑚 · 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) )
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רקורסיבימימוש

public static int[][] generateMatrix(String X, String Y) {

int[][] matrix = new int[X.length()+1][Y.length()+1];

for(int i = 0 ; i < matrix.length; i++)

matrix[i][0] = 0;

for(int i = 0 ; i < matrix[0].length; i++)

matrix[0][i] = 0;

generateRec(matrix, X, Y, 1,1);

return matrix;

}

public static void generateRec(int[][] matrix,String X,String Y, int i ,int j) {

if(i == matrix.length)

return;

if(j == matrix[0].length) {

generateRec(matrix, X, Y, i + 1, 1);

}

else {

if (X.charAt(i - 1) == Y.charAt(j - 1))

matrix[i][j] = matrix[i - 1][j - 1] + 1;

else

matrix[i][j] = Math.max(matrix[i][j - 1], matrix[i - 1][j]);

generateRec(matrix, X, Y, i, j + 1);

}

}

public static String dynamicRec(int[][] matrix,String X,String Y, int i,int j, int

length) {

if(length == 0)

return "";

if(X.charAt(i-1) == Y.charAt(j-1))

return dynamicRec(matrix,X,Y,i-1,j-1,length-1) + X.charAt(i-1);

if(matrix[i][j-1] > matrix[i-1][j])

return dynamicRec(matrix,X,Y,i,j-1,length);

return dynamicRec(matrix,X,Y,i-1,j,length);

}

public static String dynamic(String X, String Y) {

int[][] matrix = generateMatrix(X,Y);

int n = X.length(), m = Y.length();

return dynamicRec(matrix, X, Y, n, m, matrix[n][m]);

}

public static void main(String[] args) {

String X = "abcbdab", Y = "bdcaba";
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System.out.println(dynamic(X,Y)); // bcba

}

האורך).באותושונותLCSמחרוזותכמהשקיימותלהיות(יכולשלנוLCSה-כלאתלהחזירנרצהאם
נצרף את הפונקציות הבאות למימוש הרקורסיבי שהצגנו בדף הקודם.

public static void getAllRec(int[][] matrix, String X, String Y, int i , int j,

HashSet<String> set) {

if(i == 0 || j == 0)

return;

int n = X.length(), m = Y.length();

if(matrix[i][j] == matrix[n][m]) {

set.add(dynamicRec(matrix,X,Y,i,j,matrix[n][m]));

getAllRec(matrix,X,Y,i-1,j,set);

getAllRec(matrix,X,Y,i,j-1,set);

getAllRec(matrix,X,Y,i-1,j-1,set);

}

}

public static HashSet<String> getAllLCS(String X, String Y) {

int[][] matrix = generateMatrix(X,Y);

int n = X.length(), m = Y.length();

HashSet<String> set = new HashSet<>();

getAllRec(matrix, X, Y, n, m, set);

return set;

}

public static void main(String[] args) {

String X = "abcbdab", Y = "bdcaba";

HashSet<String> set = getAllLCS(X,Y);

for (String str : set) {

System.out.print(str + " , ");

}

}
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LIS-ביותרהארוכההעולהתת-הסדרה

תיאור הבעיה
נתון מערך של מספרים. יש למצוא את אורך תת הסדרה העולה הארוכה ביותר מתוך המערך.

דוגמה
עבור הסדרה במערך:

543210

10212480

נקבל את הפתרונות הבאים:
0, 8, 12    𝑂𝑅    0, 4, 10    𝑂𝑅    0, 4, 12    𝑂𝑅    0, 8, 10    𝑂𝑅    0, 2, 10

פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

אפשרות א' - אלגוריתם חמדני❖
נקבע שהאיבר הראשון יהיה תחילת הסדרה.⇚
נעבור על המערך וניקח בכל שלב את האיבר הבא בגודלו עד שנגיע לסוף המערך.⇚
מהמספרשגדול3אתניקחכךאחר,1אתניקחאנחנוהבאה:הסדרהעבורלדוגמא,⇚ 1, 3, 4, 2

,1הבא:הפתרוןאתנקבלולכןממנושגדוליםאיבריםאיןאחריוכי4אתניקחולבסוףהקודם 3, 4

public static Stack<Integer> greedy(int[] arr) {

Stack<Integer> stack = new Stack<>();

stack.push(arr[0]);

for(int i = 1; i < arr.length; i++) {

if(stack.peek() < arr[i])

stack.push(arr[i]);

}

return stack;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1,3,4,2};

System.out.println(greedy(arr)); // [1, 3, 4]

}

𝑂(𝑛).ולכןהמערךכלעלאחתפעםעובריםאנחנו:סיבוכיות⇜
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: אלגוריתם זה יחזיר את הסדרה העולה הראשונה שימצא ולא בהכרח הארוכה ביותר בסדרהנכונות השיטה⇜
ולכן זה לא אלגוריתם טוב.

אפשרות ב' - אלגוריתם חמדני משופר❖
נרוץ על המערך ועבור על איבר נפעיל את האלגוריתם החמדני שהצגנו באפשרות א'.⇚
בסוף כל הפעלה נבצע השוואה ונמצא את תת הסדרה העולה הארוכה ביותר מבין כל האיטרציות⇚

שביצענו.
,1.בסדרהנתבונןלדוגמה,⇚  100,  101,  2,  3,  4,  5,  6,  7

הראשון.האיברהוא1ש-כךהסדרהאתתחילהנקבל 1, 100, 101
עדנמשיךככהסדרהנקבלואזהראשוןהאיברלהיות100אתונקבענמשיךכךאחר 100 ,  101

,1.זהבמקרהשהואשלנוLISה-אתשנקבל 2,  3,  4,  5,  6,  7

public static Stack<Integer> greedy(int[] arr, int start) {

Stack<Integer> stack = new Stack<>();

stack.push(arr[0]);

for(int i = start+1; i < arr.length; i++) {

if(stack.peek() < arr[i])

stack.push(arr[i]);

}

return stack;

}

public static Stack<Integer> improved(int[] arr) {

Stack<Integer> stack = new Stack<>();

for(int i = 0; i < arr.length ; i++) {

Stack<Integer> temp_stack = greedy(arr,i);

if(temp_stack.size() > stack.size())

stack = temp_stack;

}

return stack;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1, 100, 101, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; // [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

System.out.println(improved(arr));

}

𝑂(𝑛2).ולכןממנוהחלהמערךהמשךאתובודקיםחוזריםאיברכלעל:סיבוכיות⇜
כי לא פתרנו את הבעיה  שלפעמים כדאי לוותר: האלגוריתם לא החזיר את התשובה הנכונהנכונות השיטה⇜

על מספר איברים כדי לקחת אחרים טובים יותר.

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||69

LCSבאמצעותאלגוריתם-ג'אפשרות❖
מחרוזות).2ביןביותרהארוכההמשותפתתת-המחרוזת(מציאתLCSשלבאלגוריתםנשתמש⇚
הנתוןהמערךעלאותוונפעילמספריםשלמערכים2ל-שיתאיםהאלגוריתםאתנשכתב⇚

,𝐿𝐶𝑆(𝑎𝑟𝑟.כלומרמיוןלאחרהנתוןהמערךועל  𝑆𝑜𝑟𝑡(𝑎𝑟𝑟) )
.LCSשלדינאמיתכנותבשיטתעובדהאלגוריתם⇚

public static int[] LCS(int[] X) {// O(n^2)).

int[] Y = new int[X.length];

for(int i = 0; i < X.length; i++)

Y[i] = X[i];

Arrays.sort(Y); // sort s_arr O(n*log(n)

int[][] matrix = new int[X.length+1][Y.length+1];

generateMatrix(matrix,X,Y,1,1);

int i = matrix.length - 1;

int j = matrix.length - 1;

int end = matrix[i][j];

int start = 0;

int[] solution = new int[end];

while(start < end) {

if(X[i-1] == Y[j-1]) {

solution[end-start-1] = X[i-1];

i--;

j--;

start++;

}

else if(matrix[i-1][j] >= matrix[i][j-1]) {

i--;

}

else {

j--;

}

}

return solution;

}

public static void generateMatrix(int[][] matrix, int[] X, int[] Y, int i, int j) {

if(i == matrix.length)

return;

if(j == matrix.length) {

System.out.println();

generateMatrix(matrix,X,Y,i+1,1);
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} else {

if(X[i-1] == Y[j-1]) {

matrix[i][j] = matrix[i-1][j-1] + 1;

}else {

matrix[i][j] = Math.max(matrix[i-1][j], matrix[i][j-1]);

}

System.out.print(matrix[i][j] + " ");

generateMatrix(matrix,X,Y,i,j+1);

}

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1, 100, 101, 2, 3, 4, 5, 6, 7};

System.out.println(Arrays.toString(LCS(arr)));

// prints [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

}

ולכןהיאהמטריצהבנייתוסיבוכיותהמיוןסיבוכיות,ההעתקהסיבוכיות:סיבוכיות⇜ 𝑂(𝑛)𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)𝑂(𝑛2)

+ 𝑂(𝑛2.נקבלסה"כ  𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)

ארוכה ביותר אז בהכרח התשובה היא תת: מכיוון שהמטרה היא למצוא תת סדרה עולהנכונות השיטה⇜
סדרה של המערך הממוין כך ששומרים על סדר האיברים במערך ולכן תת הסדרה

התשובה.בדיוקהיאהמערכים2ביןהמשותפת

:דוגמא⇜
𝑎𝑟𝑟:(מערך)מספריםסדרתבהינתן = {1, 100, 101, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

𝑠_𝑎𝑟𝑟המערךאתנמיין = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 100, 101}
נשלח ליצירת מטריצה ונקבל: (השורה זה המערך המקורי והעמודה זה הממוין):

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 3
1 2 2 2 2 2 2 2 3
1 2 3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 4 4 4 4 4
1 2 3 4 5 5 5 5 5
1 2 3 4 5 6 6 6 6
1 2 3 4 5 6 7 7 7

פעםובכל7באורךפתרוןמערךניצורכלומרביותרהארוךהפתרוןאתנשלוףמכןלאחר
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שיש לנו התאמה בין המערך הממוין למערך המקורי נצרף למערך הפתרון את ההתאמה
ההתאמה הזאת.

הפתרון יתקבל באמת בסדר עולה מכיוון שאנו מכניסים את ההתאמות החל מהמקום
nxnהאחרונה.ההתאמהעד"באלכסון"ונרוץבמטריצה

,1].הבא:הפתרוןאתנקבללבסוף  2,  3,  4,  5,  6,  7]

אפשרות ד' - אלגוריתם באמצעות חיפוש שלם❖
נייצר את כל תתי המערכים האפשריים.⇚
נבדוק עבור על תת מערך אם הוא תת סדרה עולה (מתחילתו ועד סופו).⇚
אם כן, נבדוק האם הוא הכי ארוך שמצאנו עד עכשיו ונשמור אותו.⇚
הפונקציה תחזיר בסוף מערך של תת הסדרה העולה הגדולה ביותר.⇚

public static Vector<int[]> getSubsets(int[] arr) {

Vector<int[]> subsets = new Vector<>();

int size = (int)Math.pow(2,arr.length) - 1;

for(int decimal = 0; decimal < size; decimal++) {

int binary = decimal;

int i = 0;

Vector<Integer> vec_set = new Vector<>();

while(binary > 0) {

if(binary % 2 == 1) {

vec_set.add(arr[i]);

}

binary /= 2;

i++;

}

int[] arr_set = new int[vec_set.size()];

for(int s = 0 ; s < vec_set.size(); s++) {

arr_set[s] = vec_set.get(s);

}

subsets.add(arr_set);

}

return subsets;

}

public static int[] bruteForce(int[] arr) {

Vector<int[]> subsets = getSubsets(arr);

int[] solution = new int[0];

int max = 0;
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for(int i = 0 ; i < subsets.size(); i++) {

int[] subset = subsets.get(i);

boolean isIncreasing = true;

for(int j = 1 ; j < subset.length; j++) {

if(subset[j-1] > subset[j]) {

isIncreasing = false;

break;

}

}

if(isIncreasing && subset.length > max) {

solution = subset;

max = solution.length;

}

}

return solution;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1, 100, 101, 2, 3, 4, 5, 6, 7};

System.out.println(Arrays.toString(bruteForce(arr)));

//prints [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

}

בסדרממויןהואהאםובודקיםעובריםתת-מערךכלעלוגםהואהקבוצותתתימספר:סיבוכיות⇜ 2𝑛 − 1

𝑂(2𝑛.סה"כולכןnבגודלהואכזהמערךתתהיותרשלכלכךעולה · 𝑛)
נגיע גם לתשובה הנכונה.: בודקים את כל האפשרויות ולכן בהכרחנכונות השיטה⇜

שאלה
?LISהמקיימתלמחרוזתדוגמארקאוהמחרוזתאורךאתלמצוארוציםאנחנוהאם

אפשרויות:2ל-השאלהאתנפצל

אפשרות ה' - מציאת אורך המחרוזת.❖
נדרוס איברים תוך כדי שמירה על האורך הנכון.⇚

דוגמה
.אתנבחרעבורלמשל 10, 12, 20, 21, 16, 17, 1810, 12, 20, 21
אזהנבחרת,לסדרהאותוונצרףבמידהLISה-אתנוגדוהוא16הוא21אחריהבאוהאיברמאחר

.16אתבמקומוונצרף20אתנדרוסכלומרהאיבריםאת"נדרוס"
,10.הבאה:הסדרהאתנקבלכלומר 12, 16, 21
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בכל פעם שאנו מוסיפים איבר אנו בודקים שהוא יותר גדול מכל האיברים הנמצאים משמאלו. אנו
חייבים לשמור על אורך הסדרה הנבחרת בכל ביצוע של דריסה אלא אם צירפנו איבר שהוא "לטובתנו"

כלומר שומר על סדר עולה ותקין ואז נרחיב את גודל הסדרה בהתאם.
,10.הבאההסדרהאתנקבללבסוף 12, 16, 17, 18
לא תמיד נקבל סדרה חוקית.עבור דוגמה זו האורך נכון והסדרה שהתקבלה חוקית, אבל⇚

דוגמה
,5.סדרה:נציג 9, 4, 20, 6, 3, 7, 8, 11
המקוריתובסדרהקיבלנוכיחוקיתלאהיאשתתקבלהסדרהכאן 3, 6, 7, 8, 116, 3, 7, 8, 11
.אוהזה:באורךהואשלהשהאורךסדרהתתקיימתעדיין,אך 4, 6, 7, 8, 115, 6, 7, 8, 11

כלומר, אנחנו לא תמיד נקבל את תת הסדרה הארוכה ביותר (מבחינת ערכים חוקיים) אבל זה לא
משנה, כי הדרישה היא להחזיר את האורך הגדול ביותר וזה כן יהיה בידיים שלנו.

public static int binarySearch(int[] sequence, int left, int right, int value) {

while(right - left > 1) { // while we can compare min two values

int middle = (right+left)/2;

if(value <= sequence[middle]) {

right = middle;

}

else if(value > sequence[middle]) {

left = middle;

}

}

return right;

}

public static int length(int[] arr) {

int[] sequence = new int[arr.length];

sequence[0] = arr[0];

int length = 0;

for(int i = 1 ; i < sequence.length; i++) {

if(arr[i] < sequence[0]) {

sequence[0] = arr[i];

}

else if(arr[i] > sequence[length]) {

length++;

sequence[length] = arr[i];

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||74

} else {

int index = binarySearch(sequence,0,length,arr[i]);

sequence[index] = arr[i];

}

}

return length+1;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {5,9,4,20,6,3,7,8,11};

System.out.println(length(arr));

}

הסדרה שאנו יוצרים.: על כל איבר בסדרה נחפש איפה לשים אותו בתתסיבוכיות⇜
𝑂(𝑛.סה"כלחסוך,כדיבינאריבחיפושזאתנעשה · 𝑙𝑜𝑔𝑛)

אפשרות ו' - החזרת תת הסדרה בתכנות דינאמי.❖
הסדרה).גודלxהסדרה(גודלnxnחדשהמטריצהניצור⇚
בלולאה.המטריצהאתלמלאונתחילהמטריצהראשאתנאתחל⇚ 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥[0][0] = 𝑎𝑟𝑟[0]
במטריצה,הראשוןמהאיברקטןולאלמטריצהשנוסףהאחרוןמהאיברגדוללאהערךאם⇚ 𝑎𝑟𝑟[𝑖]

אז נחפש את הערך המתאים בתוך המטריצה בעזרת חיפוש בינארי שיחזיר לנו את
𝑎𝑟𝑟[𝑖].החדשהערךלהצבתהדרושהאינדקס

כל שורה במטריצה תגדיר לנו את הטווח החדש שנוסף והאיברים החוקיים והמתאימים ביותר⇚
לפתרון הנחוץ.

בסוף נעתיק את השורה האחרונה לפי מספר הטווח למערך חדש בגודל הטווח שקיבלנו ונחזיר⇚
אותו.

,5:המערךעבור:דוגמה 9, 4, 20, 6, 3
5…210

00030

00641

020952

0000...
...
5

.5,9,20הסדרהתתאתונחזיר
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:אינדוקטיבימימוש

public static int binarySearch(int[][] matrix, int left, int right, int value) {

while(left <= right) {

if(left == right) {

return left;

}

int middle = (right+left)/2;

if(value == matrix[middle][middle]) {

return middle;

}

if(value < matrix[middle][middle]) {

right = middle;

}

else {

left = middle+1;

}

}

return -1;

}

public static int[] dynamic(int[] arr) {

int[][] matrix = new int[arr.length][arr.length];

int length = 1;

matrix[0][0] = arr[0];

for(int i = 1; i < arr.length; i++) {

int index;

if(arr[i] > matrix[length-1][length-1]) {

index = length;

}

else if(arr[i] < matrix[0][0]) {

index = 0;

} else {

index = binarySearch(matrix,0,length,arr[i]);

}

matrix[index][index] = arr[i];

if(index == length){

length++;

}

for(int j = 0 ; j < index; j++) {

matrix[index][j] = matrix[index-1][j];

}// end j for

}// end i for
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int[] solution = new int[length];

for(int i = 0; i < length; i++) {

solution[i] = matrix[length-1][i];

}

return solution;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {5,9,4,20,6,3};

System.out.println(Arrays.toString(dynamic(arr)));

}

:רקורסיבימימוש

public static int[] dynamic(int[] arr) {

int[][] matrix = new int[arr.length][arr.length];

matrix[0][0] = arr[0];

int length = recursive(matrix,arr,1,1);

int[] solution = new int[length];

fillSolution(matrix,solution,0);

return solution;

}

public static int recursive(int[][] matrix, int[] arr, int length,

int i) {

if(i == arr.length){

return length;

}

int index;

if(arr[i] > matrix[length-1][length-1]) {

index = length;

}

else if(arr[i] < matrix[0][0]) {

index = 0;

} else {

index = binarySearch(matrix,0,length,arr[i]);

}
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matrix[index][index] = arr[i];

newRow(matrix,index,0);

if(index == length) {

return recursive(matrix,arr,length+1,i+1);

} else {

return recursive(matrix,arr,length,i+1);

}

}

public static int binarySearch(int[][] matrix, int left, int right,

int value) {

if(left > right) {

return -1;

}

if(left == right){

return left;

}

int middle = (right+left)/2;

if(value < matrix[middle][middle]) {

return binarySearch(matrix,left,middle,value);

}

else if(value > matrix[middle][middle]){

return binarySearch(matrix,middle+1,right,value);

}

else { // value == matrix[middle][middle]

return middle;

}

}

public static void newRow(int[][] matrix, int index, int i) {

if(i == index) {

return;

}

matrix[index][i] = matrix[index-1][i];
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newRow(matrix,index,i+1);

}

public static void fillSolution(int[][] matrix, int[] solution, int

i) {

if(i == solution.length) {

return;

}

solution[i] = matrix[solution.length-1][i];

fillSolution(matrix,solution,i+1);

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {5,9,4,20,6,3};

System.out.println(Arrays.toString(dynamic(arr)));

// prints [5, 9, 20]

}

סיבוכיות זמן הריצה:⇜
שמעליוהשורהכלאתהגרועבמקרהונעתיקבינאריחיפושנבצע:iבלולאהשלבבכל 𝑂(𝑙𝑜𝑔(𝑛) )𝑂(𝑛)

𝑂(𝑛.היאהסיבוכיותאזnבאורךוהלולאהמאחר · (𝑙𝑜𝑔 (𝑛) +  𝑛) ) = 𝑂(𝑛 · 𝑙𝑜𝑔(𝑛) +  𝑛2 )
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בעיית המטוס

תיאור הבעיה
איך להמריא ולנחות בצורה הכי מהירה וזולה.

הטייס רוצה בשלב ההמראה לחסוך כמה שיותר דלק, אנחנו
צריכים להגיד לטייס באיזה קצב לטוס בצורה שהכי תחסוך

את הדלק.

הפרמטרים שלנו במקרה זה הם גובה ומהירות.  אנחנו צריכים למצוא
פונקציה שמשתנה בהתאם לשינויים של הפרמטרים בצורה הכי חסכונית
שיש.אפשרות לפתרון הוא לפרק את הבעיה לתתי-תחומים לפי השינויים.
אנחנו מתרגמים את הבעיה לצורה יותר "טכנית" וכך נוכל לפתור את זה

בצורה פשוטה יותר.

ביןמעברכלשעבורכךמשבצותלוחהמייצגתמטריצהנתונה (𝑛 𝑥 𝑚)
כלשהו.משקלישסמוכיםקודקודים2

יש למצוא את המסלול עם העלות הנמוכה ביותר החל מקודקוד
ימינהאולמעלהלצעודמותרכאשרקודקודעד)0,0( (𝑛, 𝑚)

בכלכאשרNodesשלדו-מימדימערךעל-ידימיוצגתבלבד.המטריצה
Nodeישx,y.

המטרה
למצוא את המסלול הקצר ביותר (המסלול בעל העלות המינימלית)

אתנהפוךמתכנתשללראשלהיכנס).כדיM,N(לנקודה)0,0(מנקודה
המטריצה שלנו בצורה הבאה כדי לפשט את הבעיה עוד יותר

(האיור משמאל):
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פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

:Node.javaהבאבאובייקטנשתמשאפשרותכלעבור

⇚goRight, goDown-הזה.מהקודקודימינהאולמטהלגשתהמחיר
⇚entry-זה.לקודקודעד)0,0(מנקודהביותרהטובהמחיר
⇚numOfPaths-הזה.לקודקודעדביותרהקצריםהמסלוליםמספר
⇚entryFromTheEnd-כמוentry,לקודקוד.עדמהסוףשזהרק

public class Node {

int goRight, goDown, entry, numOfPaths, entryFromTheEnd;

public Node(int x, int y) {

this.goRight = x;

this.goDown = y;

entry = 0;

entryFromTheEnd = 0;

numOfPaths = 1;

}

}

אפשרות א' - אלגוריתם חמדני.❖
נבחר בכל שלב את המעבר עם העלות הנמוכה יותר.⇚

:מלמטהבאיורבמטריצהנתבונן 𝑁𝑜𝑑𝑒[][] 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥
).1,1ל-(ביותרהזולהמסלולאתלמצואונרצה)0,0(שלנוההתחלהמנקודתנתחיל
.1>4כי"down"נבחרחמדניבאופן

,"right"לבחוררקלנונותר),1,0(בנקודהעומדיםאנוכעת
ליעד.להגיעכדי1000במשקלכלומר

,1001באורךמסלולעםליעדהגענוכילנויעיללאהחמדניכמהלראותקל
ולכן9באורךיותרזולמסלוללמצואיכוליםהיינוכאשרכלומר "𝑚𝑎𝑟𝑖𝑥[1][1]. 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑦 ==  1001"

החמדני בכלל לא רלוונטי עבור פתרון הבעיה.

כאשרקודקודעדמקודקודהחלבמסלולהמעבריםמספר-:סיבוכיות⇜ 𝑂(𝑛 + 𝑚)(0, 0)(𝑛, 𝑚)
מותר לצעוד למטה או ימינה בלבד.

ייתכן ואחרי מעבר זול יגיע מעבר: השיטה לא מחזירה את התשובה הנכונה כינכונות השיטה⇜
יקר ולהיפף ולכן לפעמים יהיה כדאי לוותר על מעבר זול כדי להרוויח בהמשך.
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אפשרות ב' - חיפוש שלם.❖
מסלול.כלשלהמשקליםכלאתונסכוםm,nל1,1מהנקודההמסלוליםכלאתנייצר⇚
ניקח את המסלול בעל העלות הנמוכה ביותר.⇚
נכנסלמטה.אחתופעםימינהאחתפעםונלך)0,0(מקודקודנתחילכאשרברקורסיהנפתור⇚

האפשריים.המסלוליםכלעלנעבורוכך)N,M(לקודקודשנגיעעדושובשובלרקורסיה

כפי שאפשר לראות באיור מלמטה אמנם הגענו בהכרח לפתרון אבל  עבור המטריצה הקטנה הזו
ביצענו כמות גדולה של פעולות. עבור מטריצות גדולות יותר נגיע כבר למצב של פיצוץ קומבינטורי.

וחישובמסלולכלעלמעברכפולהמסלוליםמספרכלומר:סיבוכיות⇜ 𝑂( 𝑛+𝑚
𝑛( ) · (𝑛 + 𝑚))

העלות של המסלול.

אפשרות ג' - תכנות דינאמי.❖
בעלותמהםואחדנקודהלאותהמגיעיםמסלולים2אםכימיותרות,בדיקותעשינוהשלם,בחיפוש⇚

נמוכה יותר, ברור שניקח אותו ואין טעם להמשיך עם המסלול הארוך יותר.
הנקודהעד)0,0(מהנקודהביותרהקצרהמסלולאורךאתנשמורתאבכלשבהמטריצהנייצר⇚  [𝑖][𝑗]

הבא:באופןהמטריצהאתונמלא (𝑖, 𝑗)
למינימום:שווהלנקודהלהגיעהעלות (𝑖, 𝑗)

למטה,ללכתואזללהגיעהעלותלביןימינה,ללכתואזללהגיעהעלותמבין (𝑖, 𝑗 − 1)(𝑖 − 1, 𝑗)
כלומר :

int downPath = matrix[i - 1][j].entry + matrix[i - 1][j].goDown

int rightPath = matrix[i][j - 1].entry + matrix[i][j - 1].goRight;

matrix[i][j].entry = Math.min(rightPath, downPath);

נמלא תחילה עמודה ראשונה ושורה ראשונה (בדומה לבסיס אינדוקציה),
מוגבלשאנימכיווןבלבד1מסלולהואזאתבפעולהקודקודכלעבורהמסלוליםמספרהסתםמן

להמשיך רק ימינה או למטה מכל קודקוד.
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Entryערךכלועבורהמשקלהםהצלעותעלהמספריםכאשר3x3בגודלmatrixשללדוגמאבאיורנתבונן
הזוליםהמסלוליםמספרזהpathsבנוסףשלה,נוכחיתלנקודהעד)0,0(מנקודהביותרהזולהמחיראתנקבל
זה:לקודקודועד)0,0(מנקודהביותר
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במטריצה.צומתכלעבורEntryערכיוחישובמלמעלה)לציור(תואםהמטריצהיצירת
לטובת נוחות המימוש, נדמה את הנתונים לשימושים שמוכרים לנו כבר, למשל עבור ההשמה הבאה:

mat[0][0] = new Node(3,1);

מימדי).דומערךעלכפולהבלולאהiהערך(כמובמטריצהgoDownלמטהלרדתהערךיהיה3הערך
מימדי).דומערךעלכפולהבלולאהjהערך(כמובמטריצהgoRightלימיןהערךיהיה1הערך
mat[1][3](ל-דומיםמקריםעבורכילצייןחשוב = new Node(2,0מימיןלקצהשהגענומכיוון0הואימינה

ואין עוד לאן להמשיך משם.

public static void generateMatrix(Node[][] matrix) {

for(int i = 1 ; i < matrix.length; i++) { // O(N)

matrix[i][0].entry = matrix[i-1][0].entry + matrix[i-1][0].goDown;

}

for(int i = 1 ; i < matrix[0].length; i++) { // O(M)

matrix[0][i].entry = matrix[0][i-1].entry + matrix[0][i-1].goRight;

}

for(int i = 1; i < matrix.length; i++) { // O(N*M)

for(int j = 1; j < matrix[0].length; j++) {

int fromAbove = matrix[i-1][j].entry + matrix[i-1][j].goDown;

int fromLeft = matrix[i][j-1].entry + matrix[i][j-1].goRight;

matrix[i][j].entry = Math.min(fromAbove,fromLeft);

}

}

}

public static void main(String[] args) {

Node[][] mat = new Node[4][4];

mat[0][0] = new Node(3,1);

mat[0][1] = new Node(4,8);

mat[0][2] = new Node(8,3);

mat[0][3] = new Node(4,0);

mat[1][0] = new Node(5,2);

mat[1][1] = new Node(11,5);

mat[1][2] = new Node(1,3);

mat[1][3] = new Node(2,0);

mat[2][0] = new Node(10,4);

mat[2][1] = new Node(1,3);

mat[2][2] = new Node(4,1);

mat[2][3] = new Node(8,0);

mat[3][0] = new Node(0,5);

mat[3][1] = new Node(0,3);

mat[3][2] = new Node(0,5);

mat[3][3] = new Node(0,0);

generateMatrix(mat);

}

החוקיות.לפיהמטריצהאתממלאים:השיטהסיבוכיות⇜ 𝑂( 𝑛 · 𝑚)
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כלעבורביותרהזוליםהמסלוליםמספראתלחשבהאפשרותהואgenerateMatrixהפונקציהשלנוסףיתרון
צומת (במקביל לבניית המטריצה) בתוך הלולאה של הפונקציה הזאת.

public static void generateMatrix(Node[][] matrix) {

for(int i = 1 ; i < matrix.length; i++) { // O(N)

matrix[i][0].entry = matrix[i-1][0].entry + matrix[i-1][0].goDown;

}

for(int i = 1 ; i < matrix[0].length; i++) { // O(M)

matrix[0][i].entry = matrix[0][i-1].entry + matrix[0][i-1].goRight;

}

for(int i = 1; i < matrix.length; i++) { // O(N*M)

for(int j = 1; j < matrix[0].length; j++) {

int fromAbove = matrix[i-1][j].entry + matrix[i-1][j].goDown;

int fromLeft = matrix[i][j-1].entry + matrix[i][j-1].goRight;

matrix[i][j].entry = Math.min(fromAbove,fromLeft);

// addition:

int leftPaths = matrix[i][j-1].numOfPaths;

int abovePaths = matrix[i-1][j].numOfPaths;

if(fromAbove > fromLeft) {

matrix[i][j].numOfPaths = leftPaths;

}

else if(fromAbove < fromLeft) {

matrix[i][j].numOfPaths = abovePaths;

}

else { // if they are equals.

matrix[i][j].numOfPaths = abovePaths + leftPaths;

}

}

}

}

המסלוליםמספראתמציביםובנוסףהחוקיותלפיהמטריצהאתממלאים:השיטהסיבוכיות⇜ 𝑂( 𝑛 · 𝑚)
הזולים ביותר לכל צומת.
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לבניית המטריצהרקורסיבימימוש

public static void generateRec(Node[][] matrix, int i, int j) {

if(i == matrix.length)

return;

if(j == matrix.length) {

generateRec(matrix,i+1,1);

}

else {

int fromAbove = matrix[i-1][j].entry + matrix[i-1][j].goDown;

int fromLeft = matrix[i][j-1].entry + matrix[i][j-1].goRight;

matrix[i][j].entry = Math.min(fromAbove,fromLeft);

int abovePaths = matrix[i-1][j].numOfPaths;

int leftPaths = matrix[i][j-1].numOfPaths;

if(fromAbove > fromLeft){

matrix[i][j].numOfPaths = leftPaths;

} else if(fromAbove < fromLeft) {

matrix[i][j].numOfPaths = abovePaths;

} else {

matrix[i][j].numOfPaths = leftPaths + abovePaths;

}

generateRec(matrix,i,j+1);

}

}

public static void generateMatrix(Node[][] matrix) {

for(int i = 1 ; i < matrix.length; i++)

matrix[i][0].entry = matrix[i-1][0].entry + matrix[i-1][0].goDown;

for(int j = 1 ; j < matrix[0].length; j++)

matrix[0][j].entry = matrix[0][j-1].entry + matrix[0][j-1].goRight;

generateRec(matrix,1,1);

}

המסלוליםמספראתמציביםובנוסףהחוקיותלפיהמטריצהאתממלאים:השיטהסיבוכיות⇜ 𝑂( 𝑛 · 𝑚)
הזולים ביותר לכל צומת.
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נמשיך לעבוד עם שיטת התכנות הדינאמי, ונציג עבורה פונקציות שימושיות עבור מסלולים:
●getCornerPath-(הנקודהלבין)0,0(ההתחלהנקודתביןביותרהזולהמסלולאתמחזירn,m.(
●getPath-צומתעבורביותרהזולהמסלולאתמחזירi,jלפונקציה.שנשלח
●getAllPaths-הצמתים.לכלביותרהזולהמסלולאתמחזיר
<<HashSet<Vector<NodeמסוגNodeלכלחדששדהנוסיף● myShortestPathכלאתהשומר

במסלול.Nodeה-כלאתהמכילVectorב-שלוהזוליםהמסלולים
:אינדוקטיבימימוש

public static void getCornerPath(Node[][] matrix) {

int i = matrix.length-1, j = matrix[0].length-1;

getPathOfNode(matrix,i,j);

}

public static void getPathOfNode(Node[][] matrix, int i, int j) {

if(i < matrix.length && j < matrix[0].length) {

Vector<Node> vector = new Vector<>();

Node source = matrix[i][j];

int tempi = i, tempj = j;

while(i != 0 || j != 0) {

vector.add(matrix[i][j]);

if(i == 0) { j--; }

else if(j == 0) { i--;}

else {

int fromLeft = matrix[i][j-1].entry + matrix[i][j-1].goRight;

int fromAbove = matrix[i-1][j].entry + matrix[i-1][j].goDown;

if(fromAbove > fromLeft) { j--;}

else if(fromAbove < fromLeft) { i--; }

else {

i--;

j--;

}

}

}

vector.add(matrix[i][j]);

source.myShortestPath.add(vector);

}

}

public static void getAllPaths(Node[][] matrix) {

for(int i = 1 ; i < matrix.length; i++) {

for(int j = 1; j < matrix[0].length ; j++) {

getPathOfNode(matrix,i,j);

}

}

}
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לכל(יחיד)ביותרהזולהמסלולאתרקלאשמחזירהgetAllPathsפונקציהגםקיימתזהרקורסיביבמימוש
צומת (במידה ויש יותר ממסלולכלביותר עבורהמסלולים הזוליםכלהקודקודים בגרף אלא גם מחזירה את

אחד כזה):

public static void getCornerPath(Node[][] matrix) {

int i = matrix.length-1, j = matrix[0].length-1;

System.out.println("\n===== getCornerPath ("+i+","+j+") recursive =========");

getPath(matrix, matrix[i][j],new Vector<>(),i,j);

printPaths(matrix[i][j],i,j);

}

public static void getPathOfNode(Node[][] matrix, int i, int j) {

System.out.println("\n===== getPathOfNode ("+i+","+j+") recursive =========");

if(i < matrix.length && j < matrix[0].length) {

getPath(matrix, matrix[i][j],new Vector<>(),i,j);

printPaths(matrix[i][j],i,j);

}

}

public static void getPath(Node[][] matrix, Node source,Vector<Node> path, int i,

int j) {

path.add(matrix[i][j]);

if(i == 0 && j == 0) {

source.myShortestPath.add(path);

} else if(i == 0) {

getPath(matrix,source,path,i,j-1);

} else if(j == 0) {

getPath(matrix,source,path,i-1,j);

} else {

int fromAbove = matrix[i-1][j].entry + matrix[i-1][j].goDown;

int fromLeft = matrix[i][j-1].entry + matrix[i][j-1].goRight;

if(fromAbove > fromLeft) {

getPath(matrix,source,path,i,j-1);

} else if(fromAbove < fromLeft) {

getPath(matrix,source,path,i-1,j);

} else {

Vector<Node> pathLeft = new Vector<>(path);

getPath(matrix,source,pathLeft,i,j-1);

Vector<Node> pathAbove = new Vector<>(path);

getPath(matrix,source,pathAbove,i-1,j);

}

}

}
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public static void getAllPaths(Node[][] matrix) {

System.out.println("\n===== getAllPaths recursive =========");

allPathsRec(matrix,1,1);

}

public static void allPathsRec(Node[][] matrix, int i, int j) {

if(i == matrix.length) {

return;

}

if(j == matrix[0].length) {

allPathsRec(matrix,i+1,1);

} else {

getPath(matrix,matrix[i][j],new Vector<>(),i,j);

printPaths(matrix[i][j],i,j);

allPathsRec(matrix,i,j+1);

}

}

public static void printPaths(Node node,int i, int j) {

HashSet<Vector<Node>> set = node.myShortestPath;

System.out.println("Node: ("+i+","+j+") {");

int counter = 1;

for(Vector<Node> vec : set) {

System.out.print(counter+"): " +vec);

System.out.println();

counter++;

}

System.out.println("}");

}

:סיבוכיות השיטה⇜
p=יותרמחזירהואכיהאלההקודיםשלהמימושעבור(רקהקודקודעבורביותרהקצריםהמסלוליםמספר

ממסלול זול ביותר אחד במידה ויש).

𝑂(𝑛.היאהסיבוכיותאזאחדזולמסלולרקלהחזירממנוהתבקשאםכלליבאופן + 𝑚)

●getCornerPath-סיבוכיות𝑂( 𝑝 · (𝑛 + 𝑚) )
●getPath-סיבוכיות𝑂( 𝑝 · (𝑛 + 𝑚) )
●getAllPaths-סיבוכיות𝑂(𝑛 · 𝑚 · (𝑛 + 𝑚) · 𝑝)
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רצף אחדות במערך

תיאור הבעיה
בהינתן מערך המורכב מאפסים ואחדות בלבד יש למצוא את תת-הקטע הארוך ביותר המורכב מאחדות בלבד.

9876543210

1111001011

פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

אפשרות א' - אלגוריתם חמדני❖
ונעצור.כלשהו0ל-שנגיעעדבהםשנתקלנוהאחדותאתונספורבמערךלטיילנתחיל⇚

public static int greedy(int[] arr){

int ans = 0;

for(int i = 0 ; i < arr.length ; i++) {

if(arr[i] == 0) {

break;

}

ans++;

}

return ans;

}

public static int greedyRec(int[] arr, int i){

if(i == arr.length)

return 0;

if(arr[i] == 0)

return 0;

return greedyRec(arr,i+1) + 1;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1,1,0,1,0,0,1,1,1,1};

System.out.println(greedy(arr)); // prints 2

System.out.println(greedyRec(arr,0)); // prints 2

}

𝑂(𝑛).:הריצהזמןסיבוכיות⇜
את רצף האחדות הגדול ביותר.: קל לראות כי בדוגמת המימוש לא החזרנונכונות השיטה⇜

GitHubעזריהדור
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אפשרות ב' - אלגוריתם חמדני משופר❖
נתחיל לטייל במערך ונספור את האחדות שנתקלנו בהם.⇚
כה.עדביותרהארוךהאחדותרצףאתmaxבערךנשמור⇚
.maxאתנחזיר⇚

public static int improved(int[] arr) {

int max = 0;

int current_max = 0;

for(int i = 0; i < arr.length; i++) {

if(arr[i] == 1) {

current_max++;

if(current_max > max){

max = current_max;

}

}

else {

current_max = 0;

}

}

return max;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1,1,0,1,0,0,1,1,1,1};

System.out.println(improved(arr)); // prints 4

}

𝑂(𝑛).:הריצהזמןסיבוכיות⇜
נותן לנו את התשובה הנכונה.: אמנם האלגוריתם חמדני אבל הוא בהכרחנכונות השיטה⇜
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אפשרות ג' - תכנות דינאמי❖
נגדיר מערך עזר באורך המערך המקורי.⇚
כל תא במערך העזר מייצג את מספר רצף האחדות שצברנו עד כה.⇚
אותו.נחזירובסוףכאןעדביותרהגדולהערךאתmaxבמשתנהנשמורהריצהבמהלך⇚
נשים לב שחמדן ותכנות דינמי שווים בסיבוכיות זמן הריצה.⇚
היתרון הוא שברגע שיש מערך עזר שמכיל עוד מידע נוכל להחזיר למשל באיזה תאים נמצא⇚

וכו'..מקסימליזההאורךבעלירצפים2ישהאםאוהרצף,
דוגמה

9876543210

1111001011arr

9876543210

4321001021count

מימוש שיטת תכנות דינמי

public static int dynamic(int[] arr){

int[] count = new int[arr.length];

if(arr[0] == 1)

count[0] = 1;

int max = 0;

for(int i = 1; i < arr.length; i++) {

if(arr[i] == 1) {

count[i] = count[i-1] + 1;

if(count[i] > max)

max = count[i];

}

}

return max;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {1,1,0,1,0,0,1,1,1,1};

System.out.println(dynamic(arr)); // prints 4

}

𝑂(𝑛).:הריצהזמןסיבוכיות⇜
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מטריצת אחדות

תיאור הבעיה
הריבועיתתת-המטריצהאתלמצואישבלבד,ואחדותמאפסיםהמורכב(מטריצה)Aדו-מימדימערךבהינתן

הגדולה ביותר המורכבת מאחדות בלבד.

.3בגודלהיאביותרהגדולההאחדותמטריצת,Aהמטריצהעלנסתכלהבאה,בדוגמה

43210

000110

111111

011102

111113

000104

אפשרות א':❖
נעזר ברעיון לפתרון הדינאמי עבור בעיית רצף האחדות הגדול ביותר במערך.⇚

תזכורת

9876543210

1111001011arr

9876543210

4321001021count
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עזר:מטריצות3נבנה⇚
שורות.לפיהאחדותרצףאתהמייצגתBמטריצה.1
עמודות.לפיהאחדותרצףאתהמייצגתCמטריצה.2
תא.בכלהאחדותריבועגודלאתהמייצגתDמטריצה.3

זהבתאקורהמהלבדוקנצטרךלכןתא.בכלהאחדותריבועגודלאתמייצגתDמטריצה
במטריצות האחרות שבנינו כדי לדעת האם אנחנו ממשיכים ריבוע קיים או לא.

מטריצות.4בידינויש

CעמודותAמקוריתBשורות

43210

000110

111221

022302

133413

000504

43210

000110

111111

011102

111113

000104

43210

000210

543211

032102

543213

000104

?Dהפתרוןמטריצתאתנמלאאיך
לנומשליםהואהאםלבדוקנצטרך1בוישאםאך0נרשום0בוישהמקוריתבמטריצהאםספציפי:תאעבור

ריבוע אחדות מלמעלה, משמאל ומהאלכסון.
לחשב:ונתחילDל-AשלהראשונההעמודהאתוגםDל-Aשלהראשונההשורהאתנעתיק

𝐷[𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛(𝐵[𝑖][𝑗] ,  𝐶[𝑖][𝑗],  𝐷[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 1)

לדוגמה:נבצעDבמטריצה
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מימוש בגיטהאב
מימוש שיטה א':

public static int solution(int[][] A) {

printMatrix(A);

int[][] D = generateD(A);

printMatrix(D);

return getBiggest(D);

}

public static void printMatrix(int[][] mat) {

for(int i = 0; i < mat.length; i++) {

for(int j = 0; j < mat[0].length; j++) {

System.out.print(mat[i][j] + " ");

}

System.out.println();

}

System.out.println();

}

//Rows

public static int[][] generateB(int[][] A) {

int[][] B = new int[A.length][A[0].length];

for(int i = 0 ; i < A.length; i++) {

B[i][0] = A[i][0];

}

for(int i=0; i < A.length; i++) {

for(int j=1; j < A[0].length; j++) {

if(A[i][j] == 1) {

B[i][j] = B[i][j-1] + 1;

}

}

}

return B;

}

//Columns

public static int[][] generateC(int[][] A) {

int[][] C = new int[A.length][A[0].length];

for(int i = 0 ; i < A[0].length; i++) {

C[0][i] = A[0][i];

}

GitHubעזריהדור
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for(int i=1; i < A.length; i++) {

for(int j=0; j < A[0].length; j++) {

if(A[i][j] == 1) {

C[i][j] = C[i-1][j] + 1;

}

}

}

return C;

}

// solution matrix

public static int[][] generateD(int[][] A) {

int[][] B = generateB(A); // rows

int[][] C = generateC(A); // columns

int[][] D = new int[A.length][A[0].length];

for(int i = 0 ; i < A.length; i++) {

D[i][0] = A[i][0];

}

for(int i = 0 ; i < A[0].length; i++) {

D[0][i] = A[0][i];

}

for(int i=1; i < A.length; i++) {

for(int j=1; j < A[0].length; j++) {

if(A[i][j] == 1) {

D[i][j] = min(B[i][j],C[i][j],D[i-1][j-1] +1) ;

}

}

}

return D;

}

public static int min(int b, int c, int d) {

int min = b;

if(min > c) min = c;

if(min > d) min = d;

return min;

}

public static int getBiggest(int[][] D) {

int max = 0;

for(int i = 0 ; i < D.length; i++) {

for(int j = 0 ; j < D[0].length; j++) {

if(D[i][j] > max)

max = D[i][j];

}

}
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return max;

}

public static void main(String[] args) {

int[][] A = {{1,1,0,0,0},

{1,1,1,1,1},

{0,1,1,1,0},

{1,1,1,1,1},

{0,1,0,0,0}};

System.out.println("the biggest square is: " +solution(A)); // prints 3

}

-ביותרהגדולהערךהחזרתוגםnxnבגודלמטריצות3בנייתריצה:זמןסיבוכיות⇜ 𝑂(3 · 𝑛2) ,𝑂(𝑛2)

·𝑂(4.סה"כ 𝑛2)
-זה?אתלייעלאפשרהאםמטריצות,3ב-להשתמשנאלץאבלפתרון,בהכרחמבטיחהפתרון:נכונות⇜

אפשרות ב':❖
נרצה לקבל מיד את מטריצת התשובות ללא שימוש במטריצות עזר.⇚
.DהפתרוןומטריצתAמטריצההםשבידינוהיחידותהמטריצות⇚

איך נעשה זאת? -
.Dל-Aשלהראשונותהעמודותהשורותאתנעתיק.1
יותרצורךבאמתלנואיןלכן,2הערךאתDבמטריצהנציב'?'עבורכילראותאפשרבציור,נתבונן.2

במטריצות העזר שהוצגו באפשרות הראשונה.

.Dאצלגם0נציבאז0אתבתאיופיעAבמטריצהאם.3
הבא:הצעדלפינפעלאז1אתבתאיופיעAבמטריצהאם.4

𝐷[𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛(𝐷[𝑖 − 1][𝑗] ,  𝐷[𝑖][𝑗 − 1],  𝐷[𝑖 − 1][𝑗 − 1] ) +  1
התא.עבור+1חיברנוהפעםכילבנשים
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מימוש אפשרות ב'

public static int solution(int[][] A) {

int max = 0;

int[][] D = new int[A.length][A[0].length];

for(int i = 0 ; i < A.length; i++) {

D[i][0] = A[i][0];

D[0][i] = A[0][i];

}

for(int i = 1 ; i < A.length; i++) {

for(int j = 1 ; j < A[0].length; j++) {

if(A[i][j] == 1) {

D[i][j] = min(D[i-1][j], D[i][j-1], D[i-1][j-1]) + 1;

if(D[i][j] > max)

max = D[i][j];

}

}

}

return max;

}

public static int min(int a, int b, int c) {

int min = a;

if(min > b) min = b;

if(min > c) min = c;

return min;

}

public static void main(String[] args) {

int[][] A = {{1,1,0,0,0},

{1,1,1,1,1},

{0,1,1,1,0},

{1,1,1,1,1},

{0,1,0,0,0}};

System.out.println("the biggest square is: " +solution(A));

}

𝑂(𝑛2).ולכןmaxקבלתובמקבילDמטריצהבנייתריצה:זמןסיבוכיות⇜
).nxn(מטריצהכלעבורפתרוןבהכרחמבטיחהפתרון:נכונות⇜
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בעיית הפיצה

הבא:באיורנתבונן)1
אלי ובני הזמינו פיצה. אלי

6להפיצהאתמחלק
2אוכלאלישווים.חלקים

משולשים בזמן שבני אוכל
.1משולש

: שאלי יאכל כמה שיותר משולשים.המטרה

נוסףמשולשלוקחאלי)3
בזמן שבני עדיין עם הראשון,

ושניהם מסיימים כל אחד
משולש ביחד.

לוקחאחדכל)2
משולש, אלי כבר סיים
את המשולש שלו ובני
רק בחצי של המשולש

הראשון.

למבטלראותקלכעת)4
הלאה (וממבט ראשון) כי

2פייאכלכמובןאלי
משולשים ממה שבני אכל.

לכן עבור מקרה כללי:
תיאור הבעיה

בני.שלהאכילהממהירותXפי-גדולהאלישלהאכילהמהירות⇚
.שוויםמשולשיםNל-הפיצהאתלחלקניתן⇚
במהלך הארוחה כל אחד לוקח משולש נוסף לאחר שסיים את הקודם.⇚
אסור ששניהם יגיעו אל המשולש האחרון בו זמנית!.⇚
יש למצוא את החלוקה האופטימלית כך שאלי יאכל כמה שיותר משולשי פיצה.⇚

.½נשים לב שיש מקרים בהם אלי לא ינצח כמו למשל אם הוא יחלק את הפיצה ל-

המשולש האחרון וזה אסור לפי תיאור הבעיה.,  נגיע למצב שרבים על-¼וגם אם נחלק למשל את הפיצה ל
אם נמשיך לחלק את הפיצה לכל מיני חלקים אנחנו נגלה כי מסתתרת פה חוקיות מסוימת.

בעצם, ביצענו כאן מעין מחקר קטן שבעזרתו גילינו מה החלוקה הטובה ביותר עבור אלי.

,פיאוכלואליהואהמשולשיםמספראםאזשראינו,הדוגמאותעלבהסתמך 𝑁 = 3𝑋 = 2
.X+1ל-שווהאוגדוללהיותצריךNהמשולשיםשמספרוברורקל

𝑁.כינוכיח ≥ 𝑋 + 1
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הוכחה
אלי).שלהאכילהלמהירותשווההפיצהמשולשיכמות(כלומר,N=Xהיאהאופטימליתשהחלוקהנניח☚

זמנית.בויסיימולאהםואזמשולשים,יאכלובנימשולשים,יאכלאליזה,במקרה 𝑁−1
𝑁

1
𝑁

שלו).מהמשולשחצירקאכלשבניבזמןשלוהמשולשאתאכלאלי,ל-½מחולקתהפיצהאזX=2(למשל

זמנית.בוסיימוהםואזיאכלובנייאכלאליאזחלקים,-לנחלקאם☚ 𝑁 = 𝑋 + 1𝑁
𝑁+1

1
𝑁+1

,ש:להוכיחצריך 𝑁−1
𝑁 < 𝑁

𝑁+1

𝑁−1
𝑁 < 𝑁

𝑁+1  \ · 𝑁 · (𝑁 + 1)

(𝑁 − 1) · (𝑁 + 1) < 𝑁2

𝑁2 − 1 < 𝑁2

חלקים.X+1ל-לחלקעדיףולכןמתקייםהשיוויוןאי
∎

אך אנחנו רוצים יותר מזה, ונרצה להימנע ממקרה שבו שניהם מגיעים למשולש האחרון בו זמנית.
הסיבובים),(כמותהכפולההיאPו-זמנית,בולאכולמסיימיםשהםהמשולשיםמספרהואX+1כאשר

למשולשמגיעיםשניהםשבומהמצבלהימנעכדילהיותצריךNהחלקיםמספראז 𝑁 ≠ (𝑋 + 1) · 𝑃 + 1
ילחמוהםשנשאר+)1(ה-שזההאחרוןהמשולשישארואזיחדאוכלים(הםזמנית.בוהאחרון (𝑋 + 1) · 𝑃

על המשולש הזה וזה אסור לפי תיאור הבעיה).

הוכחה
.ו-השאריתהואrכאשרכינניח 𝑁 = (𝑋 + 1) · 𝑃 + 𝑟2 ≤ 𝑟 ≤ 𝑋

יגיעהואכיrהשאריתאתאוכל(אלימהפיצה.יאכלובנימהפיצהיאכלאליזה,במקרה 𝑋·𝑃+𝑟−1
(𝑋+1)·𝑃 + 𝑟

𝑃+1
(𝑋+1)·𝑃+𝑟

אליה לפני שבני יספיק לסיים).

𝑋·𝑃+𝑟−1 .-כיצ"לכלומרמשולשים,X+1ל-הפיצהאתלחלקצריךשאלינוכיח
(𝑋+1)·𝑃 + 𝑟 < 𝑋

𝑋+1

𝑋·𝑃+𝑟−1
(𝑋+1)·𝑃 + 𝑟 < 𝑋

𝑋+1 \ · [ (𝑋 + 1) · 𝑃 +  𝑟 ] · [𝑋 + 1]
(𝑋 · 𝑃 + 𝑟 − 1) · (𝑋 + 1) <  𝑋 · ( (𝑋 + 1) · 𝑃 + 𝑟 ) 

𝑋2 · 𝑃 + 𝑋𝑃 + 𝑋𝑟 + 𝑟 − 𝑋 − 1 < 𝑋2 · 𝑃 + 𝑋𝑃 + 𝑋𝑟
𝑟 < 𝑋 + 1

השארית קטנה מהחלוקה ולכן מתקיים והם לא יגיעו בו זמנית למשולש האחרון.
האופטימלית.החלוקהוזוהיהיאהפונקציה 𝑓(𝑋) =  𝑋 + 1

∎
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מימוש בגיטהאב
ולאמבנימשולשיםיותריאכלאליבואופטימלימצבמאפשריםהפרמטריםאםtrueמחזירהבעיה,מימוש

יקרה מצב שנשאר משולש אחד ואחרון לשניהם.
public static boolean pizza(double X , int N) {

int F = (int)X + 1 ;

int P =  N / (F + 1);

int r = N % (F+1);

if(2 <= r && r <= (int)X) {

double t = (X*P + r - 1) / ((X+1)*P + r);

if(t < X/(X+1) ) {

return true;

}

}

return false;

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(pizza(2,6)); // true

System.out.println(pizza(2,4)); // false

}
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בעיית המזכירה

תיאור הבעיה
זמןאתהאפשרככללהקטיןהיאהמשרדמזכירתמטרתלקוחות,nל-שירותנותןמסויםמשרד⇚

הממוצע שהלקוחות נמצאים במשרד.
הזמן שהלקוח נמצא במשרד מורכב מזמן ההמתנה שלו עד תורו יחד עם זמן הטיפול שלו.⇚
ספויילר: המצב הטוב ביותר הוא כאשר זמני הטיפול של הלקוחות נמצאים בסדר עולה.⇚

ניתוח
הלקוחות.nמ-אחדשלהטיפולזמןהוא-tiש-כךלכן,כלקוחiנסמן 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

Ti-הטיפול).זמן+ההמתנה(זמןבמשרד.נמצאשהלקוחהזמן
לכן,

𝑇
1

= 𝑡
1

(כי הלקוח הראשון לא צריך להמתין בתור, אז נציין רק את זמן הטיפול שלו).
𝑇

2
= 𝑡

1
+ 𝑡

2

(כי עבור הלקוח השני, זמן ההמתנה הוא הזמן של הטיפול ללקוח הראשון + זמן הטיפול שלו)
.…

𝑇
𝑛

= 𝑡
1

+ 𝑡
2

+... + 𝑡
𝑛

= 𝐴𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒.ביותר:המינימליההמתנהזמןשלהממוצעלמצואהמזכירהעל  
𝑇

1
 + 𝑇

2
 + .....+ 𝑇

𝑛

𝑛

קבוע.מספרככהגםהואבמכנהnה-כי,לחשבמספיק 𝑚𝑖𝑛(𝑇
1
 +  𝑇

2
 +  ..... +  𝑇

𝑛
)

𝑡.עבור:דוגמה
1

= 10 ,  𝑡
2
 =  1,  𝑡

3
 = 8

זמן המתנה ממוצעתור הלקוחות

(𝑡
1
, 𝑡

2
, 𝑡

3
)(10) + (1 + 10) + (1 + 10 + 8) = 40

(𝑡
1
, 𝑡

3
, 𝑡

2
)(10) + (10 + 8) + (10 + 8 + 1) = 47

(𝑡
2
, 𝑡

1
, 𝑡

3
)(1) + (1 + 10) + (1 + 10 + 8) = 31

(𝑡
2
, 𝑡

3
, 𝑡

1
)(1) + (1 + 8) + (1 + 8 + 10) = 29

(𝑡
3
, 𝑡

1
, 𝑡

2
)(8) + (8 + 10) + (8 + 10 + 1) = 45

(𝑡
3
, 𝑡

2
, 𝑡

1
)(8) + (8 + 1) + (8 + 1 + 10) = 37
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פתרון

יעיל.לאממשוזהלכןהאפשרויותכלעללעבורצריךשלםחיפושעבור⇚ 𝑛! > 2𝑛

נשים לב כי בדוגמה שהצגנו וסימנו בכחול, התשובה הטובה ביותר מתקבלת כאשר מערך של זמני⇚
הטיפול ממוין מקטן לגדול.

זמן ההמתנה הכולל הוא:
𝑠𝑢𝑚 =  𝑇

1
+... + 𝑇

𝑖
+ 𝑇

𝑖+1
+... + 𝑇

𝑛
= 𝑡

1
+... + (𝑡

1
+.... + 𝑡

𝑖
) + (𝑡

1
+... + 𝑡

𝑖
+ 𝑡

𝑖+1
) +...

+ (𝑡
1

+... + 𝑡
𝑖

+ 𝑡
𝑖+1

+... + 𝑡
𝑛
)

נוכיח את הטענה בדרך השלילה:
𝑡,בתור,הבאשלההמתנהמזמןיותרגדולממויין)לאבמערךכלשהו(איברtiההמתנהשזמןנניח

𝑖
> 𝑡

𝑖+1

:נקבלביניהםנחליףאם 𝑡
𝑖

↔ 𝑡
𝑖+1

𝑠𝑢𝑚' =  𝑇
1

+... + 𝑇
𝑖
' + 𝑇

𝑖+1
+... + 𝑇

𝑛
= 𝑡

1
+... + (𝑡

1
+.... + 𝑡

𝑖+1
) + (𝑡

1
+... + 𝑡

𝑖+1
+ 𝑡

𝑖
) +...

+ (𝑡
1

+... + 𝑡
𝑖

+ 𝑡
𝑖+1

+... + 𝑡
𝑛
)

ונקבל:
𝑠𝑢𝑚 −  𝑠𝑢𝑚' =  𝑡

𝑖
− 𝑡

𝑖+1
> 0

ומכאן נקבל שהזמן הממוצע קטן יותר כאשר האיברים (זמני הטיפול) הסמוכים נמצאים בסדר עולה.
המסקנה היא שעל המזכירה למיין את מערך זמני הטיפול מהקצר לארוך והתאמה לקבוע את התור.

מימוש בגיטהאב
מימוש:

public static double getAverageTime(int[] times) {

Arrays.sort(times);

double avg = 0;

for(int i = 0 ; i < times.length ; i++){

double temp_avg = 0;

for(int j = 0 ; j <= i ; j++) {

temp_avg += times[j];

}

avg += temp_avg;

}

return avg/times.length;

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println(getAverageTime(new int[]{10,1,8}));

}
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בעיית החציון

תיאור הבעיה
בהינתן מערך לא ממוין של מספרים אקראיים, יש למצוא את איבר שהוא גדול מהחציון של המערך.⇚
כלומר, מספר שחצי מאיברי המערך גדולים ממנו וחצי מאיברי המערך קטנים ממנו.⇚

הגדרה
ומחציתממנוגדוליםהמערךמאיברישמחציתהמערך)איברבהכרח(לאמספרהוא)median(חציון

מאיברי המערך קטנים ממנו.
!)ממויןכאשר מספר איברי המערך אי-זוגי – החציון הוא איבר שנמצא באמצע המערך (

!).ממויןכאשר מספר איברי המערך זוגי – החציון שווה לממוצע של שני איברים הנמצאים באמצע המערך (

דוגמה
,arr[]={1,3,6,8,12,23,77}אי-זוגי:מערךאורךעבור median=8
,arr[]={1,3,6,12,23,77}זוגי:מערךאורךעבור median=(6+12)/2=9

פתרון הבעיה
מימוש בגיטהאב

אפשרות א' - פתרון נאיבי❖
𝑂(𝑛.בסיבוכיותהמערךאתנמיין⇚ · (𝑙𝑜𝑔 𝑛) )
כלשלמהחציוןגדולבהכרחהואכיבמיקוםבמערךהאחרוןהאיבראתנשלוף⇚ 𝑎𝑟𝑟[𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ − 1]

𝑂(1).-האיברלקיחת-המערךאיברי

public static int naive(int[] arr) {

Arrays.sort(arr); // O(n*log n)

return arr[arr.length-1]; // O(1)

}

𝑂(𝑛.:הריצהזמןסיבוכיות⇜ · (𝑙𝑜𝑔 𝑛) + 1)
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אפשרות ב' - אופטימלי❖
.50%הואמהחציוןגדולשהואההסתברותבמערך,הראשוןהאיבראתניקחאם⇚
אם ניקח את שני האיברים הראשונים במערך :⇚

𝑎[1]𝑎[0]ימנית)מחצית=1שמאלית,מחצית=0(

00שניהם נמצאים במחצית השמאלית של המערך

ולכןבימניתבשמאלית, 𝑎[0]𝑎[1]𝑎[0] < 𝑎[1]10

ולכןבשמאלית,בימנית 𝑎[0]𝑎[1]𝑎[0] > 𝑎[1]01

11שניהם נמצאים במחצית הימנית של המערך

).75%(היאמהחציון)גדולים(כלומרהימניתבמחציתיהיואוהאיבריםשאחדההסתברותלכן 𝑎[0]𝑎[1]3
4

,𝑚𝑎𝑥( 𝑎[0].זאתלהבטיחכדיהמקסימוםאתנבחרלכן  𝑎[1] )

אם ניקח את שלושת האיברים הראשונים של המערך, ההסתברות שהמקסימום מבניהם יהיה גדול⇚

.הסתברותהיאמהחציון 7
8

הימניתבמחציתנמצאמביניהםשהגדולההסתברותהמערך,שלהראשוניםהאיברים64אתניקחאם⇚

264).כלומראיברים64בתקבוצהשלהקבוצותתתיכל(מספרהיאהמערךשל

ואנוהמערךשלראשוניםאיברים64שלמקסימוםלחשבמספיקלכן,כלומר 63
64 = 1 − 1

64 = 1

צריךהמספראלא,64למספרחשיבותשאיןמכיווןהיאהסיבוכיותמהחציון.שגדולאיברנקבל 𝑂(1)
.0ל-שישאףמנתעלמספיקגדוללהיות

public static int optimal(int[] arr) {

int max = arr[0];

for(int i = 1; i < arr.length-1 && i < 64 -1; i+=2) {

if(arr[i] > arr[i+1] && max < arr[i]) {

max = arr[i];

}

else if(max < arr[i+1]) {

max = arr[i+1];

}

}

return max;

}
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בעיית כדור הזכוכית

תיאור הבעיה
זכוכית.כדוריbולרשותכםקומותnבןבנייןלפניכם⇚
עליכם לגלות, באמצעות זריקת הכדורים מהקומות, מהי הקומה⇚

הנמוכה ביותר שאם תזרקו ממנה כדור היא תישבר.
מובן שאם הכדור שזרקתם נשברה, לא תוכלו להשתמש בה שוב⇚

להמשך הבדיקה.
הערות -

אם הכדור נשבר מקומה כלשהי, הוא גם יישבר מכל הקומות.1
הגבוהות יותר.

אם הכדור לא נשבר לאחר זריקה, נשתמש בו שוב..2
.i+1קומהבכלגםתשברהיאאזiמקומהנשברהכדוראם.3
.i-1קומהבכלגםתישברלאהיאאזiמקומהנשברלאהכדוראם.4
כדורלימספיקאזבלבד,אחתוקומהכדורים100עםלמשלאניאם.5

אחד בשביל הבעיה.

פתרון הבעיה

.קומותnו-בלבד,כדוריםb=1בידינו❖

מתחילים את זריקות הכדור מקומה אחת – אם הוא יישבר, מצאנו את הקומה, במקרה שהכדור לא⇚
ישבר.שהואעדהכדוראתוזורקיםקומה-קומהעולים.וכך2מקומהאותוזורקיםישבר

הגרוע.במקרה-:ריצהזמןסיבוכיות⇜ 𝑂(𝑛)

.קומותnו-בלבד,כדוריםb=2בידינו❖

, זורקים כדור ראשוןשני חלקים שוויםנחלק את הבניין ל⇚

:מקומה 𝑛
2

בכלנתחיל מהקומה הראשונה ונעבוראם הכדור הראשון נשבר,
קומה עד שישבר.

הלאה..וכןמקומהנבדוקנשבר,לאהראשוןהכדוראם 3𝑛
4

לנושישמקרהבעצםשזהניסיונות.-הטובבמקרה⇜ 𝑙𝑜𝑔
2
𝑛

יותר.אוכדורים 𝑙𝑜𝑔
2
𝑛
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הראשוןהכדוראם(כיניסיונותלנויש-הגרועבמקרה⇜ 𝑛
2 + 1

).ניסיונותעודלינשארנשבר, 𝑛
2

זורקיםשלושה חלקים שווים,נחלק את הבניין ל⇚

:מקומהראשוןכדור 𝑛
3

,  נתחיל מהקומה הראשונהאם הכדור הראשון נשבר
ונעבור בכל קומה עד שישבר.

2𝑛מקומהנבדוק,נשברלאהראשוןהכדוראם
3

וכן הלאה…

בציורלראותשאפשרכפי(ניסיונות:הכלסך 𝑛
3 + 2

,+1קפצנונשבר,ולאהראשונותבקומותניסינו 𝑛
3

במקרהולכן,+1עודקפצנונשבר,לאניסינו 𝑛
3 + 1

).ניסינוהגרוע 𝑛
3 + 2

ניסיונות.-הגרועבמקרה,שוויםחלקיםשנילנחלקשאםראינו 𝑛
2 + 1

ניסיונות.-הגרועבמקרהשווים,חלקיםשלושהלנחלקשאםראינו 𝑛
3 + 2

ניסיונות.ישהגרועבמקרה,שוויםחלקיםkל-הבנייןאתנחלקאםלכן, 𝑛
𝑘 + (𝑘 − 1)

ניסיונות.ישהגרועבמקרה,שוויםחלקיםnל-הבנייןאתנחלקואם 𝑛
𝑛 + (𝑛 − 1)

נרצה לדעת מהי החלוקה האופטימלית ביותר
תזכורת - כדי לחשב מינימום של קטע, נגזור את הקטע, נשווה לאפס ואז נמצא את הערך המינימלי שלו.

קבוע.הואnכאשר,לפונקציהמינימוםשנותןkשלהערךמהולכן, 𝑓(𝑛, 𝑘) = 𝑛
𝑘 + (𝑘 − 1)

נגזור:לכן,נחשב 𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥) =  ( 𝑛
𝑥 + 𝑥)

𝑓 ' (𝑥) =  − 𝑛

𝑥2 + 1 = 0

− 𝑛

𝑥2 + 1 = 0 \ + 𝑛

𝑥2

1 = 𝑛

𝑥2  \ · 𝑥2

𝑥2 = 𝑛 \ ·

𝑥 = 𝑛
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שווים.חלקיםהיאהאופטימליתשהחלוקהקיבלנולכן, 𝑛

)𝑓.כאשרהגרועובמקרה 𝑛) =  𝑛
𝑛

+ ( 𝑛 − 1) ≈ 2 𝑛

𝑘.אזריבועי,מספרהואnאם = 𝑛
שמתקיים:כךnמ-הגדולmמינימליריבועימספרניקחאזריבועי,מספרלאהואnאם

.(𝑚 − 1)2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚2

משולשים.מספרים-אחרתחלוקהנציגאבל,קומותnו-בלבד,כדוריםb=2עדייןבידינו❖
.nעד1מ-הטבעייםהמספריםכללסכוםשווהוהוא,מסומן-יnה-המשולשיהמספר 𝑇

𝑛

ישנם אינסוף מספרים משולשיים וניתן להציג כל מספר משולשי בצורת משולש שווה-צלעות.

,גאוס)(נוסחתמשולשי:מספרהואnש-נניח 𝑛 = 1 + 2 +... + 𝑘 = 𝑘·(𝑘+1)
2

):k…ועד1,2,3,4(חלקים:kל-הבנייןאתנחלק
ניסיונות.k-1עודלנונשארים,נשברוהואkמקומההראשוןהכדוראתזורקיםכאשר

ניסיונות.k-הכלסךכלומר,
𝑘,מקומהאותוזורקים,נשברלאוהואkמקומההראשוןהכדוראתזורקיםכאשר + (𝑘 − 1)

ניסיונות.k-2עםנשארנשבר,הואאם
𝑘ניסיונות.-שובהכלסךכלומר, − 2 + 2 = 𝑘

ניסיונות.kלנויהיהתמיד-

𝑛אז:ו-משולשימספרnכאשר = 𝑘·(𝑘+1)
2

2𝑛 = 𝑘(𝑘 + 1)
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2𝑛 = 𝑘2 + 𝑘

2𝑛 − 𝑘 = 𝑘2

.ש-ונקבלשורשנוציא,נקבל:ש-ומכיוון 2𝑛 − 𝑘 < 2𝑛𝑘2 < 2𝑛𝑘 < 2𝑛

.-שוויםלמספריםמחלוקהיותרטובהמשולשיםמספרלפיחלוקהולכן,-מסקנה 2𝑛 ≤ 2 𝑛𝑛

יותרגדוללהיותיכולזהמקרהואם,נקבלשוויםלמספריםחלוקהעבורהגרועשמקרההראנוכי 2 𝑛

בשיטתלהשתמשלנושעדיףברוראז-משולשיםמספריםעבורשמצאנוהמינימליתמהחלוקה 2𝑛
המספרים המשולשיים.

.קומותnו-,כדוריםb>2בידינו❖
ניסיונותשלמינימלימספר-הפונקציהאתנגדירקומות,nבעלובנייןכדוריםbבהינתן⇚ 𝑓(𝑛, 𝑏)

במקרה הגרוע:

𝑓(𝑛, 2) =  
1≤𝑖≤𝑛
min  𝑚𝑎𝑥( 𝑓(𝑛 − 𝑖, 2) ,  𝑓(𝑖 − 1, 1) ) + 1

כאן משתמשים בתכנות דינמי מורכב יותר: בכל שלב משתמשים בכל התוצאות של השלבים⇚
הקודמים.

אפשרויות:שתיישiמקומהכדורזורקיםכאשר
𝑛קומות.ו-כדורים2נשארונשבר,לאהכדור.1 − 𝑖
המספראתומחשביםהגרועהמקרהעלהולכיםקומות.ו-אחדכדורנשארנשבר,הכדור.2 𝑖 − 1

המינימלי עבור כל הקומות.
.וגםכינציין 𝑓(2, 2) = 2𝑓(1, 2) = 1

במקרה הכללי:

𝑓(𝑛, 𝑏) =  
1≤𝑖≤𝑛
min  𝑚𝑎𝑥( 𝑓(𝑛 − 𝑖, 𝑏) ,  𝑓(𝑖 − 1, 𝑏 − 1) ) + 1

עליון).(בערךכאשרתחתון)בערך(ל-שווהתהיההפונקציה 𝑓(𝑛, 𝑏) 1 + 𝑙𝑜𝑔
2
𝑛𝑙𝑜𝑔

2
𝑛𝑏 ≥ 𝑙𝑜𝑔

2
𝑛
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נציג מטריצת פתרון תכנות דינאמי עבור מקרה זה:

כדורים
כמות ניסיונות

3210

00000

קומות

11101

22202

22303

33404

33505

33606

הסבר למילוי המטריצה
עבור כל תא במטריצה נחשב את הנוסחה הבאה:

𝑓(𝑛, 𝑏) =  
1≤𝑖≤𝑛
min  [ 1 +  𝑚𝑎𝑥( 𝑓(𝑛 − 𝑖, 𝑏) ,  𝑓(𝑖 − 1, 𝑏 − 1) )  ]

אפשרויות:שתיישiמקומהכדורזורקיםשכאשרנזכר
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𝑛קומות.ו-כדוריםbנשארונשבר,לאהכדור.1 − 𝑖
𝑖קומות.ו-כדוריםb-1נשארנשבר,הכדור.2 − 1

הולכים על המקרה הגרוע ומחשבים את המספר המינימלי עבור כל הקומות.

הבאה:בצורהנחשב,כדורים2ו-קומות3כלומרשלנו,במטריצהתאעבורלמשל, (3, 2)

1≤𝑖≤𝑛
min  1+ maxאם הכדור נשבר

 𝑓(𝑖 − 1, 𝑏 − 1)
אם הכדור לא נשבר

 𝑓(𝑛 − 𝑖, 𝑏)
אם אני זורק את
הכדור הראשון

:iה-מהקומה

min[3,2,3] = 2
1 + 𝑚𝑎𝑥(2, 0) =𝑓(1 − 1, 2 − 1) = 𝑓(0, 1)𝑓(3 − 1, 2) = 𝑓(2, 2) =i = 1

1 + 𝑚𝑎𝑥(1, 1) =𝑓(2 − 1, 2 − 1) = 𝑓(1, 1)𝑓(3 − 2, 2) = 𝑓(1, 2)i = 2

1 + 𝑚𝑎𝑥(0, 2) =𝑓(3 − 1, 2 − 1) = 𝑓(2, 1)𝑓(3 − 3, 2) = 𝑓(0, 2)i = 3

,𝑓(3.נציב)3,2(בתאלכן 2) = 2

הבאה:בצורהנחשב,כדורים3ו-קומות4כלומרשלנו,במטריצהתאעבורלמשל, (4, 3)

1≤𝑖≤𝑛
min  1+ maxאם הכדור נשבר

 𝑓(𝑖 − 1, 𝑏 − 1)
אם הכדור לא נשבר

 𝑓(𝑛 − 𝑖, 𝑏)
אם אני זורק את
הכדור הראשון

:iה-מהקומה

min[3,3,3,3] = 3

1 + 𝑚𝑎𝑥(2, 0) =𝑓(1 − 1, 3 − 1) = 𝑓(0, 2)𝑓(4 − 1, 3) = 𝑓(3, 3) =i = 1

1 + 𝑚𝑎𝑥(2, 1) =𝑓(2 − 1, 3 − 1) = 𝑓(1, 2)𝑓(4 − 2, 3) = 𝑓(2, 3)i = 2

1 + 𝑚𝑎𝑥(1, 2) =𝑓(3 − 1, 3 − 1) = 𝑓(2, 2)𝑓(4 − 3, 3) = 𝑓(1, 3)i = 3

1 + 𝑚𝑎𝑥(0, 2) =𝑓(4 − 1, 3 − 1) = 𝑓(3, 2)𝑓(4 − 4, 3) = 𝑓(0, 3) =i = 4

,𝑓(4.נציב)4,3(בתאלכן 3) = 3
,𝑓(6.עבורכיונקבלהמטריצהסוףעדלהציבנמשיך 3) = 3
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אינדוקטיבימימוש
מימוש בגיטהאב

public static int minimalAttempts(int floors, int balls) {

int[][] attempts = new int[floors+1][balls+1];

for(int i = 0; i < attempts.length; i++)

attempts[i][1] = i;

for(int j = 1 ; j < attempts[0].length; j++)

attempts[1][j] = 1;

for(int b = 2; b < attempts[0].length; b++) { // balls

for(int n = 2; n < attempts.length ; n++) { // floors

int min = Integer.MAX_VALUE;

for(int i = 1; i <= n; i++) {

int max = Math.max(attempts[i-1][b-1], attempts[n-i][b]) + 1;

if(min > max) {

min = max;

}

}

attempts[n][b]= min;

}

}

return attempts[floors][balls];

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println("minimal: " + minimalAttempts(105,2));

}

רקורסיבימימוש

public static int minimalAttempts(int floors, int balls) {

int[][] attempts = new int[floors+1][balls+1];

for(int i = 0; i < attempts.length; i++)

attempts[i][1] = i;

for(int j = 1 ; j < attempts[0].length; j++)

attempts[1][j] = 1;

generateRec(attempts,2,2,1, Integer.MAX_VALUE);

return attempts[floors][balls];

}

private static void generateRec(int[][] attempts, int b, int n, int i, int min) {

if(b == attempts[0].length) {

return;

} else if(n == attempts.length) {

generateRec(attempts,b+1,2,1,min);
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} else if(i == n) {

attempts[n][b] = min;

generateRec(attempts,b,n+1,1,Integer.MAX_VALUE);

} else {

int max = Math.max(attempts[i-1][b-1], attempts[n-i][b]) + 1;

if(min > max) {

min = max;

}

generateRec(attempts,b,n,i+1,min);

}

}

public static void main(String[] args) {

System.out.println("minimal: " + minimalAttempts(105,2));

}

הכדורים.מספר=b,הקומות=מס'n.:הדפסה)כולל(לאריצהזמןסיבוכיות 𝑂(𝑛2 · 𝑏)

קומותnו-בלבדכדורים2עבורמימוש

public static int twoBalls(int n) {

int[] f = new int[n+1];

f[0] = 0;

f[1] = 1;

for (int i = 3; i <= n; i++) {

int min = n;

for (int j = 1; j < i-1; j++) {

int x = Math.max(j, f[i-j]+1);

if (x < min)

min = x;

}

f[i] = min;

}

return f[n];

}

קומותnו-בלבדכדורים3עבורמימוש

public static int threeBalls(int n) {

int[] f3 =new int[n+1];

if(n==1) {

f3[n] =1;

}

else if(n==2) {
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f3[n] = 2;

}

else { // if n>=3

int[] f2 = new int[n+1];

for(int i = 1; i < n ; i++) {

f2[i] = twoBalls(i);

}

f3[0] = 0;

f3[1] = 1;

f3[2] = 2;

f3[3] = 2;

for(int i = 4; i <= n ; i++) {

int min = n;

for(int j = 1; j < i ; j++) {

int x = Math.max(f2[j-1]+1, f3[i-j]+1);

if(x < min) {

min = x;

}

}

f3[i] = min;

}

}

return f3[n];

}
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LDS-נלמד)(לאביותרהארוכההיורדתתת-הסדרה

תיאור הבעיה
נתון מערך של מספרים. יש למצוא את אורך תת הסדרה היורדת הארוכה ביותר מתוך המערך.

דוגמה
עבור הסדרה במערך:

543210

08412210

נקבל את הפתרונות הבאים:
12, 8, 0    𝑂𝑅    10, 4, 0   𝑂𝑅    12, 4, 0    𝑂𝑅    10, 8, 0    𝑂𝑅    10, 2, 0

מימוש בגיטהאב

פתרון הבעיה
אפשרות א' - אלגוריתם חמדני❖

נקבע שהאיבר הראשון יהיה תחילת הסדרה.⇚
נעבור על המערך וניקח בכל שלב את האיבר הבא שקטן מקודמו עד שנגיע לסוף המערך.⇚
5ב-בסוףנתקלואז3,2אתכךאחר,4אתניקחאנחנוהבאה:הסדרהעבורלדוגמא,⇚ 4, 3, 2, 5

הפתרון.שלהסדרהלתתיכנסלאולך2מ-ושעולה

public static Stack<Integer> greedy(int[] arr) {

Stack<Integer> sequence = new Stack<>();

sequence.add(arr[0]);

for(int i = 1 ; i < arr.length; i++) {

if(sequence.peek() > arr[i])

sequence.add(arr[i]);

}

return sequence;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {4,3,2,5};

System.out.println(greedy(arr)); // [4, 3, 2]

}

𝑂(𝑛).ולכןהמערךכלעלאחתפעםעובריםאנחנו:סיבוכיות⇜
הראשונה שימצא ולא בהכרח הארוכה ביותר בסדרה: אלגוריתם זה יחזיר את הסדרה היורדתנכונות השיטה⇜

ולכן זה לא אלגוריתם טוב.
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אפשרות ב' - אלגוריתם חמדני משופר❖
נרוץ על המערך ועבור על איבר נפעיל את האלגוריתם החמדני שהצגנו באפשרות א'.⇚
בסוף כל הפעלה נבצע השוואה ונמצא את תת הסדרה היורדת הארוכה ביותר מבין כל האיטרציות⇚

שביצענו.
,7}.בסדרהנתבונןלדוגמה,⇚  6,  5,  4,  3,  2,  101,  100,  1}

מראשהחלנמשיךכךאחרהסדרה,ראשהוא7כאשר7,6,5,4,3,2הסדרהאתתחילהנקבל
וכו'...6,5,4,3,2ונקבל6הסדרה

public static Stack<Integer> greedy(int[] arr, int start) {

Stack<Integer> sequence = new Stack<>();

sequence.add(arr[start]);

for(int i = start+1; i < arr.length; i++) {

if(sequence.peek() > arr[i])

sequence.add(arr[i]);

}

return sequence;

}

public static Stack<Integer> improved(int[] arr) {

Stack<Integer> sequence = new Stack<>();

for(int i = 0 ; i < arr.length; i++) {

Stack<Integer> temp_seq = greedy(arr,i);

if(temp_seq.size() > sequence.size())

sequence = temp_seq;

}

return sequence;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {7, 6, 5, 4, 3, 2, 101, 100, 1};

System.out.println(improved(arr)); // prints [7, 6, 5, 4, 3, 2, 1]

}

𝑂(𝑛2).ולכןממנוהחלהמערךהמשךאתובודקיםחוזריםאיברכלעל:סיבוכיות⇜
כי לא פתרנו את הבעיה  שלפעמים כדאי לוותר: האלגוריתם לא החזיר את התשובה הנכונהנכונות השיטה⇜

על מספר איברים כדי לקחת אחרים טובים יותר.
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LCSבאמצעותאלגוריתם-ג'אפשרות❖
מחרוזות).2ביןביותרהארוכההמשותפתתת-המחרוזת(מציאתLCSשלבאלגוריתםנשתמש⇚
הנתוןהמערךעלאותוונפעילמספריםשלמערכים2ל-שיתאיםהאלגוריתםאתנשכתב⇚

,𝐿𝐶𝑆(𝑎𝑟𝑟.כלומרמיוןלאחרהנתוןהמערךועל  𝑆𝑜𝑟𝑡(𝑎𝑟𝑟) )
עולה.בסדרולאיורדבסדרהמערךאתנמייןהפעם,LISמ-בשונה⇚
.LCSשלדינאמיתכנותבשיטתעובדהאלגוריתם⇚

public static int[] LCS(int[] X) {

int[] temp_Y = new int[X.length];

for(int i = 0; i < X.length; i++)

temp_Y[i] = X[i];

Arrays.sort(temp_Y);

int[] Y = new int[X.length];

for(int i = X.length-1; i >= 0 ; i--) {

Y[X.length-1-i] = temp_Y[i];

}

int[][] matrix = new int[X.length+1][Y.length+1];

generateMatrix(matrix,X,Y,1,1);

int i = matrix.length - 1;

int j = matrix.length - 1;

int end = matrix[i][j];

int start = 0;

int[] solution = new int[end];

while(start < end) {

if(X[i-1] == Y[j-1]) {

solution[end-start-1] = X[i-1];

i--;

j--;

start++;

}

else if(matrix[i-1][j] >= matrix[i][j-1]) {

i--;

}

else {

j--;

}

}

return solution;

}
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public static void generateMatrix(int[][] matrix, int[] X, int[] Y, int i, int j) {

if(i == matrix.length)

return;

if(j == matrix.length) {

System.out.println();

generateMatrix(matrix,X,Y,i+1,1);

} else {

if(X[i-1] == Y[j-1]) {

matrix[i][j] = matrix[i-1][j-1] + 1;

}else {

matrix[i][j] = Math.max(matrix[i-1][j], matrix[i][j-1]);

}

System.out.print(matrix[i][j] + " ");

generateMatrix(matrix,X,Y,i,j+1);

}

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {7, 6, 5, 4, 3, 2, 101, 100, 1};

System.out.println(Arrays.toString(LCS(arr)));

// prints [7, 6, 5, 4, 3, 2, 1]

}

היאהמטריצהבנייתוסיבוכיותהמיוןסיבוכיות,ההעתקהסיבוכיות:סיבוכיות⇜ 𝑂(𝑛)𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 +  𝑛)𝑂(𝑛2)

+ 𝑂(𝑛2.נקבלסה"כולכן  𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 +  2𝑛)

הארוכה ביותר אז בהכרח התשובה היא תת: מכיוון שהמטרה היא למצוא תת סדרה היורדתנכונות השיטה⇜
סדרה של המערך הממוין כך ששומרים על סדר האיברים במערך ולכן תת הסדרה

התשובה.בדיוקהיאהמערכים2ביןהמשותפת

אפשרות ד' - אלגוריתם באמצעות חיפוש שלם❖
נייצר את כל תתי המערכים האפשריים.⇚
נבדוק עבור על תת מערך אם הוא תת סדרה יורדת (מתחילתו ועד סופו).⇚
אם כן, נבדוק האם הוא הכי ארוך שמצאנו עד עכשיו ונשמור אותו.⇚
הפונקציה תחזיר בסוף מערך של תת הסדרה היורדת הגדולה ביותר.⇚

public static Vector<int[]> subsets(int[] arr) {

Vector<int[]> subsets = new Vector<>();

int length = (int)Math.pow(2,arr.length)-1;

for(int decimal = 0; decimal < length; decimal++) {

int binary = decimal;

int i = 0;
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Vector<Integer> subset = new Vector<>();

while (binary != 0) {

if(binary % 2 == 1) {

subset.add(arr[i]);

}

i++;

binary /= 2;

}

int[] ss = new int[subset.size()];

for(int j = 0 ; j < ss.length; j++) {

ss[j] = subset.get(j);

}

subsets.add(ss);

}

return subsets;

}

public static int[] bruteForce(int[] arr) {

Vector<int[]> vector = subsets(arr);

int[] bestSubset = new int[0];

for(int i = 0 ; i < vector.size(); i++) {

boolean isDecreasing = true;

int[] subset = vector.get(i);

for(int j = 1; j < subset.length; j++) {

if(subset[j-1] < subset[j]){

isDecreasing = false;

}

}

if(isDecreasing && bestSubset.length < subset.length) {

bestSubset = subset;

}

}

return bestSubset;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {7, 6, 5, 4, 3, 2, 101, 100, 1};

System.out.println(Arrays.toString(bruteForce(arr)));

// print [7, 6, 5, 4, 3, 2, 1]

}

בסדרממויןהואהאםובודקיםעובריםתת-מערךכלעלוגםהואהקבוצותתתימספר:סיבוכיות⇜ 2𝑛 − 1

𝑂(2𝑛.סה"כולכןnבגודלהואכזהמערךתתהיותרשלכלכךיורד · 𝑛)
נגיע גם לתשובה הנכונה.: בודקים את כל האפשרויות ולכן בהכרחנכונות השיטה⇜
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שאלה
?LDSהמקיימתלמחרוזתדוגמארקאוהמחרוזתאורךאתלמצוארוציםאנחנוהאם

אפשרות ה' - מציאת אורך המחרוזת.❖
נדרוס איברים תוך כדי שמירה על האורך הנכון.⇚

public static int binarySearch(int[] sequence, int left, int right, int value) {

while(right - left > 1) { // while we can compare min two values

int middle = (right+left)/2;

if(value >= sequence[middle]) {

right = middle;

}

else if(value < sequence[middle]) {

left = middle;

}

}

return right;

}

public static int length(int[] arr) {

int[] sequence = new int[arr.length];

sequence[0] = arr[0];

int length = 0;

for(int i = 1 ; i < sequence.length; i++) {

if(arr[i] > sequence[0]) {

sequence[0] = arr[i];

}

else if(arr[i] < sequence[length]) {

length++;

sequence[length] = arr[i];

} else {

int index = binarySearch(sequence,0,length,arr[i]);

sequence[index] = arr[i];

}

}

System.out.println(Arrays.toString(sequence));

return length+1;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {11,8,7,3,6,20,4,9,5};

System.out.println(length(arr)); // prints 5

}

אותו בתת הסדרה שאנו יוצרים.: על כל איבר בסדרה נחפש איפה לשיםסיבוכיות זמן הריצה⇜
𝑂(𝑛.סה"כלחסוך,כדיבינאריבחיפושזאתנעשה · 𝑙𝑜𝑔𝑛)
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)Erdos-Szekeres(ארדש-סקרש
(רלוונטי להוכחות, חשיבה תיאורטית ויכול לתת מענה לפתרון שאלה יצירתית במבחן).

,sשלכלהקובע,משפטהואארדש-סקרשמשפטדיסקרטית,במתמטיקה r,באורךסדרהבכלטבעייםsr+1
.r+1באורךיורדתתת-סדרהאוs+1באורךעולהתת-סדרהיששוניםממשייםמספריםשל

משפט
שונים.ממשייםמספריםnשלסדרהיהא 𝐴 = (𝑎

1
,..., 𝑎

𝑛
)

וגם).גם(אוr+1באורךיורדתסדרהתתאוs+1שלעולהתת-סדרהישAל-אזאם 𝑛 ≥ 𝑠𝑟 + 1

הוכחה
ביותרהארוכההעולהבסדרההאיבריםמספרהואכאשרמהצורהזוג,Aשלאיברלכלנקשר 𝑎

𝑖
(𝑥

𝑖
, 𝑦

𝑖
)𝑥

𝑖

.ב-המתחילהביותרהארוכההיורדתבסדרההאיבריםמספרהואו-ב-המסתיימת 𝑎
𝑖

𝑦
𝑖

𝑎
𝑖

.כאשרתמידוגם (𝑥
𝑖
, 𝑦

𝑖
) ≠ (𝑥

𝑗
, 𝑦

𝑗
)𝑖 ≠ 𝑗

...,של:מקרהלנוישאםאכן,  𝑎
𝑖
..... 𝑎

𝑗
....

ידיעללהתרחביכולהב-המסתיימתביותרהארוכההעולהבסדרההאיבריםומספראז● 𝑎
𝑖

< 𝑎
𝑗

𝑎
𝑖

𝑎
𝑗

𝑥).ש:(כך
𝑖

< 𝑥
𝑗

,ידיעללהמשיךויכולב-המתחילהביותרהארוכההיורדתבסדרההאיבריםומספראו● 𝑎
𝑖

> 𝑎
𝑗

𝑎
𝑗

𝑎
𝑖

𝑦).ש:(כך
𝑖

> 𝑦
𝑗

יונים:שובכישלמשבצותלוחניצורכעת 𝑛2

n

s

1

1                                                                                                             r                                            n

GitHubעזריהדור

https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||121

.קואורדינטותעםבשובךאיברכלנציב 𝑎
𝑖

(𝑥
𝑖
, 𝑦

𝑖
)

.לכלו-מאחרמהשובכים,בחלקהזההצמדאתלהציבניתן 1 ≤ 𝑥
𝑖
 ,  𝑦

𝑖
 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

.כאשרתמידש-מאחרוזאתשובךבכלאחדמצדיותרשיהיהייתכןלאמזה,יותר (𝑥
𝑖
, 𝑦

𝑖
) ≠ (𝑥

𝑗
, 𝑦

𝑗
)𝑖 ≠ 𝑗

בתמונההסגולבשטח(המסומניםהשובכיםממספראיבריםיותרלנו,ישו-מאחר 𝐴| | = 𝑛 ≥ 𝑠𝑟 + 1
מלמעלה).

הסגול.השטחלסימוןמחוץאיברקייםלכן 𝑎
𝑖

להוכיח.שרצינומהבדיוקוזהשניהם),(אוש-אוש-אומרזהאך 𝑥
𝑖

≥ 𝑠 + 1𝑦
𝑖

≥ 𝑟 + 1

∎
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מיון מיזוג, חיפוש בינארי ואסימפטוטיקה

אסימפטוטיקה

1 < 𝑙𝑜𝑔(𝑛) < 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 < 𝑛2 < 𝑛3 <... < 2𝑛 < 3𝑛 < 𝑛𝑛
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Merge Sort

Ω(𝑛סיבוכיות · 𝑙𝑜𝑔(𝑛))                  Θ(𝑛 · 𝑙𝑜𝑔(𝑛))                 𝑂(𝑛 · 𝑙𝑜𝑔(𝑛))

מיון זה הוא רקורסיבי. הוא מחלק את המערך לשתי קבוצות, כל קבוצה הוא שוב מחלק לשניים וכן
האלה (באופן רקורסיבי) עד תנאי העצירה – קבוצות בנות איבר אחד.

בשלב השני הפונקציה ממזגת כל תת-קבוצה עם תת-קבוצה אחרת, באמצעות מיזוג של שתי קבוצות
ממוינות, וכן הלאה עד להיווצרות מערך ממוין.

הסבר

ישפעמיםכמהלחשבעלינולכןלשניים,המערךאתמחלקיםMerge-Sortלפונקציהקריאהבכל
(חזקה)בעצמו2אתלהכפילנצטרךפעמיםכמהאחרות,במילים.0ל-שנגיעעדבשנייםמספרלחלק

על מנת להגיע למספר המבוקש:

2𝑥 = 𝑁 ⇒  𝑥 =  𝑙𝑜𝑔
2
𝑁  ⇒  𝑂(𝑙𝑜𝑔

2
𝑁)

באופןעוברתשהיאמשוםהיאשלההסיבוכיות.Mergeלפונקציהקוראיםחלוקהכללאחר 𝑂(𝑛)
עלפעמים3עודעוברתהפונקציהלזהבנוסףלאיבר.איברומשוואההמערךשלחלקישניעלסדרתי

המערך:

3 · 𝑂(𝑛) +  𝑂(𝑛) =  𝑂(𝑛)

:היאMerge-Sortהפונקציהשלהסיבוכיות

𝑂(𝑙𝑜𝑔
2
𝑛) · 𝑂(𝑛) =  𝑂(𝑛 · 𝑙𝑜𝑔

2
𝑛)

אלגוריתםסרטון
מימוש

private static void mergeSort(int[] arr) {
mergeSort(arr,0,arr.length-1);

}

private static void mergeSort(int[] arr, int left, int right) {
if(left < right) {

int middle = (left+right)/2;

mergeSort(arr,left,middle); // left

GitHubעזריהדור

https://www.youtube.com/watch?v=JSceec-wEyw
https://github.com/DorAzaria/Problems-on-Algorithms-1


1אלגוריתמים||124

mergeSort(arr,middle+1,right); // right
Merge(arr,left,middle,right);

}
}

private static void Merge(int[] arr, int left, int middle, int right) {

int[] temp = new int[right - left + 1];

int i = left; // left half
int j = middle + 1; // right half
int k = 0; // The Running Pointer

while( i <= middle && j <= right) {

if(arr[i] < arr[j])
temp[k++] = arr[i++];

else
temp[k++] = arr[j++];

}

while(i <= middle)
temp[k++] = arr[i++];

while(j <= right)
temp[k++] = arr[j++];

for(i = left, k = 0 ; k < temp.length && i <= right; k++, i++)
arr[i] = temp[k];

}

public static void main(String[] args) {
int[] arr = {48,3,7,9,43,1,2,4,6,8};
mergeSort(arr);
System.out.println(Arrays.toString(arr));

}
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Binary Search

Ω(𝑙𝑜𝑔(𝑛))                  Θ(𝑙𝑜𝑔(𝑛))                 𝑂(𝑙𝑜𝑔(𝑛))סיבוכיות

הסבר

מספראתלחשבעלינוכןעללשניים,המערךאתמחלקיםאנוbinarySearchלפונקציהקריאהבכל
נצטרךפעמיםכמהאחרות,במילים.0ל-שנגיעעדבשנייםמספרלחלקנצטרךשבהןהפעמים
המבוקש:למספרלהגיעמנתעל(חזקה)בעצמו2אתלהכפיל

2𝑥 = 𝑁 ⇒  𝑥 =  𝑙𝑜𝑔
2
𝑁  ⇒  𝑂(𝑙𝑜𝑔

2
𝑁)

אלגוריתםסרטון

מימוש

public static int binarySearch(int arr[], int left, int right, int x) {

if(right >= 1) {

int middle = left + (right - left)/2;

if(arr[middle] == x)

return middle;

if(arr[middle] > x)

return binarySearch(arr, left, middle - 1 , x);

else

return binarySearch(arr, middle + 1 , right, x);

}

return -1;

}

public static void main(String[] args) {

int[] arr = {48,3,7,9,43,1,2,4,6,8};

System.out.println(binarySearch(arr,0,arr.length-1,43)); // 4

}

חלאס.
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