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מבוא הסתברותי

אקסיומות ההסתברות
מרחב המדגם שלנו.נגדיר Ω
אז:מאורעותנגדיר 𝐴,  𝐵
1..Pr(𝐴) ≥ 0
2..Pr(Ω) = 1
.אזאם.3 𝐴 ∩ 𝐵 = ØPr(𝐴 ∪ 𝐵) = Pr(𝐴) + Pr(𝐵)

4.Pr(𝐴) = 𝐴| |
Ω| |

שאלה
קלפים).53(סה"כאחד.ג'וקרקלףגםהמכילהומעורבבתקלפים)52(רגילהקלפיםחבילתנתונה

משכתם ארבעה קלפים בזה אחר זה (בלי להחזיר לחבילה).
סוג).מכל13ישסה"כ-ויהלוםעלהתלתן,(לב,סוגמכלאחדקלףישקלפיםארבעהשבאותםההסתברותמה

פתרון
52
53 · 39

52 · 26
51 · 13

50 = 0. 0975

הסתברות מותנית

 Pr(𝐴|𝐵) = Pr(𝐴∩𝐵)
Pr(𝐵)  

שאלה
?2המספראתשקיבלנוההסתברותמהזוגית,היאשהתוצאהבהינתןפאות,6בתהוגנתקובייהמטילים

פתרון
זוגית.תוצאהשקיבלנוהמאורעלהיותהמאורעאתנגדיר 𝐵
.2התוצאהאתשקיבלנוהמאורעאתנגדיר 𝐴

מאחר וההסתברות אחידה כי הקובייה הוגנת אז נעזר בחישוב גודל קבוצה:

Pr(𝐴|𝐵) = Pr(𝐴∩𝐵)
Pr(𝐵) = |{2}∩{2,4,6}|

|{2,4,6}| = |{2}|
|{2,4,6}| = 1

3
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הסתברות שלמה

 Pr(𝐴) =
𝐵

𝑖
∈𝐵
∑ Pr(𝐴|𝐵

𝑖
) · Pr(𝐵

𝑖
) 

שאלה
עוצרים.ואזשובמטיליםקיבלנואםעוצרים,אזיוצאתהתוצאהאםמטבע,מטילים 𝐻𝑇

𝑇.היאהסופיתשההטלהההסתברותמה

פתרון
נעצור.ואזשובנטילTואםבראשון,כברסיימנואזHאםכיהטלות,2עדלהיותיכולההסופיתהתוצאה

השניה.בהטלהTלקבלההסתברותמהלדעתנרצהלכן
השניה.בהטלהשקיבלנוהמאורעאתנגיד 𝑇

2
𝑇

נעזר בהסתברות השלמה:
Pr(𝑇

2
) = Pr(𝑇

2
| 𝐻

1
) · Pr(𝐻

1
) + Pr(𝑇

2
|𝑇

1
) · Pr(𝑇

1
) =

= 0 · 1
2 +

Pr(𝑇
2
∩𝑇

1
)

Pr(𝑇
1
) · Pr(𝑇

1
) =

= 0 + Pr( {(𝑇, 𝑇)} ∩ {(𝑇, 𝑇),  (𝑇, 𝐻)}) =  Pr({(𝑇, 𝑇)}) =  1
2 · 1

2 = 1
4

הסתברות בייס
ה-"מציאות".להיותונסמןה-"השערה"להיותנסמן 𝐻 = 𝐻𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑠𝑖𝑠𝐸 = 𝐸𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒

 Pr(𝐻 | 𝐸) =  Pr(𝐸|𝐻)·Pr(𝐻)
Pr(𝐸)  

שאלה
.99%הואהדיוקאחוזכאשרמסוימתמחלהקיוםעלמדווחתבדיקה
(בטעות).כבריא1ו-כחוליםידווחו99שיבדקו,חולים100מתוך●
(בטעות).כחולה1ו-כבריאיםידווחו99שיבדקו,בריאים100מתוך●

בוחרים באקראי אדם מהאוכלוסייה ולפי הבדיקה יצא כי הוא חולה.

.שלביחסבאוכלוסיהנפוצהשהמחלהבהינתןחולהבאמתשהואהסיכוימה 1
10,000

פתרון
בייס.חוקלפינפעלחיובית.בדיקהו-חולהאדםנסמן 𝐻𝐸

שלנו).הנתון(לפיהחולהבהינתןחיוביתשהבדיקהההסתברותזהכי● Pr(𝐸|𝐻) = 99
100

באוכלוסיה.התפוצהלפיחולהשהאדםההסתברותזה● Pr(𝐻) = 1
10,000

דור עזריה
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השלמה:הסתברותלפיחיוביתשהבדיקהכלומראתלחשבנרצה● Pr(𝐸)
Pr(𝐸) = Pr(𝐸|𝑆𝑖𝑐𝑘) Pr(𝑆𝑖𝑐𝑘) +  Pr(𝐸|𝐻𝑒𝑎𝑙𝑡ℎ𝑦) Pr(𝐻𝑒𝑎𝑙𝑡ℎ𝑦) =

= 99
100 · 1

10,000 +  1
99 · (1 − 1

10,000 )

ולפי בייס נקבל:●

Pr(𝐻 | 𝐸) =  Pr(𝐸|𝐻)·Pr(𝐻)
Pr(𝐸) =

99
100 · 1

10,000
99

100 · 1
10,000 + 1

99 ·(1− 1
10,000 )

≈ 1%

דור עזריה
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לוקליזציה ומסנן היסטוגרמה

הגדרות
מתחילים מחוסר ודאות מוחלט.- היכולת לדעת איפה אני נמצא כאשרלוקליזציה גלובלית
בהינתן שידעתי את מיקומי הקודם.- היכולת לדעת איפה אני נמצא עכשיולוקליזציה לוקאלית

בדיד.עולםכלומר(משבצות),Gridל-העולםחלוקת-היסטוגרמהמסנן
על משהו.- הסתברות שנמצאת לפני שאנחנו יודעיםהסתברות אפריורית

בהסתברות מסוימת.- האינפורמציה שקיבלנו מהחיישןהסתברות אפוסטריורית

בעיות לוקליזציה
נציג דוגמה עבור בעיית לוקליזציה.

אותם.לסרוקיודעוהואדלתות3עםבמסדרוןנמצאהואלוקליזציה,ללמודשמנסהניידרובוטלנויש●
הרובוט לא יודע איפה הוא נמצא ואיזה דלת הוא סורק, הוא רק יודע לסרוק דלתות.●

נציג בשלבים את הבעיה לפי הדוגמה:
למדוד.יכולשהרובוטxה-מיקוםהואxה-ציר●
נמצא.שהואמאמיןהרובוטאיפההיאונסמןהאמונהפונקציית● 𝑏𝑒𝑙𝑖𝑒𝑓𝑏𝑒𝑙(𝑥)

כלומר, היא ההערכה הנוכחית של הרובוט על המיקום ומיוצגת ע"י הפונקציה שהיא ההסתברות על פני
כל המרחב של כל המיקומים.

.לוקליזציה גלובליתהרובוט כרגע נמצא במצב של.1
אם הרובוט בחוסר וודאות מוחלט לגבי מיקומו, אז המקום שהוא נמצא מתפלג בהסתברות אחידה על

כל המרחב.

דור עזריה
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נניח שהרובוט לוקח מדידה ראשונה בעזרת החיישן שלו, כל מדידה היא סריקה לאורך המסדרון..2
הרובוט מגלה כי הוא נמצא מול דלת כלשהי.

במקומותנמוכהוהסתברותדלתותלידבמקומותגבוהההסתברותמציבההאמונהפונקציה 𝑏𝑒𝑙(𝑥)
אחרים.  שימו לב שלתפוצה זו יש שלושה פסגות, שכל אחת מהן מתאימה לאחת הדלתות (שלא ניתן

להבחין בהן) בסביבה.

בעינייםללכתכמוזה(כיאינפורמציהמורידיםאנחנותזוזהבכלמטר,10יזוזשהרובוטנניחכעת.3
עצומות) בהנחה שהרובוט זז כמצוין, האמונה מוסטת לכיוון התנועה.

אפשר לראות את אי הוודאות המובנית בתנועת הרובוט, הוודאות יורדת בתנועה.

כלשהי.בדלתשובנפגשהרובוטמטרים10כ-לאחר.4
הציור מתאר את האמונה לאחר התבוננות בדלת אחרת.

תצפית זו מובילה את האלגוריתם שלנו למקם את רוב מסת ההסתברות במיקום ליד אחת הדלתות,
והרובוט בטוח כעת היכן הוא נמצא.

דור עזריה
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מסנן היסטוגרמה
מסנן היסטוגרמה מחלקת את המרחב למשבצות.

המסנן נותן פתרון לבעיות לוקליזציה גלובלית, למשל לפי הדוגמה הקודמת:

נעזר במקרים קטנים יותר להבנה:
כלומר:⅕היאתאבכללהיותההסתברותאזמשבצות,5ל-מחולקשלנווהעולםנניח

54321

⅕⅕⅕⅕⅕

היא:משבצתלכלההסתברותאזלירוקחיוויוקיבלנו,100%ב-ירוקשמזההחיישןיששלנוולרובוטנניחכעת

54321

00½½0

אלגוריתם ניווט בייסאני
כעת נניח שהחיישן מזהה ירוק ב-⅗ ואדום ב-⅕ , מה נעשה עכשיו?

נשתמש בחישוב על פי בייס.

Pr(𝐻 | 𝐸) =  Pr(𝐸|𝐻)·Pr(𝐻)
Pr(𝐸)

ירוק.בתאשאנחנומהחיישןשקיבלנוו-ירוקבתאשהרובוטההשערהנסמן 𝐻𝐸
.⅗זה● Pr(𝐸|𝐻) = 0. 6
קשרבלי0.2זהתאבכללהיותההסתברותכלומר,5ה-מתוךירוקותמשבצות2ישכי● Pr(𝐻) = 0. 4

.0.אזירוקיםתאים2שישובגלללצבע, 2 + 0. 2 = 0. 4
השלמה:ההסתברותלפיאתלחשבנרצה● Pr(𝐸)

Pr(𝐸) = 0. 6 · 0. 4 + 0. 2 · 0. 6 =  0. 36
סה"כ קיבלנו:●

Pr(𝐻 | 𝐸) =  Pr(𝐸|𝐻)·Pr(𝐻)
Pr(𝐸) = 0.6·0.4

0.36 = 2
3

.אזיחידירוקבתאלהיותההסתברותאתלדעתרוציםואנוומאחר●
2
3

2 = 1
3

דור עזריה
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פונקציית התזוזה ההסתברותית
ניתן לשערך בצורה טובה איפה הרובוט נמצא, אבל בעולם האמיתי כאשר הרובוט זז, הוא לא יודע בוודאות אם

הוא זז בכלל וכמה הוא זז לכן הרובוט ירצה לזוז בעולם בצורה הסתברותית.
אם נחזור לדוגמה של המשבצות, כאשר הרובוט יזוז על המשבצות הרבה זמן, יכולות להתחיל להיות טעויות

קטנות בזמן התנועה.

נציג תחילה שני מושגים:
1.Overshoot-מהצפוי.יותרזזהרובוט
2.Undershoot-מהצפוי.פחותזזהרובוט

ההסתברות:אתנסמןלכןוודאות100%עם1ה-בתאמתחילשהרובוטנניחבדוגמה,נסביר

54321

0.00.00.00.01.0

כעת, נרצה לזוז בין המשבצות אבל בהסתברות מסוימת.
שבכלמכיווןזה-אחתמשבצתפעמייםשלתזוזהלביןמשבצות2אחתבבתלזוזביןהבדלשישלבנשים

תזוזה אנחנו מכניסים עוד אי-ודאות למערכת.
לכן:צעדים,עברשהרובוטנניחכעת,● 𝑥 = 2

Pr(𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡𝑙𝑦) = 0. 8   ,    Pr(𝑂𝑣𝑒𝑟𝑠ℎ𝑜𝑜𝑡) = Pr(𝑈𝑛𝑑𝑒𝑟𝑠ℎ𝑜𝑜𝑡) = 0. 1
כלומר נקבל:

54321

0.00.10.80.10.0

שוטיםOverו-Underה-יראואיךנשאלכלומר4לתאצעדים2לקפוץ2מתאלמשלנרצהכעת,
במקרה פרטי זה:

54321

0.10.80.10.00.0

מעלינו).ממשהמערכים2ב-(נעזריהיה2מתא3לתאלזוזההסתברותלכן 0. 1 · 0. 1 = 0. 01
.0.יהיה2מתא4לתאלזוזההסתברות 1 · 0. 8 = 0. 08

.0.יהיה2מתא5לתאלזוזוההסתברות 1 · 0. 1 = 0. 01

דור עזריה
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נחשב את ההסתברות להגיע לכל תא בצעד השני:●

4מתא3מתא2מתאתזוזה לתא / התא שהייתי

.30לתא 1 · 0. 1 = 0. 01

.40לתא 1 · 0. 8 = 0. 080. 8 · 0. 1 = 0. 08

.50לתא 1 · 0. 1 = 0. 010. 8 · 0. 8 = 0. 640. 1 · 0. 1 = 0. 01

.10לתא 8 · 0. 1 = 0. 080. 1 · 0. 8 = 0. 08

.20לתא 1 · 0. 1 = 0. 01

אם נסכום כל שורה בטבלה נקבל:

54321

0.660.160.010.010.16

הסכימה הכללית הזאת שעשינו אומרת לנו בעצם מה הסיכוי האמיתי להיות בכל משבצת.
.0.16הוא)1(מספרבמשבצתלהיותשלנווהכוללהאמיתיהסיכוילמשל,

אנטרופיה ואינטגרציה
האנטרופיה מגדירה עד כמה המשתנה אקראי.

האנטרופיה מוגדרת כך:

𝐻(𝑥) =  −
𝑥
∑ Pr(𝑥) · log Pr(𝑥)( )

.0תהיהול-1תהיהלקבלההסתברותאזהםהצדדיםשניבוהוגן)(לאמזויףמטבעלנוישאםלמשל, 𝐻𝐻𝑇

ככל שהאנטרופיה גדולה יותר יש יותר אקראיות.●
וודאות גבוהה ⇐ אנטרופיה נמוכה.●
וודאות נמוכה ⇐ יש יותר אי וודאות ⇐ האנטרופיה גבוהה.●

דור עזריה
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סיכום
אלגוריתם ניווט בייסאני

כזכור, חוק בייס מחשב את ההיפותזה בהינתן ראיהָ (או מדידה).
מהי ההיפותזה בעולמות הניווט? היכן נמצא הרכב (רובוט) שלי?

המידע שאנחנו מקבלים מהחיישנים.הראיה או המדידה הןבאיזו משבצת אני נמצא.השאלה היא
אם החיישן "הרגיש" אדום, הסיכוי שאני במשבצת אדומה גבוה יותר.

האמונהאתאוהראשוניתהאמונהאתלשנותהדרךמהיהיאפותרבייסשחוקהשאלה Pr(𝐻)
Pr(𝐻|𝐸).שהתקבלההמדידהלפיהאפריורית,

מסנן היסטוגרמה
(אקספוננציאלית בלעז).מעריכיתכאשר מוסיפים לו ממדים, הבעיה נהיית מורכבת חישובית בצורה●
יכולשהרובוטהיאהמשמעותשראינו,בדוגמאות).Discrete(בדידמסנןבגדולהואהיסטוגרמהמסנן●

אזימ"ר,10הואהמשבצתגודלאםמזאת,יתרההאפשריות.המשבצותמתוךבאחתרקלהיות
ההסתברות להיות בכל נקודה בתוך השטח היא שווה.

אנטרופיה
ופונקצייתהאנטרופיה),את(מורידההדיוקאתתמידמעלההחישהשפונקצייתלזכורחשוב● 𝑏𝑒𝑙(𝑥)

התזוזה מורידה את הדיוק (ומעלה את האנטרופיה).

הנחת מרקוב

הנחת מרקוב מניחה שנתוני עבר ועתיד הם בלתי תלויים אם יודעים את המצב הנוכחי.
כלומר, אם ההווה נתון לנו, אז העבר והעתיד בלתי תלויים. - זה נושא קצת פילוסופי.

:נסמן
𝑍-מדידה

𝑈-התנועהוקטור
𝑋-המצבוקטור
𝑋.המצבוקטורמהולשערךלדעתנרצה

𝑡

Pr 𝑋
𝑡
 | 𝑋

0
,  𝑋

1
,..., 𝑋

𝑡−1
,  𝑍

0
,  𝑍

1
,....,  𝑍

𝑡
,  𝑈

0
,...., 𝑈

𝑡−1( )

המצביהיהמהאז,לנקודהעדמ-החלשלנוההיסטוריהכללאורךלנושישהמידעכלבהינתןכלומר 0𝑡 − 1
𝑋?בנקודהשלנו

𝑡

דור עזריה
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להכילאפשראיכיקשהבבעיהאנחנואזלפניושקרההמידעכלבהינתןמהולדעתנרצהאם-הבעיה?מה 𝑋
𝑡

את כל המידע הזה. - יכול להיות כמויות מטורפות של נתונים.

- זה טריק בעייתי ופילוסופי - נציג כך:פתרון

Pr 𝑋
𝑡
 | 𝑋

0
,  𝑋

1
,..., 𝑋

𝑡−1
,  𝑍

0
,  𝑍

1
,....,  𝑍

𝑡
,  𝑈

0
,...., 𝑈

𝑡−1( ) = Pr 𝑋
𝑡
 | 𝑋

𝑡−1
,  𝑍

𝑡
,  𝑈

𝑡−1( )

כלומר בהינתן המדידות ההכי אחרונות, נוכל לקבל את המדידה הנוכחית.
ההבדל הוא שכאן החישוב הוא הרבה יותר קטן ממה שהיה לנו לפני.

האינדיקציה הכי טובה לקבל מה יהיה בעתיד זה לפי מה שקורה עכשיו, זה לא משנה אם נתן לו את כל
𝑋.בתוךמוכלהזההמידעכלכיההיסטוריה

𝑡−1

אבל בחיים זה לא באמת נכון, לכן הנחת מרקוב היא רק הנחה ולא וודאי.

דור עזריה
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מסנן קלמן במימד אחד

נקודה.כלולקבל הערכת מיקום שונה עבוררציפהמסנן קלמן מאפשר לפתור את בעיית המיקום בצורה

הגדרה
מסנן קלמן זה תהליך מתמטי איטרטיבי שמשתמש בסט של משוואות ונתונים שמגיעים ברציפות●

מהחיישנים כדי לשערך במהירות את הערך האמיתי של אובייקט, כאשר הערכים הנמדדים מכילים
חוסר וודאות, רעש ואקראיות.

ניתן לחשוב על מסנן קלמן כעל ממוצע משוקלל בין המדידה הנוכחית מהחיישן ובין הידע הקודם שלנו●
לגבי מצב המערכת.

.הגבר קלמןהרכיב שקובע את המשקל של כל אחד מהרכיבים הוא●

יתרונות של מסנן קלמן
ומיקום.- שיערוך על פי כמה פרמטרים שונים כמו מהירותשיערוך עקיף.1
שונים.- תהליך מתמטי של חיבור מידע מחיישניםהיתוך חיישנים.2

הגדרות נוספות
תהליך מתמטי איטרטיבי - שימוש חוזר בסט משוואות זהה, עם נתונים שונים.●

.זמןעבורהחישובלבסיסהופכתבזמןשחישבנוהתפלגותאצלנו 𝑡 − 1𝑡
שיערוך מהיר של הערך האמיתי (וקטור המצב), מיקום ומהירות.●
מדידות המכילות חוסר וודאות - החיישנים מכילים רעש.●

דור עזריה
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Kalman(קלמןהגבר Gain(
.הנוכחיבזמןהמדידהוביןהקודםבזמןהשערוךביןהמשוקללבממוצעעוזראוקלמןהגבר 𝐾𝐺(𝑡 − 1)(𝑡)

הבעיה שיש לנו חוסר וודאות מצד השערוך ומצד המדידה:
𝐸𝑒𝑠𝑡.שנקראוודאותחוסריש(בניחוש)בשערוךאז,נמצאשליהרובוטאיפהלנחשרוצהכשאני●
𝐸𝑚𝑒𝑎𝑠.במדידהודאותחוסרגםליישהחיישניםעםנמצאאניאיפהמודדכשאני●

𝐾𝑎𝑙𝑚𝑎𝑛 𝐺𝑎𝑖𝑛.קלמןשנקראתבמשוואהנכנסיםהאלההפרמטריםשני

:נסמן
בשיערוך).ודאות(חוסרבשערוךהשגיאה-● 𝐸𝑒𝑠𝑡
במדידה).ודאות(חוסרבמדידההשגיאה-● 𝐸𝑚𝑒𝑎𝑠
המדידה.-● 𝑀𝐸𝐴𝑆
השערוך.-● 𝐸𝑆𝑇

להלן המשוואות לפי שלבים:

.כאשר.1 𝐾𝐺
𝑡

=
𝐸𝑒𝑠𝑡

𝑡−1

𝐸𝑒𝑠𝑡
𝑡−1

 + 𝐸𝑚𝑒𝑎𝑠
𝑡

0 ≤ 𝐾𝐺 ≤ 1

2.𝐸𝑆𝑇
𝑡

= 𝐸𝑆𝑇
𝑡−1

+ 𝐾𝐺
𝑡

· 𝑀𝐸𝐴𝑆
𝑡

− 𝐸𝑆𝑇
𝑡−1[ ]

3.𝐸𝑒𝑠𝑡
𝑡

= 1 − 𝐾𝐺
𝑡[ ] · 𝐸𝑒𝑠𝑡

𝑡−1[ ]

:מסקנות
הרועשת.למדידהביחסיותרמדויקהקודםהמצבשערוךכךקטן,יותרKGשה-ככל●
הקודם.השערוךפניעליותרמדויקתהנוכחיתהמדידהכךיותר,גדולKGשה-ככל●
KGה-אתלהקטיןשלב,ובכלאיטרטיבית,בצורה3-1שלביםעלמעברהואקלמןמסנןמאחוריהרעיון●

בכך את האמונה שלנו בשערוך הנוכחי.להגדילו
אותן על מנת לדייק בניחוש.שניתן לקבל מדידות רועשות ובכל זאת לנצלהמשמעות היא●

ניתוח הנוסחאות

.כאשרהנוסחהעבור 𝐾𝐺
𝑡

=
𝐸𝑒𝑠𝑡

𝑡−1

𝐸𝑒𝑠𝑡
𝑡−1

 + 𝐸𝑚𝑒𝑎𝑠
𝑡

0 ≤ 𝐾𝐺 ≤ 1

כאשר● 𝐾𝐺 → 1𝐾𝐺 ≈ 𝐸𝑒𝑠𝑡
𝐸𝑒𝑠𝑡

יש לי יותר ודאות במדידה ⇐ המדידה דיי מדויקת.○
יש לי הרבה חוסר ודאות בשערוך ⇐ מצב לא יציב.○

כאשר● 𝐾𝐺 → 0𝐸𝑒𝑠𝑡
𝑡−1

 <  𝐸𝑚𝑒𝑎𝑠
𝑡

דור עזריה
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המדידה רועשת.○
שערוך במצב לא יציב.○

𝐸𝑆𝑇הנוסחהעבור
𝑡

= 𝐸𝑆𝑇
𝑡−1

+ 𝐾𝐺
𝑡

· 𝑀𝐸𝐴𝑆
𝑡

− 𝐸𝑆𝑇
𝑡−1[ ]

ש:נקבלאם● 𝐾𝐺 → 0𝐸𝑆𝑇
𝑡

= 𝐸𝑆𝑇
𝑡−1

כלומר, השערוך במצב מדויק.○
נקבלאם● 𝐾𝐺 → 1𝐸𝑆𝑇

𝑡
= 𝑀𝐸𝐴𝑆

𝑡

כלומר, השגיאה כמעט אפסית, ועדיף להתייחס רק אליה (כי השערוך דייק במדידה).○
לשיערוך.המדידהביןההפרשאתלנומחשבבעצםעבור● 𝐾𝐺

𝑡
· 𝑀𝐸𝐴𝑆

𝑡
− 𝐸𝑆𝑇

𝑡−1[ ]

תרגיל
השגיאהאת),EST(השערוךאת)Emeas(במדידההשגיאהולנתוני)MEAS(המדידהלנתוניבהתאםחשבו

Eest(בשערוךהקודמתהשגיאהואת)KG(קלמןהגבראת),Eest(בשערוך t-1.(
(כל מה שכתוב בכתום היה כתוב מראש והיה צריך למלא את שאר הנתונים על סמך הקיימים):

𝑀𝐸𝐴𝑆 𝐸𝑚𝑒𝑎𝑠 𝐸𝑠𝑡 𝐸𝑒𝑠𝑡 𝐾𝐺 𝐸𝑒𝑠𝑡
𝑡−1

𝑡 − 1 68 2
𝑡 75 4 70.33 1.33 0.33

𝑡 + 1 71 4 70.50 1.00 0.25
𝑡 + 2 70 4 70.4 0.80 0.20
𝑡 + 3 74 4 71 0.66 0.17

דור עזריה
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תרגיל
הניחושמעלות.72היאהאמיתיתהטמפרטורה

הראשוניתוהטעותמעלות,68הואשלנוהראשוני
)Eest(75היאהראשוניתהמדידהמעלות.2היא

אתהכניסוכיוון.לכלמעלות4שלטעותעםמעלות
,KGה-אתוחשבוהמשוואותלסטהנתונים ESTt-ו

Eest.בטבלה

:נחשב

מאפיינים של מסנן קלמן
שני מאפיינים של מסנן קלמן אל מול מסנן היסטוגרמה.

Unimodalה-מולMultimodalה-.1
.Unimodalמולההיסטוגרמה,מסנןהיהשזה,Multimodalשנקראמהזההראשוןהמאפיין
ניחושלהעדיףענייןליואיןאותםלהחזיקיכולשאנישוניםניחושיםכמהליישMultimodalב-●

3או1,2בקומהלהיותיכולואנימסוימתבקומהנמצאאנילמשל,-אחרניחושפניעלאחד
ואני מחזיק בניחושים האלה.

במסנןעושיםשאנחנומהזה-ודאותחוסרעםאחדניחושרקליישUnimodalב-זאתלעומת●
קלמן, אנחנו מחזיקים בניחוש אחד ויחיד אבל הוא הניחוש הטוב ביותר.

Continuousה-מולDiscreteה-.2
רציף,אוContinuousמולאלההיסטוגרמה,מסנןהיהשזהבדידאוDiscreteזההשניהמאפיין

שעליו נדבר במסנן קלמן.
ההיסטוגרמה.במסנןשעשינומהשזהDiscreteב-●

בדיד.,Discreteנקראהזההרעיוןהתא,לכלהתאמכלעובראניכלומר
יש לי מספר סופי של תאים וככל שהרזולוציה שלי גבוהה יותר, יש לי מספר גדול יותר.

אםביןהבדלוישנקודהבכללהיותיכולאניקלמן,במסנןשנעשהמהשזהContinuousב-●
אני בנקודה הזאת ובין אם בנקודה הזאת.

לסיכום:
.Continuousו-Unimodalהואקלמןמסנן.1
.Discreteו-Multimodalהואהיסטוגרמהמסנן.2

דור עזריה
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נקודה חשובה
על מנת לשפר את הדיוק במסנן היסטוגרמה, אני צריך שהגריד או שהרשת שלי תהיה כמה שיותר קטנה ולכן

הרזולוציה תהיה כמה שיותר גדולה - הדבר הזה מצריך הרבה מאוד משאבים של זיכרון.
בקלמן פילטר אין לי את הדבר הזה, זאת אומרת אני יכול לקחת את ההסתברות שלי ולהזיז אותה בדיוק באיזו

נקודה שאני רוצה (כי העולם רציף).

ממוצע, שונות וסטיית התקן

.-ממוצענוסחת● µ =
Σ

𝑎∈𝐴
(𝑎)

𝐴| |

σ.-תקןסטייתנוסחת● =
Σ

𝑎∈𝐴
(𝑎−µ)2

𝐴| |

תרגיל
,Aנתוניםמקבצישלושהלהלן B-וC:

𝐴 =  {9, 10, 11, 7, 13},    𝐵 =  {10, 10, 10, 10, 10},    𝐶 =  {1, 1, 10, 19, 19} 
חשבו את הממוצע של כל אחד מהם.

פתרון

𝐴 = 9+10+11+7+13
5 = 10,      𝐵 = 5·10

5 = 10,      𝐶 = 2·1+10+2·19
5 = 10

תרגיל
בהמשך לשאלה הקודמת, למי סטיית התקן הגדולה ביותר?

פתרון

𝐴 = (9−10)2+(10−10)2+(11−10)2+(7−10)2+(13−10)2

5 = (−1)2+0+(1)2+(−3)2+(3)2

5 = 2

𝐵 = (10−10)2+(10−10)2+(10−10)2+(10−10)2+(10−10)2

5 = 0
5 = 0

𝐶 = 2·(1−10)2+(10−10)2+2·(19−10)2

5 = 2·(−9)2+0+2·(9)2

5 = 18 5
5 ≈ 8. 0498

ביותר.הגדולההתקןסטייתאתישCל-לכן

תרגיל
.σתקןוסטייתμממוצעבעלנתוניםמקבץקיים

?KמסויםקבועיתווסףDATAב-מהנקודותאחתלכלאםהחדש,הממוצעיהיהמה
'µ-פתרון = µ + 𝐾

דור עזריה
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התפלגות גאוסית
מהי בעצם התפלגות היסטוגרמה? זו התפלגות אשר לאורך המרחב, יש בכל נקודה ערך אחר שונה.●

בהתפלגות היסטוגרמה אני יכול להכיל או להחזיק שני ניחושים שכל אחד מהם טוב באותה מידה.
בלבד.מאופיינת בשני פרמטריםנורמליתהתפלגות גאוסית או התפלגות●

µהפרמטר הראשון נקרא "הממוצע" או○
σהפרמטר השני נקרא "סיגמא" או סטיית התקן○

באמצעות שני הפרמטרים האלה, אנחנו יכולים לדעת את כל מה שאנחנו רוצים על התפלגות גאוסית.
מה ההסתברות לקבל ערך מסוים?.1
מה ההסתברות לקבל ערכים בין תחום כזה לתחום כזה? (בעזרת אינטגרל).2

במילים אחרות, הכל ניתן לחישוב באמצעות שני ערכים בלבד.
Probabilityה-באמצעותהיאגאוסבהתפלגותלטפלהמתמטיתהדרך● Density Function.

.PDFה-אוההסתברותצפיפותפונקצייתאו
פונקצית ההתפלגות:●

𝑁(µ
1
,  σ

1
2) = 1

2πσ
1
2

· 𝑒

−(𝑥−µ
1
)2

2σ
1
2

68,95,99.7ה-חוק
(גאוס).השכיחה ביותר נקראת התפלגות נורמליתהסימטריתההתפלגות

הפונקציה שלה מתארת עבור כל ערך של המשתנה שאנו מעוניינים לדגום מה אחוז הפעמים שנדגום אותו,
כלומר מה ההסתברות שהוא יתקבל. כל התפלגות נורמלית מתוארת על ידי שני משתנים – הממוצע והשונות.
כפי שאפשר לראות באיור, ההתפלגות הנורמלית היא סימטרית ונראית קצת כמו פעמון, עם שיא אחד שמייצג
את הממוצע (ששווה במקרה הזה לחציון). המשמעות היא שהכי סביר שערך אקראי יימצא בדיוק על הממוצע,

וככל שמתרחקים ממנו ההסתברות יורדת.

דור עזריה
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מכפלת גאוסיים

.שונותוגםממוצעיש)Prior(אפריורי/הרכבלמיקוםשלנוהניחוש µ
1

σ
1
2

.שונותוגםממוצעישהרכבלמיקוםהמדידההסתברות µ
2

σ
2
2

המקוריים.הממוצעיםשניביןנמצאשלוהממוצעאשרשלישיגאוסיאןיוצרתגאוסיאניםשנישלהכפלה µ
3

התוצאה של הכפלת גאוסיינים היא שהשונות והממוצע יותר קטנה אחרי הכפלה.
התהליך של הכפלה מעלה הדיוק ולכן מוריד חוסר וודאות.

את ההכפלה נציג לפי הנוסחה הבאה:

σ
3
2 = 1

1

σ
1
2 + 1

σ
2
2

µ
3

=
µ

1
·σ

2
2+µ

2
·σ

1
2

σ
1
2+σ

2
2

עם זאת, הדבר המפתיע אשר עולה מהמשוואות הוא שסטיית התקן או חוסר הוודאות של הגאוסיאן החדש,
קטנה מכל אחת מסטיות התקן המקוריות.

ביישום התופעה הזו על הסתברות מיקומה של מכונית, אפשר להסיק שאם כל אחד משני הסנסורים (גאוסיאן)
מתאר אמונה שונה שלנו במיקומה, אזי שילוב שתי האמונות האלה ייתן ניחוש שהוא ודאִי יותר מכל אחד

מהסנסורים בנפרד.
- אתאדום, ובצבעותכלתירוקבאיור שלפניכם אפשר לראות את שני הגאוסיאנים המקוריים בצבעים

הגאוסיאן הנוצר מהמכפלה שלהם.

לדוגמה עבור רכבים:
).Prior(אפריורי/הרכבלמיקוםשלנוהניחוש-בירוק●
בכחול - הסתברות המדידה למיקום הרכב.●
עולה השאלה בשקלול הגאוסיינים המבטאים את מיקום הרכב, היכן אנחנו באמת? ולכן סביר שהמיקום●

כלשהו ביניהם וזה באדום (אפוסטריורי).ממוצעשלנו הוא

יותר!מדויקתתוצאהשתבטיחאתלנותתןשניהםשלהכפלה-וודאותחוסרישב-אםגםכלומר σ
1
,  σ

2
σ

3

דור עזריה
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מקרי קצה ונקודות חשובות

1.σ
3
2 ≤ σ

1
2 ,  σ

2
2

.אזאם.2 σ
1

= σ
2

σ
3
2 = 1

2 · σ
1
2

שגםכדיעדעלמאודסומךשאניאומרזהאזודאותחוסר0ליישכלומר,אם.3 σ
1

→ 0µ
1

σ
3
2 = 0

.גםומכאן0גםהיאשלהוודאותחוסרכלומר σ
3

µ
3

→ µ
1

ולכןמוחלטבאופןממנולהתעלםלישעדיףכדיעדודאותחוסרליישכלומראם.4 σ
1

→ ∞∞µ
1

חדשה).מדידהעםלהתעסקנעדיף(כלומרוגםכלומרב-לבחורנעדיף σ
2

σ
3
2 → σ

2
2µ

3
→ µ

2

תרגיל
נתונות שתי התפלגויות גאוסיות:

.ושונותממוצעישולאחרתושונותממוצעישלאחת µ
1

= 10σ
1
2 = 8µ

2
= 13σ

2
2 = 2

מה הממוצע והשונות החדשים של ההכפלה בין שני הגאוסיאנים הללו?

:פתרון

σ
3
2 = 1

1

σ
1
2 + 1

σ
2
2

= 1
1
8 + 1

2

= 1. 6

µ
3

=
µ

1
·σ

2
2+µ

2
·σ

1
2

σ
1
2+σ

2
2 = 10·2+13·8

8+2 = 20+104
10 = 12. 4

דור עזריה
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תרגיל
ושונותמטרים7שלממוצעעםגאוסיPDFידיעלניתןהרובוטמיקוםממדי.חדבעולםנמצאאשררובוטנתון
GPSה-לחיישן.7ולא11במיקוםדווקאנמצאשהרובוטמדווחGPSחיישןמסוים,ברגעבריבוע.מטרים5של
מיקוםשלביותרהטובהניחושמהואלו,נתוניםבהינתןמטרים.4שלבשונותהמתאפייןמובנהדיוקחוסריש

הרובוט? ומהי השונות החדשה?
:פתרון

σ
3
2 = 1

1

σ
1
2 + 1

σ
2
2

= 1
1
5 + 1

4

= 2. 2

µ
3

=
µ

1
·σ

2
2+µ

2
·σ

1
2

σ
1
2+σ

2
2 = 7·4+11·5

4+5 = 9. 2

תרגיל
לפנימאשרהרובוטשלהנוכחיהמיקוםדיוקעלהכמהפי-)7,5(הרובוטשלהראשוןהאפריוריהמיקוםבסיסעל

התזוזה? ניתן להניח לצורך שאלה זו שהדיוק הינו פונקציה ישרה של סטיית התקן.
:פתרון

σ
1
2

σ
3
2 = 5

2.2 = 2. 27

תרגיל
יקרה?מהדבראותושהןגאוסיותהתפלגויות2מכפליםכשאנחנו

: הממוצע בריבוע יהיה שווה לחצי מהשונות.פתרון

)Likelihood(סבירותלעומתהסתברות
Pr.הביטוי:לפינסביר 𝑑𝑎𝑡𝑎 | 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛( ) ≠  𝐿 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 | 𝑑𝑎𝑡𝑎( )

ההתפלגותאתלייצרמנתעלידועה.שההתפלגותבהינתןdataהעלשאלההיא-הסתברות● Pr
dataלביחסשלוההסתברותעלשואליםאנחנוחדשdataמגיעוכאשרdataהמוןמנתחיםאנחנו

הישן. וכאן נחשב באמת בעזרת אינטגרל. אנחנו יוצאים מנקודה הנחה שיש לנו התפלגות ואז שואלים
?dataלההסתברותמההזאתההתפלגותבהינתן

שההתפלגות)likelihood(הסבירותמהשואליםואנחנוdataלנוישכאן.dataכברלנויש-סבירות● 𝐿
𝑓(𝑥).הערךאתונחפשנכונה = 𝑦

דור עזריה
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תרגיל
שאדם)Probability(הסיכוימה,15שלתקןוסטיית100ממוצעעםבאוכלוסייהנורמליתמתפלגIQש-בהינתן
?125מ-הגבוהIQבעליהיהיידגם,אשראקראי
:פתרון

Pr(𝑋 > 125) =
125

∞

∫ 1

2π·152
· 𝑒

−(𝑥−100)2

2·152

= 0. 477

תרגיל
IQבעלאדםשמצאנונניח נורמליתהתפלגותאותהמתוךהגיעשהוא)Likelihood(הסבירותמהי.125

)?15תקןסטיית,100(ממוצעשתיארנו
:פתרון

𝐿(125) = 𝑓(125) = 1

2π·152
· 𝑒

−(125−100)2

2·152

= 0. 00663

תרגיל
)?20שלתקןסטיית,115(ממוצעשונה?מהתפלגותהגיעשהואהסבירותמה

:פתרון

𝐿(125) = 𝑓(125) = 1

2π·202
· 𝑒

−(125−115)2

2·202

= 0. 0176

תזוזה אי ודאית (קונבולוציה)
אנו ראינו כבר שתנועה מוסיפה חוסר וודאות למערכת - אך מה קורה בתנועה במסנן קלמן?

הדיוק של המערכת הולך ויורד.הוא שככל שהזמן עובר,ניווט עיווראחד המאפיינים של●
.קונבולוציההתהליך המתמטי אשר מתאר את התופעה הזו נקראת

שלנו.הרובוטשלהמיקוםאתהמצייניםכלשהםעםגאוסלנווישנניח µ
1
,  σ

1
2

כעת נרצה להבין את ההתפלגות של מיקום הרובוט לאחר תנועה.

µ.עםגאוסיתמתפלגתהיאולכןכלשהיאי-ודאותמכילהבעצמהשהתנועהלהביןצריך
2
,  σ

2
2

המיקום החדש של הרובוט שלנו הוא:

 µ
3

= µ
1

+ µ
2
 

 σ
3
2 = σ

1
2 + σ

2
2 

דור עזריה
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וזה מתקיים בגלל לינאריות התוחלת ולינאריות השונות:
𝑣𝑎𝑟(𝑥 + 𝑦) = 𝑣𝑎𝑟(𝑥) + 𝑣𝑎𝑟(𝑦)

תרגיל
מטרים8זזהרובוטמטרים.2שלתקןסטייתעםמטריםX=5סביבנורמליתבהתפלגותמתאפייןרובוטמיקום
מטרים.1.7שלתקןכסטייתלמידולהניתןגאוסירעשישלתזוזהימינה.

מה המיקום החדש של הרובוט? ומה סטיית התקן החדשה שלו?
:פתרון

µ
3

= µ
1

+ µ
2

= 5 + 8 = 13

σ
3
2 = σ

1
2 + σ

2
2 = 1. 72 + 22 = 2. 62

תרגיל
מהמקרים?אחוז95ב-החדשהמיקוםשלהטווחיהיהמה,68-95-99ה-חוקלפי

:פתרון

µ
3

− 2σ
3
2 = 13 − 2 · 2. 62 = 7. 76

µ
3

+ 2σ
3
2 = 13 + 2 · 2. 62 = 18. 24

המודל הדינמי של מסנן קלמן
אני רוצה לדעת גם מה המהירות של הרכב וגם איפה הוא נמצא, העובדה שאני יודע משהו על נתון אחד

משפיעה על הנתון השני, זה מודל דינמי של מערכת.
אוהפיזיקהאתלהביןצריךאניזהאתלהביןוכדיזזה,היא,t-1בזמןהייתהשהיאמאיפהשונהtבזמןהמערכת

המכניקה או את מה שזה לא יהיה.
ככל שהמודל הדינמי של המערכת שלי מדויק יותר, ככה מסנן קלמן יעבוד טוב יותר.

דור עזריה
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במודל סטטי, אי שינוי נרשום כך:●

𝑥
𝑡

= 𝑥
𝑡−1

במודל דינמי, נשתמש במשוואות התנועה:●

𝑠 = 𝑣 · 𝑡 
הזמן.זהו-המהירותזהכאשר 𝑣𝑡

נשכלל:

𝑥
𝑡

= 𝑥
𝑡−1

+ ∆𝑡 · 𝑥
𝑡−1

תרגיל
נניח שאנחנו רוצים להעריך גובה של בניין בעזרת מד גובה לא מדויק. מה שאנחנו יודעים בוודאות הוא שגובה

הבניין אינו משתנה עם הזמן (לפחות לא במשך המדידה...).
בדוגמה שלנו:

מטרים.50הואהבנייןשלהמדויקהגובה●
תקן).(סטייתמטרים5היאהגובהמדשלהמדידהשגיאת●

האלה:הערכיםאתנתןעוקבותמדידות10שלרצף

הוודאות.חוסרושל)STATE(המצבשלראשונימניחושתמידמתחיליםאנחנובפרק,שראינוכפי

𝑥.מטרים.60הואהבנייןשגובההיאבעיןההערכהשלנו,במקרה
0,0

= 60𝑚

σ2.בריבוע.מטר225היאהשונותלכן,מטרים.15היאאדםבניבהערכתהתקןשסטייתנניח = 225

𝑝.קלמן:משוואותבכתיב
0,0

= 225𝑚2

מטרים)?48.54(הראשונההמדידהלאחרהחדשהגובהושערוךקלמןקבועיהיהמה
:פתרון

𝑘𝑔 = 15
15+5 = 15

20 = 3
4

𝐸𝑠𝑡 = 60 + 3
4 (48. 54 − 60) = 51. 405

𝐸
𝑒𝑠𝑡

𝑡

= (1 − 3
4 ) · (15) = 3. 75

דור עזריה
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תרגיל
מה יהיה חוסר הוודאות החדש?

:פתרון

𝑘𝑔 = 3.75
3.75+5 = 3

7 = 0. 428

𝐸𝑠𝑡 = 51. 405 + 3
7 (47. 11 − 51. 405) = 49. 564

𝐸
𝑒𝑠𝑡

𝑡

= (1 − 3
7 ) · (3. 75) = 2. 142

תרגיל
השלישית.המדידהלגביהקודמיםהתרגילים2עלחזרו

:פתרון

𝑘𝑔 = 2.142
2.142+5 = 3

10 = 0. 3

𝐸𝑠𝑡 = 49. 564 + 3
10 (55. 01 − 49. 564) = 51. 1978

𝐸
𝑒𝑠𝑡

𝑡

= (1 − 3
10 ) · (2. 142) = 1. 499

מסנן אלפא
ביחידה הקודמת עסקנו בדוגמת שערוך הטמפרטורה. כלומר בהינתן סט מדידות מחיישן לא מדויק, האם אנחנו

יכולים להעריך בדיוק גבוה את הטמפרטורה האמיתית, וזאת אף על פי שאין לנו דרך לדעת ישירות מהי אלא
דרך החיישן? גרף טיפוסי של מדידות יכול להיראות כך:

דרך אחת היא להשתמש בממוצע.
כאשר אין הטיה מסוימת במדידה אלא רק רעש (ממוצע הרעש הוא אפס), אפשר לחשב את הטמפרטורה כך:

דור עזריה
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אף על פי שהטכניקה הזאת עובדת, היא בעייתית מכיוון שהיא מחייבת אותנו "להחזיק בזיכרון" את כל
המדידות שנעשו.

במקום זאת ניתן לבצע את הטריק המתמטי שלהלן ולהגיע לתוצאה הזאת:

.N-1בזמןובשערוךNה-במדידתרקתלויNבזמןשהשערוךהיאהמשמעות

בדוגמה שלנו - אלפא הוא המקדם הזה.

סיכום
בפרק האחרון ראינו את אחד המסננים החשובים ביותר בתורת הבקרה – מסנן קלמן.

אמנם ראינו אותו רק בממד אחד (בפרק הבא נראה אותו בממדים נוספים), ובכל זאת למדנו דברים חשובים.
Kalman(קלמןקבועשהואשלמדנוהראשוןהדבר● Gain(שניביןמשוקללממוצעשלסוגלנומהווה

דברים: חיזוי ממצב קודם ומדידה נוכחית מהחיישנים.
Kalmanכךיותר,ומדויקתיותרטובההנוכחיתשהמדידהככל○ Gain1ל-יותרקרוביהיה.
Kalmanכךיותר,מדויק)State(הנוכחיוהמצבשהחיזויככל○ Gain0ל-יותרקרוביהיה.
Kalmanש-הואהמרכזיהרעיון Gainאםגםחדשה,מדידהתהיהכאשרואז,קטן,שיותרכמהיהיה

הקיימת.המערכתשלStateה-בתוךאותהלהכילנוכלרועשת,תהיההיא
בזיכרון את כל המדידות שעשינו עד כה.מסנן קלמן אינו מחייב אותנו לשמורדבר נוסף וחשוב מאוד:●

את כללגזורלמעשה, הוא מאפשר לבחון את המדידה האחרונה ואת השערוך האחרון, ועל פי זה
המידע.

מסנן קלמן מסתמך על מערכת.ההכפלהנושא נוסף שלמדנו עליו בפרק הקשור למסנן קלמן הוא●
גאוסית. כלומר כל המדידות צריכות להיות גאוסיות. בהינתן ניחוש המתאפיין בהתפלגות גאוסית,

כשנכפיל אותו עם מדידה חדשה שגם לה יש שגיאה גאוסית, נקבל מדידה מדויקת יותר.

דור עזריה
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מסנן קלמן בשני מימדים

גאוס בשני מימדים
התפלגות רב-נורמלית או התפלגות גאוסיאנית רב-ממדית, היא הכללה של התפלגות נורמלית למשתנים

מקריים רב-ממדיים.  היא מוגדרת בתור וקטור משתנים מקריים, שכל צירוף ליניארי שלו מתפלג נורמלית.

.מהולשערךיכול,אניל-שביןהקשראתיודעואני,אתהענייןלצורךאחד,משתנהרקמודדאניאם 𝑋𝑋𝑋‾𝑋‾

הקורלציה.זה הדבר המשמעותי של
הדבר הזה בא לידי ביטוי בזה שלפעמים החיישנים שלי לא מצליחים לבדוק את כל מרחב המצב.

אבל מכיוון שיש קשר בין המשתנים במרחב המצב, הקשר הזה יכול לעזור לי כדי לשערך משתנה שאני לא יכול
לבדוק.

זו המשמעות הגדולה של התפלגות גאוסית רב-ממדית כאשר יש קורלציה בין המשתנים.
𝐹.במטריצתאוהמערכתשלהדינמיבמודלביטוילידיתבואהזאתהקורלציה

קורלציה בין משתנים
חישוב השונות:●

σ
𝑥
2 = 𝑖=1

𝑁

∑ 𝑥‾−𝑥
𝑖( )2

𝑁

‾𝑥.הואהממוצעכאשר

סטיין התקן:●

σ
𝑥

= σ
𝑥
2

כלומר סטיית התקן היא השורש של השונות.

שונות משותפת:●

σ
𝑥
σ

𝑦
= 𝑖=1

𝑁

∑ 𝑥‾−𝑥
𝑖( ) 𝑦‾−𝑦

𝑖( )
𝑁

דור עזריה
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משוואות התנועה
משוואות התנועה הן בעצם הדרך המתמטית לתאר אובייקט שזז שזה יכול להיות כל אובייקט וזה גם יכול להיות

רכב.

מהירות קבועה:●
𝑉(𝑡) = 𝑉

0

𝑋(𝑡) = 𝑉
0

· 𝑡 + 𝑋
0

תאוצה קבועה:●
𝑎(𝑡) = 𝑎

0

𝑉(𝑡) = 𝑎
0

· 𝑡 + 𝑉
0

𝑋(𝑡) = 𝑉
0

· 𝑡 +
𝑎

0
·𝑡2

2 + 𝑋
0

התאוצהעלהאינטגרלאזהמהירות,שלהשינויהיאשהתאוצהמכיווןהקבועה.התאוצהכאשר 𝑎(𝑡)
בתאוצה.שהתחלנולפניההתחלתיתהמהירותזאתה-המהירות.אתלתתאמור 𝑉

0

המשוואות שראינו עכשיו, מתארות תנועה במימד אחד אבל ניתן להכליל אותן למימדים נוספים.
רוציםאנחנושאותוהנוכחילמצבהאחרוןמהמצבשקרהבשינויכלומר,ב-לטפלינסוהאלוהמשוואותכל ∆𝑡

לשערך.

:דוגמאות
בשנייה.מטר5שלקבועהבמהירותנוסערכב.1

שניות?11לאחרשלוהמיקוםיהיה,מהבשלוהנסיעהאתהתחילשהרכבנניח 𝑋 = 14
:פתרון
נציב:

𝑋(11) = 5 · 11 + 14 = 69

בריבוע.בשנייהמטר4.5שלבתאוצהומאיץבנקודהעומדרכב.2 𝑋 = 0
𝑋?לנקודההרכביגיעזמןכמהלאחר = 100
:פתרון
נציב:

100 = 1
2 · 4. 5 · 𝑡2

𝑡 = 6. 66

דור עזריה
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Predictionה-שלב
בסיסעלבעתידיהיהמהלשערךומנסהשלנוהנוכחיהמצבאתשלוקחהשלבבעצםזהPredictionה-שלב

משוואות התנועה והמודל הדינמי של המערכת.

חלק ראשון

, σ2.ל-נזדקקאחדבמימדלגאוס µ
כאשר:לגאוס בכמה מימדים נזדקק ל- Σ,  µ

כאשר:נסמןלמשלולשערךלבדוקרוציםאנחנושאותםהערכים-המצבוקטורכ-להגדירנוכל µµ = 𝑥
→

𝑘

𝑥
→

𝑘
= 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦( )
:Covarianceה-מטריצתהיאכלומראתנגדיר Σ = 𝑃𝑃

 𝑃 =
σ

𝑝𝑜𝑠
2              σ

𝑝𝑜𝑠
σ

𝑣𝑒𝑙

 σ
𝑣𝑒𝑙

σ
𝑝𝑜𝑠

           σ
𝑣𝑒𝑙
2    ( )  

כעת נרצה להשתמש בכלים אלו (הגאוסיין המטריציוני + משוואות התנועה על מנת לתאר תנועה במהירות
קבועה), כלומר תרגמנו את התזוזה למשוואת התנועה וכעת נכיל את הכתיב המטריציוני:

שלנו.המצבמרחבעלמשפיעהשהמהירותכיווןקייםבמטריצה 𝐹∆𝑡

דור עזריה
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נסתכל על השלב הזה בצורה גרפית:
בגרף כל נקודה מתארת מהירות ומיקום.
כל נקודה בורוד מייצגת את השערוך שלי

כל"להעביר"נרצהוכעתהלמיקום/מהירות 𝑘 − 1
.kה-לצעדנקודה

ולמעשה מסנן קלמן יכול לקחת מודלים לינארים
ולתרגם למשוואות לינאריות, כלומר מטריצות ולבצע

𝐹לינאריתהתמרהידיעלהבאלצעדהמעבראת
𝑘

(העתקה לינארית) כך:

נעזר בכללים הבאים:
𝑐𝑜𝑣(𝑥) = Σ

𝑐𝑜𝑣(𝐴 · 𝑥) = 𝐴 · Σ · 𝐴𝑇

מתקיים:אזוודאות)(האיCovarianceה-מטריצתהיאש-וכיוון 𝑃

𝑋
𝑘

= 𝐹 · 𝑋
𝑘−1

𝑃
𝑘

= 𝐹 · 𝑃
𝑘−1

· 𝐹𝑇

.הבאהמצבאלהנוכחימהמצבאותנומעבירההראשונההמשוואה● 𝑘 − 1𝑘
עםלינאריתטרנספורמציהבעזרתהבאהמצבוקטוראלהנוכחיהמצבמווקטורכלומר 𝑋

𝑘−1
𝑋

𝑘

.מטריצת 𝐹
המשוואה השניה מתארת לנו את חוסר הוודאות החדש, אנחנו נרצה לא רק לדעת איפה אנחנו נמצאים●

אלא גם מה חוסר הוודאות החדש שלנו.

דור עזריה
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חלק שני
נרצה להתמודד עם שני אלמנטים חשובים:

שינויים ידועים..1
רעש סטוכסטי (אקראי)..2

:שינויים ידועים
וקטור המצב מתאר לנו את כל הפרמטרים שאנחנו רוצים לדעת עליהם משהו.

אבל לפעמים יש שינויים בתוך המערכת שלא קשורים לווקטור המצב למשל תאוצה/תאוטה/סיבוב ההגה.

שלנו:הדיוקאתלשפרובכךהבקרהלוקטורלהיכנסיכולעליויודעיםשאנחנושינויכל 𝑢
→

𝑘

:דוגמה
הם:התנועהמשוואות.תאוצהלנושישיודעיםשאנחנונניח 𝑎

0

𝑃
𝑘

= 𝑃
𝑘−1

+ ∆𝑡 · 𝑉
𝑘−1

+ 1
2 · 𝑎

0
· ∆𝑡2

𝑉
𝑘

= 𝑉
𝑘−1

+ ∆𝑡 · 𝑎
0

משוואות התנועה אלה בעצם הגורמים שאנו מוסיפים כאשר יש לנו במקום מהירות קבועה - תאוצה קבועה.
היתרון במשוואות אלה הם שאפשר לכתוב אותם בצורה לינארית.

את המשוואת האלה אפשר לכתוב בכתיב מטריציוני כזה:

𝑃
𝑉( )

𝑘
= 1     ∆𝑡

0      1( ) · 𝑃
𝑉( )

𝑘−1
 +  

1
2 ∆𝑡2

∆𝑡( ) · 𝑎
0

הבקרה.מטריצתונקראתנסמןלמעלהשהצגנוהמטריצהקלמןשלבכתיב  
1
2 ∆𝑡2

∆𝑡( )𝐵

יותרשהיאPredictionלמשוואתמגיעיםאנחנוהזהומהדבר.הבקרהוקטורלוונקראנסמןהוקטור 𝑎
0

𝑢
→

מדויקת ונכונה ומכילה יותר אלמנטים וכך נוכל לעשות שיערוך (אסטמציה) יותר טוב לוקטור המצב בזמן הבא
והמשוואה תראה כך:

 𝑋
𝑘

= 𝐹 · 𝑋
𝑘−1

+ 𝐵 · 𝑢 
→

שאנחנובשינוייםמתחשביםאנחנוובנוסף,ל-מ-לינאריתטרנספורמציהמתארתהמשוואהכלומר, 𝑋
𝑘−1

𝑋
𝑘
 

מכירים כמו תאוצה או תאוטה ופרמטרים אחרים.
.0נקודהסביבמתפלגשהרעשמניחיםאנחנוקלמןמסנןשבכלמכיווןהיארעשהזאתבמשוואהשאיןהסיבה

וכאשר אנחנו נחשב את הממוצע, שזה בעצם ווקטור המצב שלנו, אין לנו רעש בכלל (הוא פשוט אפס).
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:רעש סטוכסטי (אקראי)
נדבר על שינויים שאנחנו לא יודעים מה הם, אבל הם משפיעים לנו על המיקום של הרכב.●
להלתתשצריךוודאותחוסרישהבא,המצבאלהנוכחימהמצבאותנומעבירהשמטריצתפעםבכל● 𝐹

ביטוי מתמטי.
בדוגמה ריאליסטית, כאשר השטח שלנו הוא חולי והרכב יכול להחליק, אנחנו נצטרך להכניס את●

אותנומעבירהמטריצהכאשר(מקרההאמורפיהאזוראתולתארהמתמטיקהלתוךהזאתהמציאות 𝐹
לאזור עם חוסר וודאות) שהנקודה מגיעה אליו. הדרך המתמטית לתאר את זה היא דרך מטריצה

𝑄.להשנקרא
שהיההוודאותלחוסרנוסףשהואוודאותחוסרלנושישלנושאומרתמטריצהבעצםהיאמטריצת● 𝑄

הקודמת.במטריצתביטוילידישבאכפיהמערכתבתוךכבר 𝑃
בתזוזה.וודאותחוסרמוסיפהמטריצה● 𝑄

על פי משוואות התנועה יצרנו את המודל:

מה נעשה כאשר אין לנו תאוצה ונצטרך לשערך את התאוצה?
.ב-Covarianceה-מטריצתאתנסמןאקראי",/סטוכסטי"רעשכעלעלנסתכל υ ∼ 𝑁(0, 𝑄)𝑄

כיוון שמדובר ברעש נוכל להסתכל עליו בהתפלגות נורמלית עם ממוצע של אפס.
בתאוצה.הכיווניםהםכאשרהתאוצותואתהשונותאתמכילהוקטורכלומרהסטוכסטי,הרעש υ𝑎

𝑥
,  𝑎

𝑦
𝑥, 𝑦

את וקטור התאוצה (הצד השמאלי בשוויון) ניתן לכתוב כמכפלה של שתי מטריצות אחת בשנייה.
הם.מהיודעיםשאנחנואיבריםהםבהשנמצאיםהאיבריםשכלכלומרהדטרמיניסטית,המטריצה 𝐺
חיצוניאובייקטשלתאוצהשזהמכיווןאתמכיריםלאאנחנוהאקראית,המטריצההיאהמטריצה 𝑎 𝑎

𝑥
,  𝑎

𝑦

כלשהי שאין לנו מידע לגביו.

דור עזריה
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כך:המטריצהאתלחשבצריךכעת 𝑄

𝑄 = 𝐸 (υ − 𝐸(υ))[ ] · υ − 𝐸(υ)( )𝑇

מתאפסים:שלהתוחלותאז,0שלממוצעעםמתפלגש-מכיוון υυ

𝑄 = υ · υ𝑇[ ] = 𝐸 𝐺𝑎 · (𝐺𝑎)𝑇[ ]
לנו:ונשארידוע)קבועערךכלומרידועה,היא(כימהתוחלתיוצאתהיאאזדטרמיניסטיתש-מאחרכעת, 𝐺

= 𝐺 · 𝐸 𝑎𝑎𝑇[ ] · 𝐺𝑇

כלומר:,שלה-מטריצתבעצםהיאהנתונההתוחלת 𝐸 𝑎𝑎𝑇[ ]𝐶𝑜𝑣𝑎

= 𝐺 ·
σ

𝑎𝑥
2       σ

𝑎𝑥𝑦

σ
𝑎𝑦𝑥

      σ
𝑎𝑦
2( ) · 𝐺𝑇

בצירשזזהחיצוניהאובייקטלביןכלומרבצירשזזהחיצוניהאובייקטשלהתאוצהביןקשרשאיןלבנשים 𝑥σ
𝑎𝑥
2

לכן:ככה.גםבמשותףביניהםאיןכיולכן,כלומר 𝑦σ
𝑎𝑦
2σ

𝑎𝑥𝑦
= 0,  σ

𝑎𝑦𝑥
= 0

= 𝐺 ·
σ

𝑎𝑥
2     0

0     σ
𝑎𝑦
2( ) · 𝐺𝑇

הרעש.אתנחשבכאשרלווקטורנוסיףאנחנוהזאתהמטריצהואתנקבל:כלומר 𝑄 = 𝐺 · 𝑄
υ

· 𝐺𝑇𝑃

קלמן.במסנןPredictionה-אוהשערוךשלבכלאתלנושסוגרותמשוואותלשתינגיעהמידעכלאתכשנאסוף

𝑋
𝑘

= 𝐹 · 𝑋
𝑘−1

+ 𝐵 · 𝑢
→

𝑃
𝑘

= 𝐹
𝑘

· 𝑃
𝑘−1

· 𝐹
𝑘
𝑇 + 𝑄

𝑘

הקודםמהמצבכתוצאהשנוצרהשערוךזהעבורשלנוביותרהטובהשערוךראשונה:משוואה● 𝑋
𝑘

למשל).תאוצה(כמולמערכתשחיצוניותידועותהשפעותשלהתיקוןכולל 𝑋
𝑘−1

𝐵 · 𝑢
→

וודאותחוסרעםיחדשלנובמערכתהוודאותחוסראתמתארה-שניה:משוואה● 𝑃
𝑘

𝐹
𝑘

· 𝑃
𝑘−1

· 𝐹
𝑘
𝑇

𝑄.ה-אותושזההחיצוניתמהסביבה
𝑘
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Measurementה-שלב

:חלק ראשון
𝑋.ל-צריכיםשאנוהמידעאתמכילהחיישןתמידלא-בעיה

𝑘

ביןטרנספורמציהליצורנרצהואנחנוהימני,מתארהשמאליהגרף 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 − 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 − 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒
𝐻.מטריצהידיעלזאתנעשהמקבל,שאניהמידעלביןהקייםהמצב

:דוגמה
נניח ויש לנו וקטור עם מיקום ומהירות וחיישן של מיקום אז:●

𝐻 · 𝑋 = (1    0) ·
 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦( ) = (𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛)

נשים לב שאם יש לנו חיישן שבודק גם מיקום וגם מהירות אז:●

𝐻 = 𝐼 = 1     0
0     1( )

אז:אם● 𝐻 = (1     1)

(1     1) ·
 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦( ) = (𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 + 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦)

כלומר, החיישן יודע לחשב מיקום + מהירות.
לסיכום:●

µ
𝐸𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 

=  𝐻
𝑘

· 𝑋
𝑘

Σ
𝐸𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑

= 𝐻
𝑘

· 𝑃 · 𝐻
𝑘
𝑇

החיישן.למרחבאותוומעבירותPredictionה-שלבאתלוקחותבעצםהאלההמשוואותשתי
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:חלק שני

State(המצבממרחבהמעבר Space(החיישןלמרחב)Sensor Space(ידיעלמתבצעת𝐻 · 𝑋
𝑅.ב-אותהשנסמןמטריצהלנונותנתוהיא

מרחבביןמהמעברשנוצרהרעשמטריצתהיאהמטריצה 𝑅
המצב לבין מרחב החיישן.

נרצה לדעת לסנכרן בין המדידה להערכה (וקטור המצב).
בציור נניח שהכחול היא ההערכה והירוק היא המדידה.
את הסנכרון הזה נעשה על ידי מסנן קלמן, רק שעכשיו

נצטרך לעלות במימדים.
:שערוך אחרי מדידהנעשה סידור במשוואות שהכרנו כבר ונקבל את השלב הבא שנקרא

𝑋
𝑘
' = 𝑋

𝑘
+ 𝐾' · 𝑍

𝑘

→
− 𝐻

𝑘
· 𝑋

𝑘( )
𝑃

𝑘
' = 𝑃

𝑘
− 𝐾' · 𝐻

𝑘
· 𝑃

𝑘

𝐾' = 𝑃
𝑘

· 𝐻
𝑘
𝑇 · 𝐻

𝑘
· 𝑃

𝑘
· 𝐻

𝑘
𝑇 + 𝑅

𝑘( )−1

:ממבט על
המודלאתמכיראניעכשיו,נמצאאניאיפהיודעאניכלומר-Predictionלנוהיההראשוןבשלב.1

הדינמי והעברתי אותו קדימה.
.Measurementמדידהלנוהיההשניבשלב.2
בשלב השלישי היה לקחת את המדידה ואת הפרדיקציה, ונחבר אותם ביחד לפי הכפלת גאוסיאנים.3

ולקבל את השערוך החדש.
ברגע שיש לנו את חוסר הוודאות של הפרדיקציה והמדידה אז אנחנו יכולים להסיק מזה בדיוק טוב את●

השאלה - היכן הרכב שלנו באמת נמצא (לפי הכפלת גאוסיאנים).
.רקורסיבימסנן קלמן הוא מסנן●
משערכים.שאנחנומה-החדשהשערוךזההראשונהבמשוואה● 𝑋

𝑘
'

דור עזריה
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סיכום
בפרק הזה ראינו איך עובד מסנן קלמן בכמה ממדים והבנו את הכתיבה המטריציונית.●
כמו שהסברנו, כל המשוואות המסובכות הן בעצם הכללה לממדים נוספים של המשוואות הפשוטות●

שראינו בפרק הקודם.
בעתידיהיהמהלשערךומנסהשלנוהנוכחיהמצבאתשלוקחהשלבבעצםזהPredictionה-שלב●

על בסיס משוואות התנועה והמודל הדינמי של המערכת.

𝑋
𝑘

= 𝐹 · 𝑋
𝑘−1

𝑃
𝑘

= 𝐹 · 𝑃
𝑘−1

· 𝐹𝑇

:שינויים ידועים
.הבקרהמטריצתנסמן 𝐵

הבקרה.וקטורלוונקראנסמן 𝑢
→

טובה:Predictionלמשוואתמגיעיםאנחנוהזהומהדבר

 𝑋
𝑘

= 𝐹 · 𝑋
𝑘−1

+ 𝐵 · 𝑢 
→

:רעש סטוכסטי (אקראי)

𝑋
𝑘

= 𝐹 · 𝑋
𝑘−1

+ 𝐵 · 𝑢
→

𝑃
𝑘

= 𝐹
𝑘

· 𝑃
𝑘−1

· 𝐹
𝑘
𝑇 + 𝑄

𝑘

Measurementה-שלב●
החיישן.למרחבאותוומעבירותPredictionה-שלבאתלוקחותבעצםהאלההמשוואותשתי

µ
𝐸𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 

=  𝐻
𝑘

· 𝑋
𝑘

Σ
𝐸𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑

= 𝐻
𝑘

· 𝑃 · 𝐻
𝑘
𝑇

:שערוך אחרי מדידה●

𝑋
𝑘
' = 𝑋

𝑘
+ 𝐾' · 𝑍

𝑘

→
− 𝐻

𝑘
· 𝑋

𝑘( )
𝑃

𝑘
' = 𝑃

𝑘
− 𝐾' · 𝐻

𝑘
· 𝑃

𝑘

𝐾' = 𝑃
𝑘

· 𝐻
𝑘
𝑇 · 𝐻

𝑘
· 𝑃

𝑘
· 𝐻

𝑘
𝑇 + 𝑅

𝑘( )−1

בפרק הבא נתמודד עם אחת הבעיות הקשות של מסנן קלמן – הדרישה ללינאריות.●
נלמד איך ניתן להשתמש במסנן קלמן גם כאשר פונקציית המעבר (או החיישנים) אינה לינארית.●
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מיקוםושיערוךניווטאלגוריתמי||37

אלגוריתם קלמן
- נציב נתונים.אתחול.1

𝑋
0

𝑃
0( )

-Predictionה-משוואותחישוב.2

𝑋
𝑘
=𝐴·𝑋

𝑘−1
+𝐵·𝑢

→

𝑘
+𝑤

𝑟

𝑃
𝑘

𝑝

=𝐴·𝑃
𝑘−1

·𝐴𝑇+𝑄
𝑘

⎛

⎝

⎞

⎠
a.ה-מצבחישובPredictionמשוואהשל𝑋

𝑘

b.אחתפעםרקזאתנעשה-ה-מטריצתאתחול).( 𝐶𝑜𝑣𝑃
𝑘−1

c.חיצונירעש+עדכון-משוואהחישוב. 𝑃
𝑘

𝑝

(𝑄
𝑘
)

-Predictionה-מצבהתאמת.3

𝐾=  
𝑃

𝐾
 ·𝐻 𝑇

𝐻·𝑃
𝑘𝑝

·𝐻𝑇+𝑅

𝑌
𝑘

= 𝑋
𝑘

𝑝

+𝐾· 𝑍
𝑘
−𝐻·𝑋

𝑘
𝑝

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

⎛

⎝

⎞

⎠
a.רעשתוספתעםהחיישןלמרחבהמצבממרחבמעברכולל-קלמןהגברחישוב. 𝐻𝑅
b.המשוואה:לפיהמצבלמרחבהחיישןממרחבמעברחדשה:מדידהקבלת 𝑧 + 𝐶

𝑌
𝑘

= 𝐶 · 𝑌
𝑘

𝑚

+ 𝑧
𝑚( )

c.התאמת-נוכחימצבחישוב.𝑋
𝑘

-Covה-מטריצתעדכון.4

𝑃
𝑘
 = 𝐼−𝐾·𝐻( )·𝑃

𝑘
𝑋

𝑘( )
הזה.בסיבובשהתקבלוהחדשיםהנתוניםלפי)1(משלבהוקטוראתמעדכנים-הבאלסיבובהכנה.5
.)2(לשלבחוזרים.6

דור עזריה
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תרגיל סיכום אלגוריתם קלמן
עלוענושלפניכםהנתוניםעלהסתכלו.1שווהTשדלתאלהניחניתן.Xבצירומהירותמיקוםהואהמצבוקטור

השאלות מטה:
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פתרון לפי שלבי האלגוריתם
-אתחול.1

𝑋
0

𝑃
0( ) =

𝑋
0

𝑉
0,𝑋( ) = 4000

280( )

-Predictionה-משוואותחישוב.2
a.ה-מצבחישובPredictionמשוואהשל:𝑋

𝑘

𝑋
1

= 𝐴· 𝑋
0

+ 𝐵· 𝑢
→

1
+ 𝑤

𝑟
= 1    ∆𝑡

0     1( ) 𝑋
0

𝑉
0,𝑋( ) +

1
2 ·∆𝑡2

∆𝑡( ) · (𝑎
𝑋

0

) + 0 =

= 1    1
0     1( ) 4000

280( ) +
1
2 ·1
1( ) · (2) = 4000+280

280( ) + 1
2( ) = 4281

282( ) = 𝑋
1

𝑝

b.המטריצהאתחולCovנשמיטולכןלמהירותהמיקוםביןהשפעהאיןבדוגמה-פעמי)(חד
בסוף החישוב כדי להקל להמשך הפתרון:

𝑃
0

=
∆𝑥2        ∆𝑥∆𝑉

𝑥

∆𝑉∆𝑥       ∆𝑉
𝑥
2( ) = 202     0

0     52( ) = 400    0
0      25( )

c.לכןרעששאיןנניח,חיצונירעש+עדכון-משוואהחישוב: 𝑃
𝑘

𝑝

(𝑄
𝑘
)𝑄 = 0

𝑃
1

𝑝

= 𝐴 · 𝑃
0
· 𝐴𝑇 + 𝑄

1
= 1    ∆𝑡

0     1( ) · 400    0
0      25( ) · 1       0

∆𝑡     1( ) + 0 =

= 1    1
0     1( ) · 400    0

0      25( ) · 1       0
1     1( ) = 425     25

25       25( ) ⇒ 425    0
0      25( )

-Predictionה-מצבהתאמת.3
a.רעשתוספתעםהחיישןלמרחבהמצבממרחבמעברכולל-קלמןהגברחישוב: 𝐻𝑅

מימד.לשנותצורךאיןולכןוהמיקוםהמהירותאתלקבליודעהחיישן,עבור 𝐻
הנתון:לפינתאיםהמדידההרעשמטריצתעבור 𝑅

𝑅 = 252    0
0      62( ) = 625    0

0      36( )
𝐾:אתנחשב

𝐾 =   
𝑃

1
 ·𝐻 𝑇

𝐻·𝑃
1

𝑝

·𝐻𝑇+𝑅
=

425    0
0      25( ) 1      0

0      1( )
1      0
0      1( ) 425    0

0      25( ) 1      0
0      1( )+ 625    0

0      36( ) =
425    0
0      25( )

425    0
0      25( )+ 625    0

0      36( ) =

=
425    0
0      25( )

425    0
0      25( )+ 625    0

0      36( ) =
425    0
0      25( )

1050      0
0           61( ) = 425    0

0      25( ) · 1050      0
0           61( )−1 =

דור עזריה
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= 425    0
0      25( ) · 1

1050·61−0 · 61    0
0    1050( )( ) = 0.405        0

0        0.410( )
b.המשוואה:לפיהמצבלמרחבהחיישןממרחבמעברחדשה:מדידהקבלת 𝑧 + 𝐶

תחילה נוודא שבמדידה החדשה יש התאמה למימד הנוכחי שלנו.
𝑋.הנתון:לפי

1
= 4260,    𝑉

𝑋
1

= 282

לכן נחשב:

𝑌
1

= 𝐶 · 𝑌
1

𝑚

+ 𝑧
𝑚

= 1    0
0    1( ) · 4260

282( ) = 4260
282( )

c.התאמת-נוכחימצבחישוב.𝑋
𝑘

𝑋
1

=  𝑋
1

𝑝

+ 𝐾 · 𝑌
1

− 𝐻 · 𝑋
1

𝑝

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

=

= 4281
282( ) + 0.405        0

0        0.410( ) · 4260
282( ) − 1    0

0    1( ) · 4281
282( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦
=

= 4281
282( ) + 0.405        0

0        0.410( ) · −21
0( )⎡⎢⎣

⎤⎥⎦
= 4281

282( ) + −8.5
0( ) = 4272.5

282( )
-Covה-מטריצתעדכון.4

𝑃
𝑘
 =  𝐼 − 𝐾 · 𝐻( ) · 𝑃

𝑘
= 1   0

0   1( ) − 0.405        0
0        0.410( ) 1   0

0   1( )( ) 425    0
0      25( )

= 0.595        0
0        0.590( ) 425    0

0      25( ) = 253       0
0      14.8( )

הזה.בסיבובשהתקבלוהחדשיםהנתוניםלפי)1(משלבהוקטוראתמעדכנים-הבאלסיבובהכנה.5
.)2(לשלבחוזרים.6
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מסנן קלמן מורחב

מבוא לפרק
נכיר את החיישנים שיש ברכב האוטונומי,הדבר הראשון שנעשה זה, נכיר את החיישנים,חיישנים -.1

,LiDARוחיישןRadarחיישןנעבוד,שאיתםחיישניםבשנינתמקדמזה,ויותר
ונסתכל על היתרונות והחסרונות של כל אחד מהם.

הלינאריזציה, איך הדברים האלה עובדים.הדבר השני זה, נסתכל על הצד המתמטי, עללינאריזציה -.2
חשוב מזה, איך מתכנתים את כל זה, ויותרפיתוח לפי טיילור, מה זהמטריצת היעקוביאןמה זה

לכדי משהו עובד שנוכל להשתמש בו.
Sensorזהשנעשההאחרוןהדבר-חיישניםהיתוך.3 Fusion,חיישניםהיתוך.

מה קורה כאשר יש לי חיישן אחד שאומר לי משהו מסוים, חיישן שני שאומר לי משהו אחר?
איך אני יכול לערבב, או איך אני יכול להתיך את שני החיישנים או את המידע שמגיע משני החיישנים,

לידי ניחוש או שערוך שיהיה טוב יותר מכל אחד מהחיישנים בנפרד?

סוגי חיישנים
עבור תנועה לא לינארית, מסנן קלמן לא יביא תוצאה אופטימלית.

מה נעשה עם חיישנים שלא יודעים להחזיר תשובה לינארית?
כיצד נתמודד? - הפתרון זה שימוש בקלמן מורחב שמשתמש בקירוב של פונקציות.

GPSחיישן
יתרונות: זול ונפוץ, חינמי.●
חסרונות: שימושי רק בחוץ ולא מספיק מדויק.●

IMUחיישן
מכיל:
מד תאוצה●
מד מהירות זוויתית●
מגנטומטר - משתמשים בשביל לזהות "מנח"●

LiDARחיישן
נסביר בהמשך
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LiDARה-חיישן
מזהה בעזרת קרן לייזר את העצמים - מבצע סריקה תלת-מימדית של המרחב.●
זה אותו מכשיר גדול ומסתובב שנמצא על הגג של הרכב האוטונומי.●
כדיLiDARב-השתמשושם",15"אפולוהחללבתוכניתהיההראשוןמגניבהיותרהמקצועיהשימוש●

למפות את פני השטח של הירח, איפה יש גבעות, איפה יש בקעות וכן הלאה.

עקרון הפעולה של החיישן
Timeשנקראבעקרוןעובדהחיישן● Of Flightלהגיע.לאותשלוקחהזמןמשךחישובבעצםשזה
מדוייק.מאודמאודושעוןאורחיישןלייזר,זהצריךשאנימהכלLiDARלעשותכדי●
הכיוונים.לכלומתפזרתפוגעתמגיעה,הקרןלאובייקט,עדלייזרקרןשולחLiDARה-.1

באמצעותבחזרהאותהקולטLiDARה-ואזשלהההגעהכיווןשלהנגדיבכיווןחוזרתהיאהיתרבין
חיישן האור.

השעון המדויק יכול למדוד כמה זמן עבר מהרגע ששלחנו את הקרן עד הרגע שקיבלנו אותה בחזרה..2

השיטה לקבלת מרחק מנקודות

האור:מהירותכפולחציהואהאובייקטלביןביניהמרחק,האורמהירותליידועהאם 𝑐𝑡𝑐𝑅 = 𝑐·𝑡
2

השיטה הזאת מתקיימת רק לנקודה אחת, מה קורה אם נרצה לקבל מרחק לכל הנקודות במישור?
לדגוםנוכלוככהמנועעםהכיווניםלכלשמסתובבתמראהנציבנמצא,LiDARשה-איפההמכונית,גגעללכן

את כל המרחב לכל כיוון: ימינה, שמאלה, למעלה, למטה וכו'...
לכן, עבור כל נקודה יש לנו שלושה פרמטרים:

.Rangeהמרחק.1
האזימוט..2
.Elevation-האלביציה.3

כלאתייצגובעצםקרטזיותלקואורדינטותלעבוריכוליםאנחנוהאלההפרמטריםשלושתבאמצעות 𝑥, 𝑦, 𝑧
הכיוונים (כל המרחב כולו מסביב לרכב) וכך נוכל לדגום את כל הנקודות.

דור עזריה
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מעבר לקואורדינטות קרטזיות
המעבר שממיר מקואורדינטות ספריות לקואורדינטות קרטזיות הם בעזרת הנוסחאות הבאות:

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

ϕ = tan−1 𝑦
𝑥( )

ϕ = cos−1 𝑧

𝑥2+𝑦2+𝑧2( ) = 𝑧

𝑥2+𝑦2+𝑧2

ענן הנקודות
.LiDARה-בעזרתבמרחבנקודותמאודהרבהמקבליםאנחנו

Pointקוראיםאנחנובמרחבהזההנקודותלמקבץ Cloud-ש-מהשזהLiDARלנו.מספק
מה שניתן לעשות עם ענן הנקודות הוא:

לשחזר תמונה תלת מימדית כמעט כמו בתמונה..1
אותואתיתארגםבמצבלנושהיהאובייקטשתיארונקודותסטשאותולהביןזה-רגיסטרציה.2 𝑡 = 0

𝑡.במצבהאובייקט = 1

שאלה
אוטונומיים?רכביםעבורLiDARחיישןמיישמיםכאשרבחשבוןלקחתשצריךהדבריםהםמה

תשובה
מדידה.לשגיאותתגרוםקטנההטיהאפילושכןאופקית,ממוקםלהיותתמידצריךLiDARה-חיישן.1
.LiDARה-חיישןפעימותביןהזמןהפרשיאתבחשבוןלהביאחשובבמהירות,נעהרכבכאשר.2
אותםשלLiDARה-חיישןמדידותאחרתבסביבה,מאודובוהקיםמבריקיםעצמיםלזהותחשוב.3

אובייקטים עשויות להיות לא תקפות.

דור עזריה
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(מכ"מ)RADARה-חיישן
עוקבים אחריו.של האובייקט שאנחנוהמהירותחיישן הרדאר מאפשר לדעת את

אנחנו רוצים לשערך איפה האובייקט יהיה ברגע הבא כדי לא לדרוס אותו.

אפקט דופלר
חיישן הראדר מבוסס על עיקרון פיזיקלי שנקרא "אפקט דופלר".
כאשר הגוף יתקרב אלינו, נתפוס את התדר שלו כאילו הוא עולה.

כאשר הגוף מתרחק מאיתנו, נתפוס את התדר שלו כאילו הוא יורד.
(מאותו סיבה שסירנה של אמבולנס שככל שהיא מתרחקת מאיתנו הטונים שלה יורדים).

מה מקבלים מהחיישן?
- את המרחק מהחיישן לאובייקט שעליו אנחנו עוקבים.מרחק.1

ρ.ונסמןRhoנקראלמרחק
- כלומר הזווית בין החיישן ובין האובייקט.זווית.2

ϕ.ונסמןPhiנקראלזווית
שבה האובייקט מתרחק או מתקרב- כלומר את המהירות הרדיאלית - מדובר על המהירותמהירות.3

Rhoנקראלמהירותאלינו. Dotונסמן. ρ̇

בחיישן הזה יש חוסר לינאריות, אין לנו שום קשר בין וקטור המצב לבין מרחב החיישן, כלומר אין לנו איך לחבר
אותם יחד בהעתקה לינארית.

דור עזריה
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𝑅𝐴𝐷𝐴𝑅:לחיישןשלנוהפרמטריםאתנקבלונוסחאותמתמטייםניתוחיםמיניכללאחר

ומכאן נקבל:

נשים לב שאף אחד מהמשוואות האלו לא לינאריות.
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לינאריזציה במסנן קלמן מורחב

מבוא
התפלגות גאוסית שעברה טרנספורמציה לינארית היא עדיין התפלגות גאוסית וזו החוזקה הגדולה של התפלגות
גאוסית וזו החוזקה הגדולה של מסנן קלמן. אבל לא תמיד אנחנו נוכל לייצר טרנספורמציות לינאריות. לפעמים

המודל שלנו יהיה לא לינארי, לפעמים החיישנים יהיו לא לינאריים, ואז הדבר הזה כבר לא יעבוד. התפלגות
שהיא לא גאוסית - אי אפשר להשתמש בה, זאת אומרת, אי אפשר להכפיל אותה בהתפלגות אחרת ולקבל

Extendedאומורחב,קלמןמסנןהנוכחי,ובפרקהזאתבסוגייהלטפלדרכיםכמהלנוישגאוסית.התפלגות
Kalman Filter,בקצרהאוEKF.

למצוא לה פונקציה קרובה שהיא לינארי על ידילוקח כל פונקציה אפילו לא לינארי ומנסהמסנן קלמן מורחב
על ידי פולינום ממעלה ראשונה למשהוא. זאת אומרת, מקרבים את הפונקציהפיתוח טיילור מסדר ראשון

שהוא לינארי ומשתמשים בדבר הזה במקום בפונקציה המקורית.
".יעקוביאןאת ההכללה של פיתוח טיילור למימדים נוספים נראה באמצעות ייצור מתמטי שנקרא "

פיתוח טיילור
נקרב את הפונקציה על ידי פיתוח טיילור מסדר ראשון, כלומר, עבור פיתוח טיילור רגיל:

𝑖=0

∞

∑ 𝑓(𝑖)(𝑎)
𝑖! · (𝑥 − 𝑎)𝑖

ניקח רק שני האיברים הראשונים:

𝑓(𝑎) + 𝑓'(𝑎)
1! · (𝑥 − 𝑎)1

:נוסחה

חסרון
מדוייקת.ופחותפחותהתוצאהאזaמ-מתרחקיםשכאשרהואEKFקלמןבמסנןהחסרון

לליניארי,דומהבצורהעובדשלנוהמודלכאשראבל,הליניאריהקירובעםעובדEKFמסנןאחדמצדבאמתכי
מסנן קלמן מורחב יעבוד טוב.

אבל כאשר הוא מתרחק מהגבולות הליניאריים, מסנן קלמן מורחב מזייף.
מסנן קלמן מורחב יעבוד טוב בסביבות הליניאריות.

דור עזריה
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מטריצת היעקוביאן
עכשיו, כאשר סיימנו עם פיתוח טיילור, ניתן לראות איך מכלילים את זה למימדים נוספים ומשתמשים בזה

במסנן הקלמן שלנו.

𝑋
𝑘+1

= 𝐹 · 𝑋
𝑘

→ 𝑋
𝑘+1

= 𝑓(𝑋
𝑘
) + 𝑟

𝑍
𝑘

= 𝐻 · 𝑋
𝑘

→ 𝑍
𝑘

= ℎ(𝑋
𝑘
) + 𝑤

שתי הפונקציות האלה שאנחנו רואים פה, הן פונקציות שהן לא לינאריות ומה שאנחנו נצטרך לעשות זה לקחת
את הפונקציות האלה שבעצם עובדות על כל וקטור המצב שלנו ולייצר מהן פונקציה לינארית.

בטיילור אנחנו יודעים ש:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓'(𝑎) · (𝑥 − 𝑎)

𝐻.מטריצתעלספציפיתזהאתנעשהואנחנומימדיםבכמהנעשהאנחנוהדבראותואת

ℎ(𝑥) = ℎ(µ) + 𝑑·ℎ(µ)
𝑑𝑥 · (𝑥 − µ)

שהכלמכיווןסמפלים,הרבההכיאתבהשישהנקודהשזאת,μהנקודהסביבזהאתמפתחיםתמידאנחנו
מתפלג בצורה גאוסית.

.היעקוביאןמטריצתקוראיםאנחנוהזהשלרכיברקהרכיבכמובדיוקהואהרכיב 𝑑·ℎ(µ)
𝑑𝑥𝑓'(𝑎)

מטריצת יעקוביאן כללית, תראה כך:

וכו'.....השניה,בעמודההראשונה,בעמודהלפיגזירתהיאהראשונההשורה ℎ
1

𝑥
1

וכד'...לפיהשניהבעמודה,לפי-יםה-אתגוזריםראשונהשבעמודהעמודה:לפילהסתכלגםניתן ℎ𝑥
1

𝑥
2

דור עזריה
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דוגמה
כך:נראיםשאמרנושכפיRADARשלחיישןווקטורומהירות,מיקוםשלרגילמצבוקטורלנושישנניח

ביעקוביאן.נשתמשלכן-לינאריתלאבכללzש-היאהבעיה
נסמן:

ונקבל:נגזור לפי כל פרמטר, לדוגמה נגזור לפי φ

וכן הלאה, לבסוף נקבל את המטריצה הבאה:

דבר נוסף וחשוב מאוד זה המימדים של המטריצה.
היעקוביאן.מטריצתלגביחשובמשהולנואומרהזהוהדבר4על3הםהמטריצהשלשהמימדיםלבשימו

.החיישןלמרחבהמצבממרחבאותנושמעבירההמטריצהזומטריצתלמעשה 𝐻
עבורגםרק,לאאבלפונקצייתעבורגםהיעקוביאןמטריצתאתעושיםאיךזהבמבחןבשאלותשתראומה 𝐻

לינאריים.דווקאלאושהםתנועהשלמודליםעבורגם,פונקציית 𝐹

דור עזריה
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היתוך חיישנים במסנן קלמן מורחב

חיישנים שונים עובדים בצורה שונה ובזמנים שונים.
ביחידה הזאת נדבר על היתוך חיישנים, וזה יוביל אותנו ליחידה הבאה בה ניקח את כל מה שלמדנו וניישם מסנן

קלמן מורחב שלוקח מידע מחיישנים שונים ומייצר לי שערוך מיקום אופטימלי.
אז מה זה בעצם היתוך חיישנים? -  כאשר יש לי מידע מחיישנים שונים,  השאלה היא איך אני יכול לקחת את כל

המידע הזה ובעצם לחבר אותו ביחד כדי לקבל תוצאה שהיא יותר טובה מכל אחד מהחיישנים בנפרד?

נושאים של היתוך חיישנים
איתו מיידית וצריך להתאים אותוכאשר מקבלים חיישנים, לא ניתן להתחיל לעבודקליברציה -●

למערכת.
בכל רכב, ולכן צריך לנרמל את כלכל חיישן ממוקם במקום מעט שונהמיקום החיישן על הרכב -●

החיישנים לנקודה אחת.
ליצור מנגנון שיודע לעבד את המידע בזמנים- כל חיישן נותן אינדיקציה בזמן שונה וצריךקצב הרענון●

שונים.
הנתונים שהחיישן מקבל מתורגמיםלרוב ניקח את המדידות המעובדות כלומר אתאופן המדידה -●

למידע שאנחנו נוכל לעבוד איתו.

החוזקה של היתוך חיישנים
היכולת לשלב חיישנים עם קצב עדכון נמוך ביחד עם קצב עדכון גבוה.

כאשר אני עובד עם חיישן, יש לי שתי אופציות של מדידה שאני יכול לקחת:
לספק לי.-  לחשב ולייצר את מה שהחיישן אמורהמדידות הגולמיות.1
.x,y,zנקודותאוהרכבמיקוםלמשלכמו-המעובדותהמדידות.2

-מה עדיף?
כאשר אני משתמש במדידות הגולמיות, בעצם אני מקבל משהו שהוא מצד אחד הרבה יותר מדויק

אבל הרבה יותר קשה לעבודה מבחינה חישובית כי אני צריך לקחת את כל ענן הנקודות הזה ובעצם להוציא
yחישוביממנו ,x-וzדבריםעושהשגםאוטונומילרכבחישוביתמבחינהיקרמאודמאודלהיותיכולשזה

Looseשנקראבמהלהשתמשזהלעשותמנסיםכללבדרךשאנחנומההזאת,הבעיהאתלפתורכדיאחרים.
Coupling,המעובדות.המדידותאתמהחיישןלקחתשזה

המדידות האלה יהיו יותר יעילות מבחינה חישובית ומסנן הקלמן יפתור לנו את חוסר הדיוק.

דור עזריה
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מדידות בזמנים שונים
נחזור על מה שאנחנו עושים תמיד בכל מסנן בייסיאני ובייחוד בקלמן פילטר.

Measurementה- Updateיותר,טובשהואניחושלקבלמהחיישן,המידעולפימהחיישן,המידעאתלקבלזה
או מה שנקרא "ניחוש אפוסטריורי".

Stateה- Predictionבמטריצתביטוילידיבא.𝐹
.ל-מ-אותי,מעביראואותי,שמביאמהוזההמערכתשלהדינאמיהמודלזה 𝑋

𝑘
𝑋

𝑘+1

State Predictionש-בעודחוסר-הוודאותאתמעלהMeasurement Updateהוודאות,אתמעלה
Measurementשלסשניםשיותרכמהרוציםהיינוולכן Update.

והשאלה היא בדיוק זאת:
Measurementה-עםמתנהליםאנחנואיך● Updateשונים?חיישניםכמהלנוישכאשר
Stateגםעושיםאנחנואיך● PredictionוגםMeasurement Update?ביחד

נזכר גם בחיישנים שלמדנו:

מצב אסינכרוני במדידות בזמנים שונים
זה מצב שבו שני החיישנים לא מתואמים.

זאת אומרת, אני מקבל מידע מחיישן א' בתדירות מסוימת ואני מקבל מידע מחיישן ב' בתדירות אחרת,
שהיא לא אמורה להיות מסונכרנת או מתואמת עם החיישן הראשון.

k-1בזמןשהיינואיפהאתלוקחיםאנחנו,kבזמןהיאהראשוןמהחיישןהמדידההעניין,לצורךאז
.kבזמןלהיותהולכיםאנחנואיפהלשערךכדיבפונקצייתומשתמשים 𝐹

".kבזמןהמשוערך"המצבשנקראמהזה

דור עזריה
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שלבים:2לנוישחיישןכלעבורלמעשה,
שלב השערוך.1
שלב העדכון.2

Measurementעושיםאנחנוזהואחרי,Predictionעושיםאומשערכים,אנחנוחיישן,מגיעכלומר, Update,
פעמיים, אחד לכל חיישן.

.עדכוןומבצעהאלגוריתם,פיעלהשערוךאתעליהומבצעמדידהמקבלאניזמןבכל (𝑘)

:הסבר
ונבצעבזמןהמצבאתניקחהאלגוריתםפיעלאזכשלבהמדידהקבלתאתנסמן● 𝐿𝑘 + 1𝑘

Predictionאתלבצענוכלומכאןבשלביהיווהחיזויהמידעבאמתואזמטריצתידיעל 𝐹𝑘 + 1
.updateהעדכון

𝑅.המדידהעבוראופןבאותו●

?LiDARמה-מדידהוגםRADARמה-מדידהגםבו-זמניתמקבלאניבנקודהאםלמשלקורהמה 𝑘 + 3
איך אז אני אתנהל כאשר אני ארצה להתיך את שני החיישנים ביחד?

לכן נלמד גם על מדידה סינכרונית.

דור עזריה
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מצב סינכרוניים במדידות בזמנים עוקבים
במצב א-סינכרוני ביצענו לכל חיישן בנפרד:

𝑃𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 →  𝑀𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑈𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒
במצב סינכרוני נפעל בצורה הבאה:

𝑃𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 → 𝐿 𝑈𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒 → 𝑅 𝑈𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒

בנפרד""פעמייםאותולבצעצורךואיןכלומרב-שלנוהכפלההואPredictionש-נזכיר 𝐹𝑋
𝑘+3

= 𝐹 · 𝑋
𝑥+2

אחד.בצעדאותםלבצענוכלולכןבזמן 𝑘 + 3
זאת אומרת, אני יכול לעשות קודם כל עדכון לפי הרדאר ואז עדכון לפי הליידאר.

ב-הסנסוראתמקבליםאנחנוכאשררקבאלמצבממצבפרידקציה,המעבר, 𝑘 + 2𝑘 + 3𝑘 + 3
ואז יש משמעות לפרדיקציה, זאת אומרת, מה הייתי אמור לראות לעומת מה אני רואה בפועל.

מדידות בזמנים שונים
בחיים האמיתיים, לא נקבל את המדידות בהפרשי זמנים קבועים אלא שונים.

אנחנו רואים למשל בדוגמה כי כל שלב בפרק זמן שונה.

דור עזריה
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ונקבל:אתלעדןשלבבכלצריכיםאנחנולכן, ∆𝑡

RMSEה-שגיאת
groundנקראשגםמההאמיתי,הערךאתלנוישכללבדרךקורסשלובשאלותמבחןשלבשאלות truth.

והערך הזה בעצם אומר מה בדיוק היה שם, איפה בדיוק היה הרכב, מה בדיוק הייתה המהירות שלו.
.RMSEנקראתלעשותהולכיםשאנחנווהשיטהמדויק,שלנוהאלגוריתםכמהלהעריךשיטותמיניכלישאז

RMSEבעצםזהroot mean squared error.
אתם תקבלו ווקטור של הערכים האמיתיים, אתם תקבלו את הווקטור של הערכים המשוערכים ואתם תצטרכו

לעשות את המשוואה הזאת.
ברגע שיהיה לנו אותה אנחנו נדע עד כמה האלגוריתם שלנו מתקרב ונהייה יותר ויותר מדויק.

𝑅𝑀𝑆𝐸 = 1
𝑛 ·

𝑖=1

𝑛

∑ 𝑥
𝑖
𝐸𝑠𝑡 − 𝑥

𝑖
𝑇𝑟𝑢𝑒( )2

שתי החסרונות המשמעותיים במסנן קלמן המורחב :

מטריצת היעקוביאן :●
המצוייםהפרמטריםלפימהמדדיםהמגיעיםהנתוניםשלהחלקיותהנגזרותאתמחשבתהמטריצה

בווקטור המצב של האובייקט  ובדרך כלל החישובים הללו מסובכים ולא יעילים.

לינאריזציה :●
בתהליך הלינאריזציה אנו מנסים למצוא קירוב לינארי לפונקציה שאינה לינארית המתארת את

התפלגות הנתונים אשר מגיעים מהחיישנים. ישנם מצבים שבהם הקירוב לא מצליח לתפוס את כל
הנקודות במרחב המדידה ולכן במקרים מסויימים אלו - מסנן קלמן אינו יעיל כלומר אינו מספק את

השערוך הטוב ביותר בהינתן המדידות הללו.

דור עזריה
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Particle-חלקיקיםמסנן Filter

מבוא
כאשר רובוט ממוקם ונדרש להציג לוקליזציה גלובלית, אנחנו צריכים לדעת היכן הוא נמצא בעזרת חישוב של

חיישנים. כפי שאפשר לראות באנימציה מלמטה, הקווים הכחולים הם חיישני המרחק שמודדים את ההתפלגות
האפריורית על היכן שהם נמצאים. הרובוט לא יודע היכן הוא מתחיל.

בעצם, לגמרי לא בטוח היכן הוא נמצא כלל.

מסנן חלקיקים מציג שימוש בחלקיקים כפי שמוצג בנקודות האדומות באנימציה.
כל חלקיק שכזה יש ניחוש יחיד עבור איפה הרובוט עלול להיות וכל חלקיק מאופיין בשלושת הערכים הבאים:

Xקואורדינטה●
Yקואורדינטה●
כיוון התנועה שלו (הנטייה שלו).●

שלושת הערכים האלה מייצגים ניחוש יחיד.
בעצם מאחר ויש לנו אלפי חלקיקים אז יש לנו אוסף של אלפי ניחושים במרחב וביחד הם יכולים לשער מיקומו

של הרובוט.

תחילה, החלקיקים מפוזרים במרחב באופן אחיד ומסנן החלקיקים מאפשר להם להמשיך להתקיים במידה
וחלקיק כלשהו הוא עקבי עם חישובי החיישן.

כלומר, חלקיקים שעקביים יותר עם החישובים של החיישן סביר להניח שישרדו יותר והתוצאה מציבה מכך
שבהסתברות גבוהה יאספו יותר חלקיקים עם הזמן וכך הם ייצגו יותר את האמונה של הרובוט.

באופן מהיר מאוד, הרובוט מבין את צורת הפרוזדור בו הוא נמצא.

דור עזריה
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השוואה למסננים קודמים
מסנן היסטוגרמה●

יכול להיות בתא אחד או בתא שני-  לוקח את כל אזור ומחלק אותו לתאים נפרדים. אניבדיד○
אנחנואםהתא.בתוךהנקודותכלביןלהבחיןניתןלא)bin(התאבתוךשאניברגעשלוש.או

רוצים להגדיל את הרזולוציה, אני חייב להקטין את גודל התא. לכן, מסנן ההיסטוגרמה הוא
דיסקרטי (בדיד).

אחדלניחושמוגבללאאניתא.לכלשונההסתברותלהקצותיכולאתה-Multimodalמסוג○
בלבד, אני יכול לצייר עם התאים, כל הפצה שאני רוצה.

מטר.100הואשליהענייןואזוראחדבמימדשאנינגיד-אקספוננציאלי○

תאים.חד-מימד:שלרזולוציה 1001

תאים.דו-מימד:שלרזולוציה 1002 = 10, 000

תאים.תלת-מימד:שלרזולוציה 1003 = 1𝑀
מסנן קלמן וקלמן מורחב●

קטןבמילימטראותהולהזיזהנוכחיהמצבאתלקחתלימאפשרתFשפונקצייתמכיוון-רציף○
ימינה או שמאלה למצב הבא. מסנן קלמן מאפשר לי לזוז במרחב בצורה רציפה איך שבא לי

ובדיוק אותו הדבר לגבי מסנן קלמן מורחב שמהבחינה הזאת הוא בדיוק כמו מסנן קלמן.
כלומרשהואאחדניחושרקישולכןגאוסיתהתפלגותלוישפילטרקלמן-Unimodalמסוג○ µ

וקטור המצב וזה ניחוש הטוב ביותר, ההערכה הטובה ביותר על מצב המערכת.
אנימימד,מוסיףאניכאשר,Quadraticשהיאיעילותהיאהגאוסישהרעיוןבגלל-ריבועי○

המצב.לוקטורשורות2ועודבמטריצהאחתשורהעודהכולבסךמוסיף
מסנן חלקיקים●

ובאיזורוצהשאניכיווןלאיזהאותוולהזיזהנוכחיStateה-אתלקחתלימאפשר-רציף○
רזולוציה שאני רוצה. אני יכול לקחת כל חלקיק ולהזיז אותו לפי כל פונקציה.

וגםימיןבצדגםניחושיםלהחזיקיכולהואאחד.לניחושמחויבלאהוא-Multimodalמסוג○
בצד שמאל, בכל מקום במרחב המצב. הדבר הזה הוא משמעותי כי בעצם הוא לא מוגבל כמו

מסנן קלמן.
נכונה ואם אתה מכוון את: אם אתה פורס את החלקיקים שלך בצורהתלוי מקרה - ריבועי○

האלגוריתם שלך בתוך גבולות מסוימים לא תהיה מורכבות אקספוננציאלית.
ככל שאני מתקדם במימדים, נגיד:  אני צריך להוסיף חלקיקיםתלוי מקרה -  אקספוננציאלי○

אתלכסותחלקיקיםמיליוןבערךאצטרךאנימימדי,דואזורלכסותחלקיקים1000צריךשאני
אותו אזור בתלת מימד.

מרחב המצב פונקצית האמונה Efficiency
Histogram Filter Discrete / בדיד Multimodal Exponentially
Kalman Filter Continuous / רציף Unimodal Quadratic / ריבועי
Particle Filter Continuous / רציף Multimodal תלוי מקרה

דור עזריה
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התפלגויות לא פרמטריות
נושא זה הוא הבסיס המתמטי למסנן חלקיקים.

בהתפלגות גאוסית ראינו שבעזרת שני פרמטרים
בלבד אפשר לצייר את ההתפלגות (פעמון) ולחשב

אותה בכל נקודה במרחב המוגדר שלה.
אבל מה קורה כאשר יש לנו התפלגות שרירותית

שהיא לא מאופיינת כמו "הפעמון" שהכרנו בקלמן?
יהיה לנו קשה למצוא את הפונקציה המתאימה

להתפלגות הזאת ולבצע בה חישובים.
לכן, במקרים כאלה אנחנו יכולים לתאר את

(גודלהמשקליםאתנגדירxה-צירעלבעצםנקודות.ע"יפרמטריתלאבצורההשרירותיתההתפלגות
ההסתברות) בכל נקודה בפונקציה. הסתברות גבוהה - משקל גדול ובהתאם, הסתברות נמוכה במשקל קטן.
ככה ניתן בעצם, על ידי חלקיקים, כאשר לכל נקודה אנחנו קוראים חלקיק. הגודל של החלקיק יתאר לנו את

ההסתברות להיות באותו מקום לפי ההתפלגות השרירותית. כלומר, אנחנו מתארים את כל ההתפלגות
השרירותית (אדום בגרף) בצורה שהיא לא פרמטרית עם חלקיקים. הדבר הזה מאפשר לנו בצורה פשוטה לתאר

כל התפלגות שנרצה. ניתן לתאר את ההתפלגות השרירותית באמצעות נקודות בדיוק כמו שניתן לתאר את
ההתפלגות הגאוסית באמצעות נקודות וזה המשמעות הגדולה של מסנן חלקיקים. כלומר, היכולת שלנו לתאר

כל התפלגות שנרצה באמצעות נקודות (חלקיקים) ובצורה שהיא לא פרמטרית.
הצורה המתמטית נראית כך:

χ = 𝑥[𝑗],  𝑤[𝑗]( ){ }𝑗=1, ... , 𝐽

:הסבר
פרמטרים:2ישחלקיקלכלכאשרהחלקיקים,כלאוסףאתלנומתאר- χ

.למשלמסוים,במקוםנמצאשאניההיפוטזהזההקודם,בהקשרשלנו,ההיפוטזה-.1 𝑥[𝑗]𝑥 = 8

יותר.גדולההנקודהככהגדולשהמשקלככל(החלקיק),הנקודהשלהחשיבותכלומרהמשקל,-.2 𝑤[𝑗]

במילים אחרות, ככל שהנקודה גדולה יותר זה אומר שיותר מסתבר שאנחנו נמצאים בנקודה הזאת.
מרחב המדגם נראה כך:

Pr(𝑥) =
𝑗=1

𝐽

∑ 𝑤[𝑗] · δ
𝑥[𝑗](𝑥)

:הסבר
.ל-שווההיאשבהאחדממקוםחוץ,0שווהמקוםשבכלפונקציהאותההיאהפונקציה δ∞

מצירהגובה)את(אוהשטחאתלנובונהה-כלומר,נקודהבאותהה-בעצםהואמקוםבכלשלהגודל δ𝑤𝑗δ
שלנו.ההתפלגותפונקצייתאתלתאראפשרנקודותשלאוסףעםוככהה-לצירה- 𝑥𝑦

תהיה יותר מדויקת.- ככל שיהיו לנו יותר חלקיקים, כך ההתפלגות שנתארהערה

דור עזריה



מיקוםושיערוךניווטאלגוריתמי||57

מרחב הרובוט
).Landmarks(ציוןנקודות4לנויש

והמרחקים מכילים את וקטור המדידה של הרובוט.
שלכלכךחלקיקיםאחידבאופןנפזרהזהבמרחב 𝑁
אתוגםx,yמיקומוכלומרמכילחלקיק (𝑥   𝑦   θ)
θ.שלוהנטייה = 𝑜𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

משקלים
חוסר ההתאמה של המדידה בפועל והמדידה הצפויה מובילה אותנו לצורך במשקלים שאומרים לנו עד כמה

חשוב החלקיק, ובפרט ככל שהמשקל גדול יותר - ככה הוא חשוב יותר.
כעת, יש לנו הרבה חלקיקים ולכל אחד מהם יש משקל שונה ומוצגים לשם הדוגמה לפי גודל העיגול.

אנחנו נאפשר לחלקיקים האלה לשרוד באופן מקרי כלשהו אך ההסתברות של החלקיקים להישרדות תהיה
תלויה במשקלים שלהם.

למשל, באיור למעלה, חלקיקים עם עיגולים גדולים יותר ישרדו יותר מאשר חלקיקים בעיגולים קטנים.
אקראיבאופןחדשיםחלקיקיםלהציבאחראישבעצםResamplingשנקראתהליךישמכןלאחר 𝑁

מהחלקיקים הישנים בהחלפה בהתאם לגודל המשקלים שלהם.
בעודזמןיותרשישרדולהניחסבירהגדוליםהמשקליםעםהחלקיקים,Resamplingה-תהליךלאחר

שהחלקיקים עם המשקלים הקטנים פשוט ימחקו.
כלומר, החלקיקים שמאוד עקביים עם מדידות החיישן ישרדו יותר בהסתברות גבוהה והאחרים פשוט ימחקו.

דור עזריה
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Resampling-חוזרתדגימה
גםלהםיששכעתוראינוערכיםשלושהישחלקיקלכלכאשרחלקיקיםבהינתן 𝑁𝑝

𝑖
𝑝

𝑖
= 𝑥

𝑖
 ,  𝑦

𝑖
  ,  θ

𝑖{ }
עקביים.ערכיםאובערכימיוצגיםבעצםשהםמשקלים 𝑤𝑓𝑙𝑜𝑎𝑡𝑠

.כלומרהחלקיקיםכלשלהמשקליםסכוםל-נקרא 𝑊𝑊 =
𝑖=1

𝑁

∑ 𝑤
𝑖

α.ננרמל את המשקלים לצורה הסתברותית ונסמן את המשקלים המנורמלים בתור

.ש:לבונשיםהבאה:בצורהננרמל,לכל 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁α
𝑖

=
𝑤

𝑖

𝑊
𝑖=1

𝑁

∑ α
𝑖

= 1

בתוךהמנורמליםהמשקליםעםהחלקיקיםכלאתשםשהואהואעושהResamplingה-שתהליךמהכעת,
.ההסתברותעםחלקיקכלבחירתלפיחדשיםחלקיקיםחזרות,עםמהשקשולףהואואזגדול"אחד"שק 𝑁α

𝑖

כלומר, החלקיקים עם ההסתברות הגבוהה ביותר יהיו חלק מהחלקיקים החדשים.
מהשקיחידחלקיקשללחלוטיןזהיםהעתקיםכמהגםלהיותיכוליםכאשרחדשיםחלקיקיםניצוראנחנו 𝑁

ששלפנו.

:לדוגמה

בהתאם:אחדכלשלהמשקליםעםחלקיקים5לנונתונים 𝑝
𝑖{ }

𝑖=1

5

𝑤
1

= 0. 6,    𝑤
2

= 1. 2,    𝑤
3

= 2. 4,    𝑤
4

= 0. 6,    𝑤
5

= 1. 2

𝑝.חלקיקכלשלההסתברותאתלדעתנרצה
𝑖

𝑊.נחשב: =
𝑖=1

5

∑ 𝑤
𝑖

= 6

ונקבל:נחשבלכל 1 ≤ 𝑖 ≤ 5α
𝑖

= Pr(𝑝
𝑖
) =

𝑤
𝑖

𝑊

α
1

= 0. 1,   α
2

= 0. 2,    α
3

= 0. 4,    α
4

= 0. 1,    α
5

= 0. 2 

:שאלה
לפי הדוגמה הקודמת:

.Resamplingה-תהליךלפיכן,-מחדש?יידגםלאלעולםשחלקיקייתכןהאם● 𝑝
1

מקרהלהיותיכולעדייןגבוהה,שמשקלולמרותכן,-מחדש?יידגםלאלעולםשחלקיקייתכןהאם● 𝑝
3

שנבחר הארבעה האחרים, כיוון שמדובר כאן בעולם הסתברותי.
שתמידהיאוהתשובהמחדש?שוביידגםלאלעולםשחלקיקההסתברותמהיהשאלה,נשאלתלכן● 𝑝

3

היאהארבעהלכלההסתברות,אתולאהאחריםהארבעהאתלבחורנרצה 𝑝
3

(1 − 0. 4) = 0. 6

.0).נקבל:ב"תדגימות5עבורולכןלבחירתם, 6)5 = 0. 0777
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Resamplingה-גלגל
נציג את כל החלקיקים והמשקלים בגלגל רולטה גדול.

כל חלקיק שולט על חתיכה בהתאם למשקלו.
חלקיקים עם משקלים גדולים יותר יתפסו חתיכות עם נפח גדול יותר.

במרכז הרולטה יש לנו חץ מסתובב, אם נסובב אותו, סביר להניח שהחץ יעצר ויצביע על חתיכות עם נפח גדול
יותר, כלומר הוא ייצג באמת את הבחירה ההסתברותית לבחור חלקיקים עם משקלים גדולים יותר.

.Resamplingה-תהליךסיבוכיותאתואינטואיטיביקלבאופןלהסבירכדיהגלגלנושאאתהצגנו
במקוםמצביעהחץוכאשרלינארי,הואהריצהזמןלכןפעמים,הזההתהליךעלשנחזורלהגידאפשרבעצם 𝑁

מקרי, צריך להסיק איזה חלקיק הוא מצביע.
כלומר, אנחנו צריכים לחפש בין כל החלקיקים עבור איזה חלקיק החץ מצביע בהתאם למשקל, את החיפוש

הואהזההרולטהגלגלשלהריצהשזמןשאומרמהשזהבינאריחיפושבעזרתלעשותאפשר 𝑂(log 𝑁)
.𝑂(𝑁 log 𝑁)

Lowשיטת Variance Resampling
שיטת הגלגל תמיד משנה את התפלגות החלקיקים, ברוב הפעמים זה מעולה, אך לפעמים לכל החלקיקים יש

במקביל.מקומות2אחרילעקובנרצהכאשראומהחיישןמידעקבלתמאילקרותיכולזההמשקל.אותואת
:למשל
האלה.החדריםעלהעקיבהאתלתחזקונרצהשוניםחדרים2לנושישנדמיין 𝐴,  𝐵

.בחדרחלקיקים10ו-בחדרחלקיקים10לנויש 𝐴𝐵
:Resamplingל-הרולטהגלגלבשיטתנשתמשאם

שלובסופומחדרחלקיקיםועודעודנקבלהבאבשלב.מחדרחלקיקיםיותרשנקבלייתכןהראשוןבשלב 𝐵𝐵
.בחדרהחלקיקיםלכלהצטרפוהםכיבחדרשהיוהחלקיקיםמכלנפטראנחנומהיר,מאודבאופןדבר 𝐴𝐵

כלומר, העלמנו ניחושים טובים מאוד בגלל חוסר מזל.

Resamplingה-תהליךאתנסייםאנחנוהמשקל,אותואתישהחלקיקיםלכלאםשבהשיטהנרצהבעצם
כאשר לא העלמנו אף חלקיק. כלומר, אנחנו לא נרצה לשנות את ההתפלגות.

Lowבשיטת Varianceחלקיקים.בו-זמניתבוחריםאלאפעם,בכלאחדחלקיקרקבוחריםלאאנחנו 𝑁
מהשניאחדהחציםשלשהרווחיםכךחציםלנויששהפעםרקרולטהגלגלשלבצורהזהאתלדמייןאפשר 𝑁

שווים בגודלם. אם נסובב את הגלגל, כאשר הוא יעצר נדע באופן ישיר איזה חלקיקים צריכים לקחת.
לכן, אם לכל החלקיקים יש משקל זהה, השיטה הזאת תתן לנו בדיוק אותם חלקיקים שהיו לנו.
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.ל-0ביןמקריבאופןמספרנבחראנחנו 1
𝑁

פעמים.הזהבאופןחלקיקכלנבחרוכךשלבקפיצותנדלגאנחנושבחרנו,המספרעבור 1
𝑁𝑁

חדשים.חלקיקיםלנויהיההתהליךבסוף 𝑁

Kidnappedתרחיש Robot
.Landmarksה-עםומסונכרניםבו)(מתרכזיםמסויםבמיקוםנמצאיםהחלקיקיםכל

הרובוט זז ומקבל דגימות אחרות לגמרי ואז כל החלקיקים הקודמים יהיו פחות רלוונטים והמשקלים ירדו.
בחלק מהמקרים יכול להיות מצב בו הרובוט יעלם לנו בגלל מצב כזה.

גבוההבהסתברותמצבנקבלואזמקרייםבמקומותמהחלקיקים10%כ-נפזרשלבבכליקרה,לאשזהכדי
יותר שלא נאבד את הרובוט (כמו תצפיתנים).

Yawמודל Rate
אז:נציג מודל תנועה כאשר θ̇ = θ

𝑥
𝑓

= 𝑥
𝑖

+ 𝑣 · ∆𝑡 · cos(θ
0
)

𝑦
𝑓

= 𝑦
𝑖

+ 𝑣 · ∆𝑡 · sin(θ
0
)

𝑌𝑎𝑤 𝑅𝑎𝑡𝑒.בשםאחרמודלנציגלכן,זה.בתרחישבמעגלתנועהלתארניתןלא
מודל זה מאפשר לתאר תנועה במעגל או בפניות ימינה/שמאלה.הזווית או האוריינטציה של הרכב משתנה
בזמן, זאת אומרת, יש איזשהו שינוי של הזווית או של האוריינטציה לאורך הזמן. הפונקציה מקבלת חלקיק

במיקום מסוים ועם זווית מסוימת ומזיזה אותו לפי המשוואות.  בנוסף לחלקיק, הפרמטרים שהפונקציה מקבלת
אז:הינם המהירות והשינוי בזווית. עבורו θ̇ ≠ θ

θ
𝑓

= θ
0

+ ∆𝑡 · θ̇

𝑥
𝑓

= 𝑥
𝑖

+ 𝑣
θ̇

sin(θ
0

+ ∆𝑡 · θ̇) − sin(θ
0
)( )

𝑦
𝑓

= 𝑦
𝑖

+ 𝑣
θ̇

cos(θ
0
) − cos(θ

0
+ ∆𝑡 · θ̇)( )
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התמרות הומוגניות
שיטה שמעבירה מהקורדינטות של הרכב שלי לקאורדינטות של העולם.

מה שבאמת נרצה לראות זה איפה נמצאות הקואורדינטות האלה על המפה.
שהםבקואורדינטותLandmarkה-לגביהציפיותאתמקבליםאנחנו,בנקודהעומדשהרובוטנניח (3, 3)

הרכב.שללקואורדינטותיחסיתLandmarkה-נמצאאיפהמודדברובוט,שנמצאהחיישן,לרובוט.יחסיות
יחסיתבקואורדינטההיאאחרות,במילים 𝑜𝑏𝑠1(2, 1)

לרכב.יחסיתבקואורדינטההיאו-לרכב. 𝑜𝑏𝑠2(− 1, − 2)
Landmarkה-נמצאיםהיכןיודעיםאנחנוכעת

בקואורדינטות של הרכב שלנו.
,0).בנקודההואהרכבשלשהמיקוםהעניין,לצורך 0)

אך מה שבאמת נרצה לראות זה איפה נמצאות
הקואורדינטות האלה על המפה, כלומר איפה שבעולם

האמיתי הם נמצאים. כדי לעשות את זה נשתמש
Rotationב- Matrixהקואורדינטותאתלנומזיזהשבעצם

וגם משנה את המיקום שלנו.
המטריצה נראית כך:

:הסבר
החלקיק.שלהקואורדינטותהם● 𝑥

𝑝
,  𝑦

𝑝

.Landmarkה-שלהקואורדינטותהם● 𝑥
𝑐
,  𝑦

𝑐

במפה.Landmarkה-שלהקואורדינטותהם● 𝑥
𝑚

,  𝑦
𝑚

.Landmarkל-ביחסבזוויתהרובוטכאשרגםלחשבלנומאפשרתהזווית● θ

,0).בקואורדינטהיעמודשהרובוטכךלמפההנתוניםכלאתמתרגמתהמטריצהלסיכום, 0)
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פונקצית משקל מתקדמת
בחישוב המשקל הנוכחי נכניס גם את המשקל של השלב הקודם - הסיבה שזו משפר את התוצאה כי ישנם

וגורמתהתוצאותעלשמשפיעאי־רציפותנגרמתובכךקירלמשלמוגדר”“לאלאזורנכניסkשבשלבחלקיקים
ל”טעויות”. הרבה פעמים בבעיות ניווט או לוקליזציה יש לנו חוסר רציפות, זאת אומרת, חלקיק שהיה יכול להיות

טוב בנקודה מסוימת, ועכשיו הוא לא טוב, או שהוא נכנס בקיר, או שהוא יצא מהטווח או כל מיני דברים כאלה.
כאשר פונקציית המשקל שלנו מתעלמת מהעבר, אי-הרציפויות האלה יכולות לגרום לטעויות גדולות.

כאשר אני מסתכל גם על המשקל של החלקיק בפעם הקודמת, אני מוריד לי את טווח השגיאה.
כלומר צריך לתת לו "עוד צ'אנס" שלא רק מכיל את נקודת הזמן הנוכחית שיכול לקבל בה טעויות אלא לבחון

את החלקיק במצב הקודם שאולי כן היה טוב ואז ניתן לו צ'אנס.
כך:המוגדרתאתנציגלכן 𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠𝑖𝑎𝑛 𝑊𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 𝑥
𝑡
[𝐾]( ) = 𝑘 · 𝑠𝑒𝑛𝑠𝑒 𝑥

𝑡
[𝐾]( ) + (1 − 𝑘) · 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 𝑥

𝑡−1
[𝐾]( )

Data Association
נדעלאLandmarksה-נמצאים.לפעמיםהםאיפהיודעיםאנחנוציון)(נקודותLandmarksעלדיברנוכאשר

,𝑥הציוןנקודותביןלהבדילנדעלאגםשלהם.המיקוםמהנדעלאאבלאותםלזהותנדעאנחנומיקומם,מה 𝑦
נרצהאנחנונמצאים.אנחנומאיפהשלוהזוויתזהLandmarksמה-נדעשכןמה

כללביןהציוןנקודותביןלקשרכלומר,שלנו.המדידהלביןLandmarksה-ביןלקשר
או1אתלבחורהאםההחלטהמשמאל,בציורגלובלית.מבחינהבמפהשנמצאמה
מגדיריםאנחנוזה,אחריכימשמעותיתהחלטההיאשלנוהציוןנקודותבתור1את

את המשקל לחלקיק מסוים בדיוק לפי נקודות הציון האלה.
אחת השיטות המאפשרות לנו לקשר בין נקודות הציון לבין המדידות שלנו היא שיטה

קרובהשהכיהציוןנקודתאתלוקחתשבעצםשנקראת 𝑁𝑒𝑎𝑟𝑒𝑠𝑡 𝑁𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟
למדידה שלנו. כלומר, ככל שהמדידה יותר רחוקה מנקודת הציון, ככה ההסתברות קטנה יותר.
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חישובי שגיאה במסנן חלקיקים
עד כמה המסנן שלנו מתרחק או מתקרב לערך האמיתי?  אנחנו צריכים להבין מה זה הערך האמיתי או

Groundה- Truth.פרמטרים:בשלושהביטוילידיבאהזההערך.𝑥, 𝑦, θ
θ?שלוהאמיתיתהאוריינטציהומהיyב-,xב-שלנוהרובוטשלהאמיתיהערךמהואומרת,זאת

𝐺𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑𝑇𝑟𝑢𝑡ℎ = 𝑔 = (𝑥, 𝑦, θ)

לוקחים בחשבון את כל החלקיקים, כל אחד: אנחנו יכולים לחשב את השגיאה כאשר אנחנואפשרות ראשונה
לפי המשקל שלו. הדבר הזה נותן לי איזושהי שגיאה כאשר היא לוקחת בחשבון את כל החלקיקים:

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝑖=1

𝑀

∑ 𝑤
𝑖

(𝑃
𝑖
−𝑔)2

𝑖=1

𝑀

∑ 𝑤
𝑖

= 𝑖=1

𝑀

∑ 𝑤
𝑖

(𝑃
𝑖
−𝑔)2|||

|||

𝑖=1

𝑀

∑ 𝑤
𝑖

מוצאים את החלקיק שיש לו את המשקל הגדול:   אנחנו עוברים על כל החלקיקים,אפשרות שניה (טובה יותר)
ביותר ואז אותו בוחנים אל מול המציאות.

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =  𝑃
𝐵𝑒𝑠𝑡

− 𝑔| |

כלומר:וקטור,הואerrorה-
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בעיות חיפוש

תכנון הבעיה
:בהינתן
מפה●
מיקום התחלתי (מקור)●
מיקום סופי (יעד)●
עלות (משך הזמן)●

היא למצוא את המסלול הזול ביותר בין המקור ליעד.המטרה

:הפעולות
נסיעה ישרה●
סיבוב הרכב●

+).1(שלעלותמגדירהשכזאתמשבצתוכלמשבצת)(כמוצעדמגדירמדורג""קוכלמשמאלבציור
.7בסה"כיעלהשהמסלולראשוניבאופןלראותקל

הרכב.סיבובשלאחתופעולהישירהנסיעהשלפעולות6כלומר

חישוב עלות בשיטה שונה
.1לנועלתהעצמהבפנימשבצתכלבההקודמתמהשיטהבשונה+)1(לנועולהלמשבצתממשבצתמעברכל

עלות המעבר משותפת גם לפניות ימינה ושמאלה וגם לנסיעה ישרה.
.6תהיהעכשיוהכוללתהעלותמשמאל,האיורלפילכן,

חישוב עלות בשיטה שונה
+).10(בעלותשמאלהבפנייהמעברמלבד+)1(לנועולהלמשבצתממשבצתלמעברהעלותעכשיואםמה

הדבר.אותונשארהמסלולכלומר,15יהיהעכשיוביותרהזולהמסלולשלהכוללתהעלות

חישוב עלות בשיטה שונה
+).20(בעלותשמאלהבפנייהמעברמלבד+)1(לנועולהלמשבצתממשבצתלמעברהעלותעכשיואםמה

סיבובלבצעצריכיםאנחנוהשתנה,המסלולכלומר,16יהיהעכשיוביותרהזולהמסלולשלהכוללתהעלות
שלם מימין כדי להגיע אל היעד שלנו.

דור עזריה
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מבוך
נניח ויש לנו מבוך עם מקור ויעד, נרצה למצוא את המסלול הזול ביותר אל היעד.

,𝑢𝑝).פעולהיכולותעםרובוטלנונתון 𝑑𝑜𝑤𝑛, 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑙𝑒𝑓𝑡)
.7לנויעלההיעדאלמהמקורביותרהזולהמסלוללכן,

בעיית חיפוש
ניקח את בעיית התכנון ונתייחס אליה כבעיית חיפוש.

,𝑢𝑝).פעולהיכולותעםרובוטלנונתון 𝑑𝑜𝑤𝑛, 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑙𝑒𝑓𝑡)
תכנון המסלול או בעית החיפוש היא מציאת סדרת הפעולות

הקצרה ביותר שתוביל את הרובוט מהמקור אל היעד.
פעולות.11הואזהבמקרהשלנוהפעולותמספר
נלמד בקורס גם  מימוש קוד לאלגוריתם לחיפוש מספר●

פעולות הזול ביותר.

A*חיפושאלגוריתם
ℎ.היוריסטיתבפונקציהמשתמשזהאלגוריתם

,ℎ(𝑥.כלשהוערךיששלנובמפהתאלכל 𝑦)
באיור משמאל (הראשון) אפשר לראות שיש מכשול (משבצות

בשחור) שבהם אסור לדרוך.
מפהיוצרתהיאשכאלה,למכשוליםמתייחסתלאהיוריסטיתהפונקציה ℎ

בגודל תואם למפה הקיימת ובכל תא יש ערך כלשהו המייצג עלויות.
לפונקציה היוריסטית חייב להיות ניחוש אופטימלי עבור עד כמה אנחנו

רחוקים מהיעד שלנו.
.9הואליעדעדהפעולותמספרובאמתכילראותאפשראכן ℎ(0, 0) = 9

דור עזריה
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נציג מקרה אחר כעת עם מכשול מורכב יותר.
.13הואכעתביותרהזולהפעולותמספר

אבל כאן נכנס היופי של הפונקציה היוריסטית, היא לא חייבת להיות מדויקת.
כלומר היא מראה לנו את המרחק המשוער האופטימלי ביותר שניתן לקבל:

ℎ(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑥 𝑡𝑜 𝑦

כלומר הוא מציג לנו את החסם האופטימלי ביותר שניתן לקבל ללא התחשבות במכשולים כלל.
הפונקציה בעצם מראה לנו את המרחק האוקלידי אל היעד.

שלב התיקון
יש לנו רשימת פתיחה שמייצגת את המצב בו הרובוט נמצא בהתחלה

.𝑜𝑝𝑒𝑛[0, 0]
:לעברלמטהעדויורדיםמתחיליםואנחנונניח 𝑜𝑝𝑒𝑛[0, 0][4, 1]

הנוכחי.למיקוםעדלהגיעממנושנדרשהפעולותמספראתב-נסמן 𝑔
שכאלה:לתרחישיםחישובפונקציתנציג 𝑓

𝑓 = 𝑔 + ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑓משמאל:האיורלפישלנוובמקרה = 𝑔 + ℎ(4, 1) = 5 + 4 = 9
𝐴:ה-באלגוריתםשימוששלהיתרוןאתנראהכעת *
543210543210

4567890𝑺0

3456781✔1

2345672✔2

1234563❔✔3

0123454𝑮❔✔✔✔4

.לכיווןביותרהזולהמסלולאתלמצואונרצהבשלבעומדיםאנחנו [4, 2]𝐺
האפשריות:הפעולות2עבוראתנחשבלכןאליה,להתקדםשעלינוהבאההמשבצתמהלדעתנרצהכלומר 𝑓
.נקבל:עבור.1 [3, 2]𝑓 = 7 + 4 = 11
.נקבלעבור.2 [4, 3]𝑓 = 7 + 2 = 9

יותר.זולהשהיאכיוון)2(אפשרותאתנבחרשהצגנוהאפשרויותהפעולותשתיעבורולכן
A* in Action - Artificial Intelligence for Roboticsפעולה:בזמןA*שלסרטון

דור עזריה
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תכנות דינאמי
:בהינתן
מפה●
יעדים●

:פלט
המסלול הזול ביותר מכל מקום במפה●

למה שנרצה להתחשב במקרים של "כל מקום במפה"?
תכנות דינאמי נותן לנו אופציה אופטימלית לכל תא במפה שלנו.

נניח ורכב צריך לסוע ליעד מסוים בפנייה שמאלה, אך מחסום משטרתי חסם את הפניה שמאלה.
לכן, הרכב צריך להגיע אל היעד בדרך חלופית, לכן כדאי שנכיר "כל מקום במפה".

𝑃𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦.לעיתיםשנקראחץ)שלסימון(כמותיוגישתאלכל
.כלומרמסוימתפעולהעם(משבצת)תאכלממפההפונקציה 𝑃𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦(𝑥, 𝑦) → 𝐴𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

,𝑢𝑝.להיותיכולהפעולהכל 𝑑𝑜𝑤𝑛, 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑙𝑒𝑓𝑡
דינאמי.תכנותבעזרתאתנחשבאנחנו 𝑃𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦 

הפעולות3שיטת
,𝑥).מימדים3שלבמקרהכעתנתעסק 𝑦, Θ)
.נוסףמדדעםנתעסקכעת,עלמימדים2ב-התעסקנועכשיועדאםכלומר, (𝑥, 𝑦)(𝑥, 𝑦, Θ)
.הפעולותולומהמשבצתהכיווןאתלנומגדירהסימן Θ(𝑥, 𝑦)𝑢𝑝, 𝑑𝑜𝑤𝑛, 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑙𝑒𝑓𝑡

:שלושת הפעולות האפשריות לתנועה ממשבצת למשבצת הם
התקדמות קדימה ממשבצת למשבצת.1
פניה שמאלה ורק אז התקדמות.2
פניה ימינה ורק אז התקדמות.3

Planning Conclusion - Artificial Intelligence for Roboticsפעולה:בזמןסופיאלגוריתם

סיכום
העולם דיסקרטי.●
נסיעה:לתכנוןאלגוריתמים2יש●

מסלולעבורA*אלגוריתם.1
3DעלPolicyבשיטת-דינאמיתכנותאלגוריתם.2

דור עזריה
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PIDאלגוריתם

בנושא הקודם למדנו איך למצוא מסלול.
כעת נרצה להפוך את המסלולים האלה לפקודות של פעולות ממשיות.

אנחנו נדבר על:
יצירת מסלולים חלקים.●
𝑃𝐼𝐷.בשםשליטהשיטת●

ראינו שתכנון מסלול במפה דיסקרטית (עם משבצות מוגדרות) מכיל מסלולים דיי פשוטים וכמה מכשולים.
באיור למטה אפשר לראות את הכוונה במסלול חלק.

במציאות, רכב לא יכול לבצע פניות חדות כפי שמתואר במקרה ה-"לא חלק" שזה בעצם המקרים שנפגשנו
בהם עד עכשיו בפרק הקודם.

בפרק זה נלמד ליצור מסלולים חלקים שיותר נכונים לתרחישי המציאות עם רכב.

אלגוריתם מסלול חלק
מתוךה-הפעולההיאכאשרכלומרה-כלכמובדיוקשהםמשתנהניצורתחילה● 𝑦

𝑖
𝑥

𝑖
𝑦

𝑖
= 𝑥

𝑖
𝑥

𝑖
𝑖

סדרת הפעולות שיוצרות את המסלול הכולל.
קריטריונים:2לשפרנרצה●

a.הביטויאתלמזערנרצה.(𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖
)2

b.הביטויאתלמזערנרצה.(𝑦
𝑖

− 𝑦
𝑖+1

)2

𝑦.מראשמאותחלשהואכיווןהמקוריהמסלולאתנקבלבלבד)a(אתנשפררקאם
𝑖

= 𝑥
𝑖

דור עזריה
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כלאזמתמזערהואאםלבד,הזהשהביטויכיווןמסלולאףנקבללאבלבד)b(אתרקנשפראם
).1בגודלנקודות(סדרתאחתנקודהרקשנקבלשאומרמההדבראותוהם-יםyה-

במשקלשימושבעזרתשניהםאתנמזעראנחנובמציאותבקונפליקט,האלההקריטריות2ש-בבירורלכן
α.שנסמן אותו ב-

גדול יותר ככה המסלול יהיה חלק יותר.ככל ש-● α
הנקודות המקוריות (פניות חדות).קטן יותר ככה המסלול יהיה כמסלול המקורי עםככל ש-● α

חלק.מסלולנקבלאז)b(אתוגם)a(אתגםנשפראםלכן,

אופטימיזציית הקריטריונים
איך נמזער את:

a(הביטויאתלמזערנרצה.(𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖
)2

b(הביטויאתלמזערנרצה.(𝑦
𝑖

− 𝑦
𝑖+1

)2

Gradientב-שימושבעזרתאותםנמזעראנחנו Descent.
בכל צעד ניקח את הצעד הקטן ביותר לכיוון שממזער את הטעות שלנו.

כך:מוגדרתהקריטריונים2עבוראיטרציהכל

𝑦
𝑖

= 𝑦
𝑖

− α(𝑥
𝑖

− 𝑦
𝑖
)

𝑦
𝑖

= 𝑦
𝑖

− β(𝑦
𝑖+1

− 𝑦
𝑖
)

מיזוג הצעדים שמאלה וימינה מוגדרת כך:

𝑦
𝑖

= 𝑦
𝑖

− β(𝑦
𝑖+1

+ 𝑦
𝑖−1

− 2𝑦
𝑖
)

שאלה
נקבל?מההבאיםהפרמטריםעםלסיומועדהאלגוריתםאתנריץאם α = 0    ,    β = 0. 1

אנחנו נקבל קו ישר בגלל שאנחנו לא משנים את הנקודה הראשונה והאחרונה במסלול.-

דור עזריה
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PIDאלגוריתם
,Pממרכיביאחדכלשלההשפעה I, Dה-בקרשלPIDההיגוי.של

)CTE(הצולבהמסלולשגיאתאתמנתחההיגוישלPIDה-בקר
המסופק על ידי הסימולטור ומחשב את זווית ההיגוי שמנסה

).CTEשלמינימלי(גודלהמרכזלקוהמכוניתאתלהחזיר
𝐶𝑇𝐸.רשמיתבשפהאומעבר""שגיאתישלרכב

PIDמבוא
P:פרופורציונליתבקרהPה-לפיהרובוטאתלכווןפשוטהטכניקההיאCTE,פרופורציונלי.באופן

אם אנחנו רחוקים מקו הבסיס, הרכב שלנו יסטה לשם. אם אנחנו לא רחוקים מקו הבסיס שלנו, זה יעשה פניה
עדינה. אמנם זה עובד, אבל אם נחשוב פעמיים על הבעיה, המכונית שלנו בעצם נעה סביב קו הבסיס שלנו כמו

נהג שיכור וזה בהחלט התנהגות מסוכנת.

D:,הנגזרתבקרתהשני,הבקראתמציגיםאנולכןהתנודה.שלההשפעהאתלהפחיתרוציםאנולפיכךD.
.Pשלוהטעויותהמדרוןאתלהאטכדישלנו,הסטייהאתבחשבוןניקחכאן,

איזויששלנוהאוטונומיתלמכוניתהבא:התרחישעלנסתכלבואונכון?אבל,להיגוי.מספיקהPDשבקרתנראה
בעיה מכנית שכאשר היא מתניעה, הגלגלים הקדמיים נסחפים קצת כמו למטה.

אז כשהיא פועלת, התוכנה שלנו לא מודעת לבעיה שכן במקרה זה, עלינו לנווט יותר כדי לתקן את הגלגלים.

I:,האינטגרלאתנוסיףהזו,הבעיהעםלהתמודדכדיהבאה.התוצאהאתנראהלפיכךI,לרובוטלגרוםכדי
לחשוב על כל התהליך ולתקן כל מקרה.

דור עזריה
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Pרכיב
τ.פרופורציונליגורםעםCTEל-ביחסההיגויזוויתאתמגדיר",פרופורציונלי"או,Pרכיב

α.פרופורציונלית:בזוויתהגלגליםאתמסובביםאנחנו = τ + 𝐶𝑇𝐸
יותר.מהירהתהיההתנודהאזנשנהאםלמשל τ = 0. 1 → 0. 3

המכונית.התנהגותעלביותרהישירהההשפעהאתישPלרכיב
רחוקההמכוניתאם-)CTE(הנתיבממרכזהמכוניתשללמרחק(ומנוגד)פרופורציונלילנווטלמכוניתגורםזה

מימין היא תנווט חזק לשמאל, אם היא מעט חורגת בשמאל היא תנווט מעט לימין.
.CTEל-ביחסההיגויזוויתשליותרמהירותלתגובותמביאיםשליותרגדוליםערכים● 𝑃

המכונית.שליותרגבוההמהירותעבורשליותרגבוהיםבערכיםלהשתמשצריךכלומר, 𝑃
.CTEל-ביחסההיגויזוויתשליותראיטיותלתגובותמביאיםשליותרקטניםערכים● 𝑃

כעת נשאל מה יקרה לרכב עכשיו בעזרת הזווית הזאת? (לרכב בציור למעלה):
בסופו של דבר נסובב את הגלגלים קצת יותר מדיהרכב יפספס את המטרה, הבעיה היא שלא משנה כמה קטן τ

באופן חורג מהנתיב הנכון.

למעלה?שהצגנו)1(מקרהאתלמנועדרךישהאם-שאלה
PD-Controlבשםשיטהבעזרת-כן

Dרכיב
המרכזי.מהקולחרוגPה-רכיבשלהנטייהאתנוגד",דיפרנציאליה"או,Dהרכיב

זה הרכיב הדיפרנציאלי של הבקר שעוזר לקחת נגזרת זמנית של שגיאה. משמעות הדבר היא שכאשר המכונית
.xה-צירדרךלחרוגלאיעזורזההשגיאה,אתלהפחיתכדימספיקהסתובבה

בסיבובים.לחרוגמבליחלקהבצורההמרכזלקולהתקרבלמכוניתיגרוםנכוןשמכווןDפרמטר
.DשליותרגבוהיםערכיםגםידרשוPשליותרגבוהיםערכים●

המרכזי.מהקולחרוגPה-רכיבשלהנטייהאתנוגדDהרכיבאחרות,במילים

P+Dשליטת

α =  − τ
𝑝

· 𝐶𝑇𝐸 − τ
𝑑

· 𝑑
𝑑𝑡( ) · 𝐶𝑇𝐸

כךמתמזערתשהטעותיביןהואטעותאתלמזערכדימספיקהסתובבשרכבשברגעזהאומרשזהמה 𝐶𝑇𝐸

τ.בעזרתלתיקוןבסיבובומתייצבהרכבאזהזמן,עםקטנהשהטעותשככל
𝑑

· 𝑑
𝑑𝑡( ) · 𝐶𝑇𝐸

דור עזריה
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הטיה שיטתית
לעיתים כשקונים רכב, קל לחשוב שהוא תקין והגלגלים בזווית מדויקת לכיוון הנכון. אך במציאות לפעמים

הגלגלים קצת חורגים מכיוונם. עבור בני אדם זה לא ממש משמעותי כי אנחנו מטבענו תמיד מתקנים עם ההגה
.חדשהלשגיאהיגרמוכאלהמקריםהרובוטי,במקרההבחנה.ללא 𝐶𝑇𝐸

Iרכיב
האמצע.לקולהגיעP+DמהבקרהמונעתCTEב-הטיהנוגד",אינטגרלה"או,Iהרכיב

הטיה זו יכולה ללבוש מספר צורות, כגון הטיה שיטתית של היגוי.
זה האינטגרל או סכום השגיאה להתמודד עם הטיות שיטתיות.

עקומות.סביבCTEה-להפחתתבמיוחדמשמשגםIה-רכיב●

PIDמימוש
אם אנחנו נוסעים ברכב בכיוון ישר ומתרחקים מהמסלול התקין שלנו, שנתרחק מהמסלול עם הזמן אנחנו לא

נוכל להתקרב למסלול. לכן, עם הזמן אנחנו נצטרך לשפר עוד ועוד את ההטייה של הרכב כדי לשמור על מסלול
תקין. כדי לתאר את הרווח של השיפור מהרכב למסלול הנכון עם הזמן נסמן פורמלית:

α =  − τ
𝑝

· 𝐶𝑇𝐸 − τ
𝑑

· 𝑑
𝑑𝑡( ) · 𝐶𝑇𝐸 − τ

𝐼
∑ 𝐶𝑇𝐸

שלו.הנכונהלצורההרובוטשלהתנועהאתיתקןהואהזמןעםגדלש:ככל● τ
𝐼

∑ 𝐶𝑇𝐸

α:נפרק את הנוסחא
(הפרופורציונליות)Pאתמתארהחלק● − τ

𝑝
· 𝐶𝑇𝐸

השונות.תנאיכלומרDאתמתארהחלק● − τ
𝑑

· 𝑑
𝑑𝑡( ) · 𝐶𝑇𝐸

אינטגרליות.כלומרIאתמתארהחלק● − τ
𝐼

∑ 𝐶𝑇𝐸

טוב מספיק?איך אפשר למצוא τ
.Twiddleאלגוריתםבעזרת
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Twiddleאלגוריתם
באלגוריתם זה נרצה אוסף של פרמטרים.

.ה-ממוצעאתלנולהחזירחייבשלנוהפונקציהזה,אתלעשותכדי 𝑟𝑢𝑛()𝐶𝑇𝐸
𝐶𝑇𝐸.ה-ממוצעאתלמזערכדיהאלגוריתםאתלממשנרצה

הפרמטרים.בשלושתתלוישלהפלטכזה,במקרה 𝑟𝑢𝑛()

Twiddle Algorithm

Twiddle():1:

p = [0,0,0]2:

dp = [1,1,1]3:

best_error = run(p)4:

while sum(dp) > 0.00001:5:

for i in range(len(p)):6:

p[i] += dp[i]7:

error = run(p)8:

if error < best_error:9:

best_error = error10:

dp[i] *= 1.111:

elif:12:

p[i] -= 2*dp[i]13:

else:14:

p[i] += dp[i]15:

dp[i] *= 0.916:

.dpב-הערכיםלפילמטהאולמעלהשלנוהפרמטריםאתנזיזבפרט,קואורדינטהלכל
.dpב-שלוהערךאתומעלהאותושומרהואיותר,טובפתרוןמוצאהואאם
.dpב-שלוהערךאתומורידהמקורילפתרוןחוזרהואיותר,טובפתרוןמוצאלאהואאם

מהגבול.יותרגדולdpשלהסכוםעודכלושובשובזהאתנבצעאנחנו
ברגע שהוא קטן מהגבול, זה אומר שאכן הגענו למתבקש.
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Twiddle Algorithm - קודהסבר

1:

:0.2ב-שמאותחליםשלנוtargetה-ערכי

:1.3עםעתהלעתאותםונאתחללחקורשנרצהפוטנציאליםשינוייםשלוקטור

עדשלנוביותרהטובההשגיאהאתלנויחזירוהואpהפרמטריםעםrunאתנריץ

עכשיו.
4:

שנגיעעדפעמיםכמהנריץלכןהשגיאה,אתלהקטיןכדיpאתלשנותנרצהאנחנו

לסף המוגדר.
5:

:6אנחנו עוברים ברצף על הפרמטרים האלה:

:dp7השינוייםוקטורבעזרתpאתלהגדילנרצה

:8הזההחדשpה-עבורחדשהשגיאהלחשב

:9אם השגיאה החדשה הזאת טובה יותר מהשגיאה הטובה ביותר שיש לנו ביד אז:

:10נעדכן את השגיאה הטובה ביותר שלנו.

:11נשנה את וקטור השינוי שלנו לערך גדול יותר

:12אחרת, כלומר אם לא קיבלנו שגיאה חדשה שטובה יותר מהקיימת אז:

ננסה בדרך אחרת בשביל לשפר את המצב, אנחנו נחסיר פעמיים כי הוספנו כבר
הנוכחי.במצבלנועזרלאשזהכברוראינו7בשורה

13:

:14אז:נופליםהתנאים2אם

:15שלוהמקורילערךpאתנחזיר

:16ונקטין את וקטור השינויי שלנו
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ניווט בתוך מבנים
(מתוך הרצאה משותפת עם המרצה בועז בן משה).

מהדברנולדזההלווין).(מיקוםבחללידועמיקוםבסיסעלהארץבכדורידועלאמיקוםלדעתלנועוזר 𝐺𝑃𝑆
ההפוך - ספוטניק.

טרנגולציה
משהו.ועודwifiלווין,-ביקוניםשלושהשיוצריםזוויתסמךעלנמצאאובייקטאיפהלדעתרוצים

זה סנסור קלאסי שמחשב את המרחק על סמך זווית ההחזרה מאובייקט (כשהוא קרוב הזווית מסוימת וכשהוא
רחוק הזווית אחרת).

טריאנגולציה
מחשב מרחק על סמך הזמן שלקח לו לקבל את הסיגנל ששלח בחזרה.

הבעיה עם זה שאם המהירות גבוהה מידי, למשל מהירות האור, והחיישן שלנו מפספס במעט - נאמר
מדויקיותרשעוןצריךיותרגבוההשהמהירותככלכלומרמטר).300(מאודגדולהתהיההטעותשנייה,מילי

(אבל זה לא באמת קורה במציאות).
הפתרון: אם ניקח שני לווינים לא מדויקים, הם יספיקו כדי לומר לנו איפה אנו נמצאים במימד אחד, בשני

מימדים - ארבעה לווינים, וזה מוגדר כמספר הלווינים שצריך כדי לשערך מיקום, ולא שלושה (למרות
שהמתמטיקה מספיקה גם איתם) כי יש את האלמנט של הזמן. כמובן שיש גבולות גזרה שאנו נמצאים על כדור

הארץ.

מסלול גאוסטציונרי
שמהירותהיאהזהלמרחקהסיבהגאוסטציונריבמסלולהארץכדורממרכזק"מאלף36כנמצאיםGPSלוויני

הסיבוב של הלווין מקביל למהירות הסיבוב של כדור הארץ.

DOPממד
DOPסוגים:2ל-זהאתלחלקגםאפשרשלנו,הדיוקלרמתמדדהוא
הרוחבי.בצדדיוקאיכלומר.1 𝑣 − 𝐷𝑂𝑃
האופקי.בצדדיוקאיכלומר.2 ℎ − 𝐷𝑂𝑃

קטן.DOPאוביותר,הגדולהנפחבעלתהיאיוצריםשהםשהפירמידהלוויניםלקחתצריך
.x,yה-מנתונימדויקיםפחותאינהרנטיתהם-בהגובהנתוני 𝐺𝑃𝑆
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Intersection Sphere
לחשבהאלוהנתוניםסמךעלרוציםואנחנומיקוםנתוניישiלוויןשלכללוויניםארבעהשישנניח (𝑥

𝑖
,  𝑦

𝑖
,  𝑧

𝑖
)

).wazeב-(למשלuserהשלאוהאובייקט,שלהמיקוםאת
יהיה לנו כאן סט של ארבע משוואות בארבעה נעלמים וזה ייתן לנו פתרון אחד.

--- להעתיק את המשוואות מהמצגת ---

יהיההקוויםביןשהמרחקזה-האופטימלילפתרוןלהגיעכדילוויניםביותרמשתמשיםwazeזאתבכל
לווינים.32ישהיוםלווינים.ארבעהלפחותהאופקמעללראותניתןזמןבכלבעולםמקוםמכלמינימלי.

-נוספותמערכות(ישהאלוהמערכותלכלכוללשלזההאמריקאית.המערכתזולסיכום,  𝐺𝑃𝑆 𝐺𝑁𝑆𝑆
אחרת.שידורבשיטתעובדתמערכתכל)נקראתהרוסיתהמערכתלמשל 𝐺𝐿𝑂𝑁𝐴𝑆𝑆

SA Selective Availability
אפשרשאיבכללמדויקלאמשהונתנוהפשוטולאזרח(הצבא)שרצולאנשיםרק-האתנתנובהתחלה 𝐺𝑃𝑆

לעבוד איתו. לאחר מכן הייתה נקודה בזמן שמשם כבר נתנו לכולם להשתמש בזה בצורה מדויקת, ורק מאז
היה אפשרי לעשות ניווט ברמה של לדעת לאיזה כיוון פונים (ימינה/ שמאלה) וכו'...

מורכבת.עצמההמערכתתדר.אותויש-הלווינילכלכלומר,שלבצורהעובד 𝐺𝑃𝑆𝐶𝐺𝑁𝐴𝐺𝑃𝑆
אותולקרואניתןיהיהלאשכברכךמסויםבתדררעששמים-קלזהלהרוס 𝐺𝑃𝑆

Multipath
ייתכן שעצמים על פני כדור הארץ יסתירו את הלווין.

שם.המרכזיתהבעיהוזוMultipath,שלתופעותבגללטובותפחותהרבההדיוקאורבנייםבאזוריםלכן
אם יש שני חיישנים שמחשבים את אותו הדבר ואחד דפוק בגלל שדות מגנטיים למשל, זה לא יעזור.

לעומת זאת אם הם מחשבים את זה בצורה שונה זה יעזור.

אפקט דופלר
משהו שמתקרב אלינו ייקלט כאילו התדר יותר גבוה ומשהו שמתרחק ייקלט כתדר נמוך, למרות שהתדר הוא כל

הזמן אותו הדבר. דוגמה טובה לכך היא אמבולנס עם סירנה שמתקרב אלינו ואז מתרחק, הסאונד משתנה עם
המרחק. זה נקרא אפקט דופלר.

Matchingבשםקונספטלפיעובדוויז MapאפליקצייתלאהיאוויזGPS,שעושהניווטאפליקצייתהיאאלא
מהפלאפונים.מגיעיםאשרמדויקיםממשלאGPSמנתונימדויקיםחישובים
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Matching Mapשוויזעדזמןהרבהשלוקחהסיבהזומפה.שישאיפהלמפהאותנו"מדביקה"שהוויזאומר
קולטת שיצאנו מכביש מסוים במקום להמשיך ישר כפי שהיא אמרה.

קואורדינטות
●ECEF-צירטוב.פחותהכיאךפשוטהכיzהדרומי,לקוטבהצפונימהקוטבהצירהואx-וyקועל

המיקוםאתמחשביםומשםהנקודההואהארץכדורשמרכזכךעלמסתמכיםהמשווה. (0, 0, 0) 
נוחשלאהיאכךעםהבעיהנתון.רגעבכלECEFאותויהיההארץבכדוראובייקטלכלולגובה.לרוחבלאורך
קוויעםעובדיםבד"כלכןישר.בקולמעלהבדיוקלאהואzכיהאלו,-x,y,zהעםלעבוד

אורך וקווי רוחב.
●Lat\Lon-גםתלוימשמעותי,משהואומריםרוחבקווירוחב.וקוויאורךלקוויהעולםאתמחלקים

יעבור0אורךשקוהחליטוסתם-משמעותימשהואומריםלאהאורךקוויאךוכד',השנהבעונות
בגריניץ. זה גם משפיע על השעות. קו אורך היה קשה לחישוב, כי צריך לצאת עם שעון מדויק מגריניץ

ולראות מה השעה שם לעומת השעה שיש לנו לפי השמש, כי לא היו שעונים מדויקים. לאחר שיצרו את
השעונים המדויקים כבר היה קל יותר לחשב אותם. גם כאן המספרים עובדים בזוויות, כלומר לא

מקבלים רק מספר במטרים מעל פני הים, אלא גם זווית. זה מה שהפלאפונים משתמשים בו בד"כ.
●UTM-בציר+1ישכאשרמאוד.נוחהקואורדינטותמערכתxצפונה,אחדמטרשהתקדמנואומרזה

אמיתי.במספראלאזווית,ללאהואכאןהנקודותבכלהגובהמזרחה…אחדמטראומרזהyבציר

GPSפרוטוקולי
1.NMEA-איטי.יחסיתאסקי.מעיןטקסטואלי,פרוטוקול
2.SiRF Binary to RINEX
3.Proprietary NMEA ST-Micro
4.)Android API (LAT/ LON, COG/ SOG

חסרפרמטרים:שלושהעם-GPSללעזוראפשר

הפעולהאופניחשוב),הוא(למה4הקסםמספרטריאנגולציה),(טרנגולציה,עובדGPSאיךחשובים:דברים
אותהלגזורולאלבדהמהירותאתלחשבלמשל-שונהבצורהשוניםנתוניםחישובשלהחשיבות,GPSשל

מהמיקום.

ניווט בתוך מבנים
עובד.תמידלאזהאבלהראוטרים.שלמיפויבעזרתwifiהיאמהןאחת-שיטותכמהלכךיש
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InDoor Positioning
רוצים לדעת איפה אנחנו נמצאים בתוך מבנה סגור (נניח קניון).

בסמארטפון יש כמה סנסורים שניתן להשתמש בהם:
מצלמה - אבל זו בעיה בגלל בעיות של פרטיות וכד.'●
●GPS-מבנים.בתוךטובעובדלאשהואהיאבוהבעיה
●wifi-הראוטרים.שלהמיקומיםאתלמפותלדעתצריךאבל
סלולר - ריבוי אנטנות. הבעיה היא שגובה מושפע מאוד מהקליטה.●
בלוטוס -●

לפעמים כשיש הרבה יותר משוואות מנעלמים זה פחות מדויק מאשר מספר קטן של משוואות.
רגילGPSמאשרמדויקכפחותהתגלהזמניתבולווינים-100מיותראחרישעוקבשמכשירהיאלכךדוגמה

(שמשתמש בארבעה לווינים בלבד).
(?).giroשלהחיבוראותם.לחברהואוהקושיסנסוריםהרבהיש

שאלות
הבאות.השאלותעלוענומשהבןפרופ׳שלהדיגיטליבקורס)sensors(השניהפרקאתראו

ברכב?אווירכריתלפתוחהאםלהחלטהאחראיםחיישניםאיזה-1שאלה
תאונהחיישןסוגיםמשניחיישניםהםברכבאווירכריתלפתוחהאםלהחלטההאחראיםהחיישנים-1תשובה

אלקטרוני אשר מזהה מצבי תאונה על פי מצבים מוגדרים ולרוב יהיה כלול:
חיישן שהוא מד תאוצה כאשר יש עליו תאוצה שלילית גבוהה אז הכריות אוויר ייפתחו.●
חיישן המודד את מהירות הגלגלים.●
חיישן המודד את מהירות הבלימה.●
חיישן הבודק האם המושב מאויש.●

לינארית?תאוצהחיישןלביןתאוצהחיישןביןההבדלמה-2שאלה
התאוצה:חיישניביןההבדלים-2תשובה
לא לינארי הוא שחיישן הכולל במדידות שלו את כוח הכבידה●
חיישן לינארי לא כולל את כוח הכבידה במדידות שלו.●

שלו?הממוצעתהרזולוציהמהי?optical-flowחיישןשלהעבודהעיקרוןמה-3שאלה
רבותתמונותשלניתוחלפימיקוםשלמדידההיאOptical-Flowהחיישןשלהעבודהעקרון-3תשובה
0.1הואהרזולוציהשלהממוצעבמרחב.שלוהמיקוםשינויאתלהבדיליודעהחיישןוכךהחיישןע"ישנלקחו

מילימטר.

דור עזריה

https://www.edx.org/course/autonomous-robots?index=product&queryID=6109126be7dbf0812d67a7c252ef4bad&position=1
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יוצר?שהואהאינטגרלאומרמה?gyroחיישןמודדמה-4שאלה
שלו.הזוויתיתהמהירותואתנמצא,הואבוהמכשירשלהאוריינטציהאתמודדהחיישן-4תשובה

האינטגרל של החיישן מספק לנו את האוריינטציה של המכשיר בו הוא נמצא, ואת המהירות הזוויתית שלו.

מגנטי.שדההמודדבחיישןהבעיותאתמנה-5שאלה
-5תשובה
שגיאות אשר מונעות שערוך התנהגות מדויק.●
מיקום החיישן בגוף המכשיר חשוב, אחרת נקבל תוצאות שגויות.●

מבנים?בתוךבניווטעוזרברומטרילחץאיך-6שאלה
(ברזולוציהקטןהברומטריהלחץבגובהשעוליםשככלכיווןמבניםבתוךבניווטעוזרברומטרילחץ-6תשובה

מאוד גבוהה – אפילו מילימטרים) ובכך נוכל לדעת את החיישן שלנו ביחס לנקודה מסוימת במרחב.

השלישי?מהדורgpsבלוויינימיוחדמה-7שאלה
-7תשובה
שנה.15שלחייםלתוחלתמיועדהלווין●
ביחס לדור הקודם מספק קליטה טובה יותר.●
נותן הספק יותר גבוה מהדורות הקודמים.●

חלאס.

דור עזריה


