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מוטיבציה
הכוח העיקרי של מחשב הוא היכולת לבצע את העיבוד של אינפורמציה שמגיעה כקלט,

לאינפורמציה שיוצאת כפלט.

כשנרצה לתאר דבר שכזה בצורה פורמאלית, אנחנו רוצים שזה יהיה פשוט ככל האפשר כי יש המון סוגים שונים
של אינפורמציה (מדיה, טקסט וכו').

כל הסוגים השונים של האינפורמציה בסופו של דבר מיוצגים במחשב באופן מאוד פשוט שהם ביטים
).1או0אושהיאבסיסיתמידע(יחידת

לכן אפשר לחשוב על כל המידע שיש במחשב כסדרות של אפסים ואחדות וזה האופן שבו אנחנו רוצים לחשוב
בקורס זה. כל המידע שאנו מתעסקים בו בקורס הולך להיות מיוצג על ידי סדרות של תווים כלשהם.

דור עזריה
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מבוא
הגדרה

ריקה.היא קבוצה סופית כלשהי ולאהמיוצגת כסיגמאאלפבית ∑

דוגמה
∑ = {1, 0} ∨  ∑ = {𝑎, 𝑏, 𝑐}

הגדרה
.ב-אלהאותיותנסמןולרובאותנקראאלפביתשלאיבר ∑σ ( 𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎) ,  τ (𝑡𝑎𝑢) ,  γ (𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎)

הגדרה
.מה-אותיותשלסופיתסדרההיאא"במעלwמילה ∑∑

דוגמה
כלומרביניהןפסיקיםללאאותיותנכתובעבורלמשל ∑ = {0, 1}

.𝑤 = 1010

הגדרה
היא קבוצה של מילים והיא יכולה להיות סופית או אינסופיתשפה

.Lבאותונסמנה

דוגמה
אוסופיתשפהלמשל 𝐿 = {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑎𝑏, 𝑏}𝐿 = {𝑎, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎,......}

שפה אינסופית.

הגדרה
∅.ומסומנת כךהשפה הריקהשפה ללא מילים נקראת

הגדרה
.ומסומנת באפסילון -המילה הריקה, המילה שאין בה אותיות נקראתלכל א"ב ∑ε

נקודות חשובות
∅כלומר המילה הריקה היא לא השפה הריקה.נציין ש-⦿ ≠ ε
.ולכןהריקההמילהשהיאאחת,מילהבהשיששפההיא⦿ 𝐿 = {ε}ε{ε} ≠ ∅
לא נמצאת בכל השפות.אזמאחר ו-⦿ ε ∉ ∅ε

דור עזריה
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הגדרה
בה.האותיותמספרוהואב-מסומןwמילהשלאורך 𝑤| |

דוגמה
. 01101| | = 5 ,  ε| | = 0,  𝑎| | = 1

הגדרה
.מסומןwבמילההאותשלהמופעיםמספראזמתוךאותותהאא"במעלמילהwתהי Σσ ∈ ΣΣσ#

σ
(𝑤)

דוגמה
.#

0
(01111) = 1,   #

1
(011111) = 5,   #

2
(0111) = 0

הגדרה

.שפת כל המילים מעל הא"בזה Σ*Σ

דוגמה

.הםואחדיםאפסיםשלהסופיותהסדרותכל Σ = {0, 1}Σ* = {ε,  0, 1, 01, 10,..., 1010,.......

טענה

אינסופית. Σ*

נקודות חשובות

נמצאות בה.כל המיליםמכיוון כיהמילה הריקה נמצאת בשפת כל המילים מעל האלפבית,⦿ ε ∈ Σ*

ורק למילה הריקה ובאלפבית יש רק אותיות).(אפסילון סימן שמור אךיכלול אתלאלעולםהאלפבית⦿ ε
,ℕוגםכאשראינסופיתמניהבתקבוצתהיא⦿ ℤ, ℚעוצמה.שוות ℵ

0
ℕ 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙| | = ℵ

0

.מהקבוצותומסומנתהרצףעוצמתנקראתמניהמבתהגדולהעוצמה⦿ ℵℝ,  𝑃(ℚ), 𝑃(ℤ), 𝑃(ℕ)

סופית.קבוצהמעלסופיותמסדרותמורכבתכוכביתסיגמא,שלהעוצמה⦿ Σ*| | = ℵ
0

דור עזריה
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.ולכןש-מתקייםLשפהלכל⦿ 𝐿 ⊆ Σ*𝐿| | ≤ ℵ
0

פעולות על מילים
הגדרה
𝑤מיליםשתיבהינתן

1
= σ

1
... σ

𝑛
  ∧ 𝑤

2
= τ

1
.... τ

𝑚

.להיותמוגדרשלהשרשור 𝑤
1

· 𝑤
2

𝑤
1

· 𝑤
2
: = σ

1
... σ

𝑛
· τ

1
.... τ

𝑚

כפל).(ולאהשרשורנקראהסימון⦿ 𝑤
1

· 𝑤
2

𝑤אבלש-ייתכן⦿
1

∈ 𝐿 ∧   𝑤
2

∈ 𝐿𝑤
1

· 𝑤
2

∉ 𝐿

.ש-למרותאבללמשל 𝐿 = {𝑎𝑎𝑏, 𝑏𝑏𝑎}𝑤
1

· 𝑤
2

∉ 𝐿𝑤
2

∈ 𝐿 ∧ 𝑤
1

∈ 𝐿

אבחנה
1.𝑤

1
· 𝑤

2| | = 𝑤
1| | + 𝑤

2| |
(אסוציאטיביות/קיבוציות).2 ⇐ 𝑤

1
· (𝑤

2
· 𝑤

3
) = (𝑤

1
· 𝑤

2
) · 𝑤

3

3.ε · 𝑤 = 𝑤 · ε = 𝑤
⇐(קומוטטיביות)לרוב.4 𝑤

1
· 𝑤

2
≠ 𝑤

2
· 𝑤

1

הגדרה
.wשלסיפאנקראתvו-wשלרישאנקראתuאזש-כךמילהwתהא 𝑤 = 𝑢 · 𝑣

הגדרה

𝑤𝑖.טבעי)i(פעמיםiעצמהעםשלהכשרשורמוגדרתwמילהשלחזקה = 𝑤 ·..... · 𝑤 ⇒ (𝑖 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠)

הגדרה רקורסיבית (פורמלית)

𝑖מתקייםעבור = 0𝑤0 = ε

𝑖מתקייםעבור > 0𝑤𝑖 = 𝑤 · 𝑤𝑖−1

אבחנה

𝑤1 = 𝑤1 · 𝑤0 = 𝑤 · ε = 𝑤

הגדרה

.ומתקייםמסומנתwשל)Reverse(ההיפוךמילה,תהי 𝑤 = 𝑎
1
.... 𝑎

𝑛
𝑤𝑅𝑤𝑅 = 𝑎

𝑛
 𝑎

𝑛−1
.... 𝑎

1

דור עזריה
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הגדרה רקורסיבית

אזאם 𝑤 = ε| | = 0𝑤𝑅 = 𝑤

.אזאם 𝑤| | ≠ 0𝑤𝑅 = 𝑎
𝑛
 ( 𝑎

1
.....  𝑎

𝑛−1
)𝑅

אבחנה

(𝑎𝑏𝑐)𝑅 = 𝑐(𝑎𝑏)𝑅 = 𝑐𝑏𝑎𝑅 = 𝑐𝑏𝑎ε𝑅 = 𝑐𝑏𝑎

פעולות על שפות

הגדרה
∑.מעלמיליםשלקבוצההיאהאלפביתמעלLשפה

ה-א"במעלשפותתהיינה 𝐿
1
, 𝐿

2
∑

𝐿:איחוד.1
1

∪ 𝐿
2

= {𝑤 :  𝑤 ∈ 𝐿
1

∨ 𝑤 ∈ 𝐿
2
}

𝐿:חיתוך.2
1

∩ 𝐿
2

= {𝑤 :  𝑤 ∈ 𝐿
1

∧ 𝑤 ∈ 𝐿
2
}

𝐿:שרשור.3
1

· 𝐿
2

= {𝑥 · 𝑦 :  𝑥 ∈ 𝐿
1

∧  𝑦 ∈ 𝐿
2
}

𝐿𝑅:היפוך.4 = {𝑤𝑅 :  𝑤 ∈ 𝐿}

𝐿.למשל = {𝑎𝑎𝑏 , 𝑏𝑎} ,  𝐿𝑅 = {𝑏𝑎𝑎,  𝑎𝑏}

𝐿𝑖:חזקה.5 = 𝐿 ·..... · 𝐿 ⇒ (𝑖 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠)

𝐿0.רקורסיבית:הגדרה = {ε} ,  𝐿𝑖 = 𝐿 · 𝐿𝑖−1

𝐿:משלים.6 = ∑ ⋆\ 𝐿

דוגמה
𝐿

1
= {ε, 0, 11} ,  𝐿

2
= {ε, 11}

 𝐿
1

· 𝐿
2

= {ε · ε,  ε · 11,  0 · ε,  0 · 11,  11 · ε,  11 · 11} = {ε, 11, 0, 011, 11, 1111}

𝐿שרשור
1

· 𝐿
2| | = 6 ⇒

𝐿כפל
1| | · 𝐿

2| | = 3 · 2 = 6 ⇒

אותו הדבר גם אם קיבלנו כאן אותו תוצאה!לאכפל ושרשור הם

טענה
𝐿 · ∅ = ∅ · 𝐿 = ∅

דור עזריה
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הוכחה
.ש-כךקיימתאזאם 𝑤 ∈ ∅ · 𝐿𝑥 ∈ ∅ ,  𝑦 ∈ 𝐿𝑤 = 𝑥 · 𝑦

סתירה.קיבלנוולכןהריקהבשפהאומילהאףקיימתלאכיש-ייתכןלאאבל 𝑥 ∈ ∅
.ולכןל-ששייכתwאיןלכן ∅ · 𝐿∅ · 𝐿 = ∅

∎

טענה
𝐿 · {ε} = {ε} · 𝐿 = 𝐿

הוכחה
לפיכלומר,לכןמכאן.ש-כךקיימותאזאם 𝑤 ∈ 𝐿 · {ε}𝑥 ∈ 𝐿,  𝑦 ∈ {ε}𝑤 = 𝑥 · 𝑦𝑦 = ε𝑤 = 𝑥 · ε

בדומה.מתקייםהשניבכיווןהכלה-.ולכןלכןהריקה,המילהעלהגדרה 𝑤 = 𝑥𝑤 ∈ 𝐿𝐿 · {ε} ⊆ 𝐿
∎

תכונות
.:אסוציאטיביות⦿ 𝐿

1
· (𝐿

2
· 𝐿

3
) = 𝐿

3
· (𝐿

1
· 𝐿

2
)

.:הפרש⦿ 𝐿
1
 \ 𝐿

2
 =  {𝑤 :  𝑤 ∈ 𝐿

1
∧ 𝑤 ∉ 𝐿

2
}

.:דיסריטיביות⦿ (𝐿
1

∪ 𝐿
2
) · 𝐿

3
= 𝐿

1
· 𝐿

3
∪ 𝐿

2
· 𝐿

3

הגדרה

⋆𝐿בתור:Lשלאיטרציה)/(סגור-קלייניהכוכביתפעולתאתנגדירLשפהלכל =
𝑖=0

∞

⋃ 𝐿𝑖 = 𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪..

⋆𝐿.למשל: = 𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪...... = {ε, 𝑎, 𝑎2,....}

.אזו-במקרה⦿ 𝐿 = ∑𝐿⋆ = 𝐿0 ∪ ∑ ∪ ∑ 1 ∪...... = ∑ ⋆

.ולכןתמידאזו-במקרה⦿ 𝐿 = ∅ ,  𝐿* = {ε}ε ∈ 𝐿*𝐿* ≠ ∅

.אבלש-יתכן⦿ 𝐿
1

≠ 𝐿
2

𝐿
1

* = 𝐿
2

*

εתמיד.⦿ ∈ 𝐿*

טענה

(𝐿*)* = 𝐿*

דור עזריה
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*(*𝐿)עזר)לצורךהוכחה-(לאכלליתהסתכלות =
𝑖=0

∞

⋃ (𝐿*)𝑖 =
𝑖=0

∞

⋃ (
𝑗=0

∞

⋃ 𝐿𝑗)𝑖 =?

הוכחה נראה הכלה דו-כיוונית:

).האינסופיבאיחודמופיעהה-(עבורכוכביתשלהגדרהלפי- ⇐ 𝐿* ⊆ (𝐿*)*𝑖 = 1𝐿*

𝑖=0

∞

⋃ (𝐿*)𝑖

.ש-כךטבעיkקייםהאיטרציה,הגדרתלפי.תהי- ⇐ (𝐿*)* ⊆ 𝐿*𝑤 ∈ (𝐿*)*𝑤 ∈ (𝐿*)𝑘

.ש-כךקיימות,כלומר 𝑤
1
,...., 𝑤

𝑘
∈ 𝐿*𝑤 = 𝑤

1
·..... · 𝑤

𝑘

ש-כךקיימותלכן,ש-מתקייםלכל 𝑤
𝑖

𝑤
𝑖

∈ 𝐿*𝑦
𝑖1

, 𝑦
𝑖2

,...., 𝑦
𝑖𝑙

𝑖

∈ 𝐿𝑤
𝑖

= 𝑦
𝑖1

· 𝑦
𝑖2

·.... · 𝑦
𝑖𝑙

𝑖

(𝑤
𝑖

∈ 𝐿
𝑙

𝑖 =)

𝑤קיבלנוולכן = 𝑤
1

· 𝑤
2

·.... · 𝑤
𝑘

= (𝑦
11

·.. · 𝑦
1𝑙

1

) · (𝑦
21

·.. · 𝑦
2𝑙

2

) ·.... · (𝑦
𝑘1

·... · 𝑦
𝑘𝑙

𝑘

) =

.אזולכן,קיבוציות,ולפי 𝑤 = 𝑦
11

·... · 𝑦
𝑙

1

·.. · 𝑦
𝑘1

·... · 𝑦
𝑘𝑙

𝑘

𝑤 ∈ 𝐿𝑖=1

𝑘

∑ 𝑙
𝑖

𝑤 ∈ 𝐿*

∎

הגדרה

).0מ-ולא1מ-מתחילiה-(כאן.כך:מוגדר,המסומן,Lשלהחיוביסגור-קלייני 𝐿+𝐿+ =
𝑖=1

∞

⋃ 𝐿𝑖

.מתקייםLשפהשלכללבנשים.Lשלעותקיםיותראואחדשלשרשורמציינת 𝐿+ε ∈ 𝐿*

ε.שמתקייםלהוכיחאפשרכן,כמו ∈ 𝐿+ ⇔ ε ∈ 𝐿

דוגמאות
?abברצףמתחילהמילהשכלכךמעלהמיליםכלשפתמהי⦿ ∑ = {𝑎, 𝑏}

{𝑎𝑏}.:נשרשרלכן · ∑ *

?abאת-שמכילותמעלהמיליםכלשפתמהי⦿ ∑ = {𝑎, 𝑏}

* ∑.לכן: · {𝑎𝑏} · ∑ *

זוגי?באורךמעלהמיליםכלשפתמהי⦿ ∑ = {𝑎}

.
𝑖=0

∞

⋃ {𝑎}2𝑖 = {𝑎𝑎}* =
𝑗=0

∞

⋃ {𝑎𝑎}𝑗

דור עזריה
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אי-זוגי?באורךמעלהמיליםכלשפתמהי⦿ ∑ = {𝑎}

.∑ * \{𝑎𝑎}* = {𝑎} · {𝑎𝑎}* = {𝑎} ·
𝑖=0

∞

⋃ {𝑎𝑎}𝑖 =
𝑖=0

∞

⋃ {𝑎}2𝑖+1

.לעשותולאהסתםמןלעשותלאאי-זוגייםעבורנפוצותטעויות {𝑎𝑎𝑎}*{𝑎}*

בלבד?אחדaשמכילותמעלהמיליםכלשפתמהי⦿ ∑ = {𝑎, 𝑏}

.{𝑏}* · {𝑎} · {𝑏}*

?bbולאabשמכילותמעלהמיליםכלשפתמהי⦿ ∑ = {𝑎, 𝑏}

(∑ * · {𝑎𝑏} · ∑ *) \  (∑ * · {𝑏𝑏} · ∑ *)

תרגיל
.Σהא"במעלכלשהןשפותותהיינהכלשהו,א"בΣיהי 𝐿

1
, 𝐿

2
, 𝐿

עבור כל אחת מהטענות הבאות, קבעו האם מתקיים שוויון, או שמתקיימת הכלה בכיוון אחד בלבד, או שלא
מתקיימת הכלה באף כיוון. עבור כל טענה של שוויון או הכלה עליכם להוכיח את תשובתכם.

עבור כל טענה שאין הכלה, יש לספק דוגמה נגדית.

𝐿)א. ∪ {ε})* = 𝐿*

*𝐿ב. = (𝐿+)+

𝐿)ג.
1

∪ 𝐿
2
)* = (𝐿

1
* · 𝐿

2
*)*

*Σ ד. =  Σ* ·  Σ*

פתרון
א. הוכחה:

(𝐿 ∪ {ε})* =
𝑖=0

∞

⋃ (𝐿 ∪ {ε})𝑖 =
𝑖=0

∞

⋃ (𝐿 ∪ 𝐿0)𝑖 = 𝐿0 ∪
𝑖=1

∞

⋃ (𝐿 − 𝐿0)𝑖 =

= 𝐿0 ∪
𝑖=1

∞

⋃ (𝐿 − {ε})𝑖 = 𝐿0 ∪ (𝐿 − {ε})+ = 𝐿0 ∪ 𝐿+ = 𝐿*

∎

דור עזריה
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+(+𝐿):צדב. ⊆ 𝐿*

𝑤 ∈ (𝐿+)+ ⇒ 𝑤 ∈ (
𝑖=1

∞

⋃ 𝐿𝑖)+ ⇒ 𝑤 ∈
𝑗=1

∞

⋃ (
𝑖=1

∞

⋃ 𝐿𝑖)  𝑗 ⇒ ∀𝑘 ≥ 1 : 𝑘 = 𝑖 + 𝑗 ⇒

⇒ 𝑤 ∈
𝑘=1

∞

⋃ 𝐿𝑘 ⇒ 𝑤 ∈
𝑘=0

∞

⋃ 𝐿𝑘 ⇒ 𝑤 ∈ 𝐿*

.אבל-הגדרהלפיכימאחרוזאתבהכרחמתקייםלאהשניהצד ε ∈ 𝐿*ε ∉ (𝐿+)+

ג. נוכיח באמצעות הכלה דו-כיוונית.

𝑤 ∈ (𝐿
1

∪ 𝐿
2
)* ⇔ 𝑤 ∈ (𝐿

1
· {ε} ∪ {ε} · 𝐿

2
)* ⇔ 𝑤 ∈ (𝐿

1
· 𝐿

2
0 ∪ 𝐿

1
0 · 𝐿

2
)* ⇔

⇔ 𝑤 ∈ (𝐿
1
* · 𝐿

2
* ∪ 𝐿

1
* · 𝐿

2
*) * ⇔ 𝑤 ∈ (𝐿

1
* · 𝐿

2
*) *

∎

ד. הוכחה:

𝑤 ∈ Σ* ⇔ ∃ 𝑘 ∈ ℕ :  𝑤 ∈ Σ𝑘 ⇔

⇔ ∃ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ: 𝑘 = 𝑖 + 𝑗 ∧  𝑤 ∈ Σ𝑖 · Σ𝑗 ⇔ 𝑤 ∈ Σ* · Σ*

∎

)DFA(דטרמיניסטיסופיאוטומט

הגדרה
Deterministicבאנגליתאודטרמיניסטיסופיאוטומט Finite Automatonלמילים,שמגיבמתמטימודלהוא

כלומר למחרוזות סופיות כקלט.
האוטומט מחזיר בתור פלט כן או לא על כל מילה באלפבית.

האוטומט "מזהה" שפות פורמליות, כלומר האוטומט יכול לזהות אם מילה היא בשפה הנתונה או לא.
האוטומט מורכב מ-

סרט - (שבו רשום הקלט , בכל תא בסרט כתובה אות אחת)..1
ראש קורא - (אפשר להסתכל עליו בתור "פוינטר" על כל תא בסרט)..2
בקרה מרכזית / מכונת מצבים - ("האלגוריתם" - מוגבל מאוד)..3
פלט..4

𝐴חמישיה:הואדטרמיניסטיסופיאוטומט = (𝑄, ∑, 𝑞
0
, δ, 𝐹)

דור עזריה
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⦿Q-מצבים.שלסופיתקבוצה
קלטים).- אלפבית כלשהו. (איזה אותיות עשויות להגיע בתור⦿ ∑
ריקה).לאהיאQש-מבטיחזהבפרט(התחלתי"."מצב-⦿ 𝑞

0
∈ 𝑄

מקבלים"."מצבים-⦿ 𝐹 ⊆ 𝑄
.המוגדרתמעברים""פונקציית-⦿ δδ:  𝑄 𝑥 ∑ → 𝑄

באמצעות טבלה.לרוב נוח לתאר את δ

דוגמה

∑ = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝐿 = {𝑤 :  #
𝑎
(𝑤) ≥ 2}

𝑄 =  { 𝑞
0
,  𝑞

1
,  𝑞

2
}

𝐹 =  {𝑞
2

}

בטבלה:נתאר את פונקציית המעברים δ

a b c

𝑞
0

𝑞
1

𝑞
0

𝑞
0

𝑞
1

𝑞
2

𝑞
1

𝑞
1

𝑞
2

𝑞
2

𝑞
2

𝑞
2

δ(𝑞.כלהםהאוטומטבגרףעצמייםחוגים⦿
𝑖
, σ) = 𝑞

𝑖

עצמי.חוגהואלמעלההטבלהעבורלדוגמה δ(𝑞
0
, 𝑐) = 𝑞

0

:אוטומטשלגרפיבתיאורנתבונן,יהי ∑ = {0, 1}𝐴
0

דור עזריה
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.1באותומסתיימותשמתחילותמיליםורקאךמקבלאוטומט 𝐴
0

".מלכודת"מצבמכונהכזהמצב-יותרממנויוצאולאלמצבהאוטומטעובר,0באותמתחילההמילהאם 𝑞
3

-"מקבל"מצבנקראב-בנמצאהכפולהעיגול 𝑞
1

כלומר אם המצב האחרון שאליו הגיע האוטומט לאחר סיום קריאת מילת הקלט הינו מצב מקבל, אז אומרים כי
האוטומט קיבל את מילת הקלט;

אחרת - דחה האוטומט את מילת הקלט.
".מתנדנד"נקראל-ביןהמעברים 𝑞

1
𝑞

2

תרגיל
Let

 𝐿 = {𝑤 ∈ {0, 1, 2}*:  𝑤 𝑖𝑠 𝑎 𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑟𝑦 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑎𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑖𝑠 𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑜𝑓 5}
.
Give a DFA ( Deterministic Finite Automaton) for L.

פתרון
3בבסיסהמיוצגמספרהואהטרינריהמספר},0,1{המספריםעבור2בבסיסהמיוצגבינארילמספרבדומה

בלבד.}0,1,2{המספריםקבוצתעבור
המרת מספר זה לייצוג עשרוני מתבצע כך לדוגמה:

(0212)
3

= 0 · 27 + 2 · 9 + 1 · 3 + 2 · 1 =  (23)
10

.5שלהכפולותשהםהמחרוזותאתלקבלצריכיםאנו
נעזר באריתמטיקה מודולרית.- תמיד שנפגוש תרגיל עם תנאי של כפולה של מספר כלשהו,טיפ

מהאפשרויות,אחדכלעבורמצביםלייצרהואלעשותצריכיםשאנומהDFAלייצגמתבקשכאשר
4או,0,1,2,3כלשהי,שאריתנקבל5ב-שנחלקפעםבכל:מקרים5ישנםזה,תרגילשלמקרהעבור

והם כל האפשרויות שלנו ולכן ניצור מצב עבור כל אחד מהאפשרויות האלה.
.5שלכפולהאכןהמספרכלומרטובבמקרהאנואז0שאריתוקיבלנובמידה

טבלה לנוחות הפתרון עבור שרטוטי המעברים והמצבים:

חישובביצוע

⇒ 𝑞
0
 ,  𝐵/𝑐 3 · 0 + 0 = 0

⇒ 𝑞
1
 ,  𝐵/𝑐 3 · 0 + 1 = 1

⇒ 𝑞
2
 ,  𝐵/𝑐 3 · 0 + 2 = 2

3 · 𝑞
0

+ 1

3 · 𝑞
0

+ 2

⇒ 𝑞
3
 ,  𝐵/𝑐 3 · 1 + 0 = 3

⇒ 𝑞
4
 ,  𝐵/𝑐 3 · 1 + 1 = 4

⇒ 𝑞
0
 ,  𝐵/𝑐 3 · 1 + 2 = 5

3 · 𝑞
1

+ 1

3 · 𝑞
1

+ 2

דור עזריה
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⇒ 𝑞
1
 ,  𝐵/𝑐 3 · 2 + 0 = 6 →5 + 1

⇒ 𝑞
2
 ,  𝐵/𝑐 3 · 2 + 1 = 7→5 + 2

⇒ 𝑞
3
 ,  𝐵/𝑐 3 · 2 + 2 = 8→5 + 3

3 · 𝑞
2

+ 1

3 · 𝑞
2

+ 2

⇒ 𝑞
4
 ,  𝐵/𝑐 3 · 3 + 0 = 9→5 + 4

⇒ 𝑞
0
 ,  𝐵/𝑐 3 · 3 + 1 = 10→5 + 5

⇒ 𝑞
1
 ,  𝐵/𝑐 3 · 3 + 2 = 11→5 + 1

3 · 𝑞
3

+ 1

3 · 𝑞
3

+ 2

⇒ 𝑞
2
 ,  𝐵/𝑐 3 · 4 + 0 = 12→5 + 5

⇒ 𝑞
3
 ,  𝐵/𝑐 3 · 4 + 1 = 13→5 + 5

⇒ 𝑞
4
 ,  𝐵/𝑐 3 · 4 + 2 = 14→5 + 5

3 · 𝑞
4

+ 1

3 · 𝑞
4

+ 2

תרגיל
אי-זוגי.bה-ומספרזוגיaה-שמספרכךמעלהמיליםכלשפת {𝑎, 𝑏}

תרגיל
.8ל-שווהבמילההספרותשסכוםכךמעלהמיליםכלשפת {0, 1, 2}

תרגיל
שארית.ללא6ב-מתחלקתבמילההספרותשמכפלתכךמעלהמיליםכלשפת {2, 3, 4, 5, 6, 7}

דור עזריה
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הגדרה

δשלוהמורחבתהמעבריםפונקציתאתנגדירAאוטומטבהינתן
𝐴

: 𝑄 𝑥 ∑* → 𝑄

באופן אינדוקטיבי:

δ
𝐴

(𝑞, ε) ≝ 𝑞

δ
𝐴

(𝑞, 𝑤 · σ) ≝ δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑤), σ)

טענה

ש-כךולכלשלכלמתקייםAאס"דעבור 𝑞 ∈ 𝑄
𝐴

𝑥, 𝑦 ∈ ∑*
𝐴

δ
𝐴

(𝑞, 𝑥 · 𝑦) = δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑥), 𝑦)

הוכחה
.עלבאינדוקציההטענהאתנוכיח 𝑦| |

.מתקיים:,עבורכלומר,עבור:בסיס 𝑦| | = 0𝑦 = εδ
𝐴

(𝑞, 𝑥 · ε) = δ
𝐴

(𝑞, 𝑥) = δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑥), ε)

.לכלנכונהשהטענהנוכיח,כלעבורנכונהשהטענהנניח:הנחה 𝑦| | = 𝑛 ≥ 1𝑦| | = 𝑛 + 1
כאשרהבאה:בצורההמילהאתנפרק,ש:כךyמילהתהי:צעד 𝑦| | = 𝑛 + 1𝑦 = 𝑡 · σ𝑡| | = 𝑛

).יחיד(תווגםכלומר 𝑡 ∈ Σ*σ ∈ Σσ| | = 1

δ
𝐴

(𝑞, 𝑥 · 𝑦) = δ
𝐴

(𝑞, 𝑥 · 𝑡 · σ) = δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑥 · 𝑡), σ) = δ
𝐴

(δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑥), 𝑡), σ) =

= δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑥), 𝑡 · σ) = δ
𝐴

(δ
𝐴

(𝑞, 𝑥), 𝑦)

∎

הערה
מקבל.מצבהואההתחלתיהמצבאםורקאם⦿ ε ∈ 𝐿(𝐴)
.qנתוןמצבעבור-שפתעללדברנוחלעיתים⦿ 𝐿(𝑞)

דור עזריה
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,qנתוןלמצבההתחלתימהמצבAהאס"דאתהמביאותהמיליםשפתהיאזושפה 𝑞
0𝐴

𝑞נגדיר:עבור-כלומרמקבל,מצבבהכרחלאqכאשר ∈ 𝑄
𝐴

𝐿(𝑞) = {𝑥: 𝑥 ∈ ∑*
𝐴

, δ
𝐴

(𝑞
0𝐴

, 𝑥) = 𝑞}

הגדרה
הבאה:בצורההאוטומטשפתאתנגדירAאוטומטבהינתן

𝐿(𝐴) ≝ { 𝑤 ∈ ∑* :  δ (𝑞
0
,  𝑤) ∈ 𝐹

𝐴
}

הגדרה
הבאה:בצורהqהמצבשפתאתנגדירכלשהוומצבAאוטומטבהינתן 𝑞 ∈ 𝑄

𝐴

𝐿(𝑞) ≝ { 𝑤 ∈ ∑* :  δ (𝑞
0
,  𝑤) = 𝑞}

= 𝐿(𝐴).כילהגדירניתןכעת  
𝑞 ∈ 𝐹

𝐴

⋃ 𝐿(𝑞)

דוגמה להוכחת שפת האוטומט
𝐿(𝐴) =  { 𝑤 :  𝑤| | 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛 }

המתוארת,השפההיאAהאוטומטששפתלהוכיחכדי
נוח להגדיר שתי שפות:

𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛 

=  { 𝑤 ∈ ∑*  :  𝑤| |𝑚𝑜𝑑 2 = 0 }

𝐿
𝑜𝑑𝑑 

=  { 𝑤 ∈ ∑*  :  𝑤| |𝑚𝑜𝑑 2 =  1}

מתקיים/ להתקבל או במילים אחרות לכלבאיור מוגדר כך שכל תו באלפבית יכול להשלחה- ∑σ ∈ ∑

.וגם δ
𝐴

(𝑞
0
 ,  σ) =  𝑞

1
δ

𝐴
(𝑞

1
 ,  σ) =  𝑞

0
∈ 𝐹

𝐴

דור עזריה
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טענה
]1[ 𝐿(𝐴) = 𝐿

𝑒𝑣𝑒𝑛

הוכחה

*∑.נוכיח באינדוקציה על מבנה

.ש-להראותעלינו)ש-(במקרה:האינדוקציהבסיס☜ 𝑤 = εε ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

⇔ ε ∈ 𝐿(𝐴)

ε ∈ 𝐿(𝐴) ⇔ δ
𝐴

(𝑞
0
, ε) ∈ 𝐹

𝐴
⇔ 𝑞

0
∈ 𝐹

𝐴

.אזי(זוגי)0באורךכלומרהריקההמילההיאו-ומאחר εε ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

ולכן הוכחנו את מקרה הבסיס.

𝑤.עבורונוכיחwעבורנכונההטענהכינניח]2[:האינדוקציהצעד☜ · σ

מתקיים:כלומר]3[לכןכינניח:א'כיוון⇚ 𝑤 · σ ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

𝑤 ∈ 𝐿
𝑜𝑑𝑑

𝑤 ∈ 𝐿
𝑜𝑑𝑑

⇒ δ
𝐴

(𝑞
0
, 𝑤) = 𝑞

1
⇒ δ

𝐴
(𝑞

0
, 𝑤 · σ) ≝ δ

𝐴
(δ

𝐴
(𝑞

0
, 𝑤), σ) = δ

𝐴
(𝑞

1
, σ) = 𝑞

0

𝑤כמבוקש.קיבלנוולכן · σ ∈ 𝐿(𝑞
0
)

.שונוכיחכלומר,כינניח:ב'כיוון⇛ 𝑤 · σ ∈ 𝐿(𝑞
0
)δ

𝐴
(𝑞

0
, 𝑤 · σ) = 𝑞

0
𝑤 · σ ∈ 𝐿

𝑒𝑣𝑒𝑛

δ
𝐴

(𝑞
0
, 𝑤 · σ) = 𝑞

0
⇒ δ(δ (𝑞

0
, 𝑤), σ) = 𝑞

0
⇒ [4] ⇒ δ (𝑞

0
, 𝑤) = 𝑞

1
⇒

⇒ δ(𝑞
1
, σ) = 𝑞

0
⇒ [5] ⇒ 𝑤 ∈ 𝐿

𝑜𝑑𝑑
⇒ 𝑤 · σ ∈ 𝐿

𝑒𝑣𝑒𝑛

𝑤.ש-הוכחנוולכן ∈ 𝐿(𝑞
0
) ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿

𝑒𝑣𝑒𝑛

∎

.]6[דומהעבורההוכחה 𝑤 ∈ 𝐿(𝑞
1
) ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿

𝑜𝑑𝑑

𝑤.כלומרקבוצותשלדו-כיווניתהכלהבשיטתנוכיחזהשוויוןלהוכיחכדי]1[ ∈ 𝐿(𝐴) ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

.ש-להוכיחנרצהההנחהלפי]2[ 𝑤 ∈ 𝐿(𝐴) ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

𝑤 · σ ∈ 𝐿(𝐴) ⇔ 𝑤 · σ ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

ההנחה.אתלחזקצריכיםאנוולכןש-הנחנוהריכיחזקהמספיקלאשלנוהאינדוקציההנחת]3[ 𝑤 ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

.וגםהטענהאתנשנהלכן 𝑤 ∈ 𝐿(𝑞
0
) ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿

𝑒𝑣𝑒𝑛
𝑤 ∈ 𝐿(𝑞

1
) ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿

𝑜𝑑𝑑

אי-זוגי.באורךהואכיברוראזזוגי,באורךאםבנוסף, 𝑤 · σ| | = 𝑛𝑤| | = 𝑛 − 1
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.ממצבלמצבנגיעהאוטומטמבנהעל-פי]4[ 𝑞
0

𝑞
1

𝑤.ש-מידלהסיקנוכלאזאי-זוגימאורךהואwאםהאינדוקציההנחתלפי]5[ · σ ∈ 𝐿
𝑒𝑣𝑒𝑛

וכו'...צעד,…בסיס]6[ 𝑤| | = 1𝑤 · σ ∈ 𝐿
𝑜𝑑𝑑

תרגיל
𝑎𝑏.המכילותהמיליםכלשפתהיאהאוטומטששפתהוכח

פתרון
לפני ההוכחה "נכין את השטח", כלומר נצייר לנו

אוטומט שמקיים את השפה הזו וננסה להבין איזה
להוכחה.לנותתאיםwמילהשלצורה

להיות:wאתנציג,abהרצףאתתכילשמילהכדי
.ש-נוכיחאנחנוכלומר,,ש-להוכיחנרצה. 𝑤 = 𝑥 · 𝑎𝑏 · 𝑦𝐿(𝐴) = 𝐿𝑤 ∈ 𝐿 ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿(𝐴)

הוכחה

.ש-כךהבא:באופןwשלהפירוקאתנציג:א'כיוון⇚ 𝑤 = 𝑥 · 𝑎𝑏 · 𝑦𝑥, 𝑦 ∈ Σ*

,ש-להוכיחנרצה,abהרצףאתהמכילהמילהש-נניח 𝑤 ∈ 𝐿𝑤 ∈ 𝐿(𝐴)
כלומר נוכיח שהמילה שייכת לשפת האוטומט.

,wהמילהאתשבוניםהערכיםכלעבור,Aהאוטומטשלהמעבריםפונקציתלפי

הפונקציהעםלכלהבאיםלמצביםמהמעבראחדכלאתנבדוק 0 ≤ 𝑖 ≤ 2δ(𝑞
0
, 𝑤) = 𝑞

𝑖

.

.aלאשהואתומכלבנויהxש-כךכאשרנקבלמצבעבור 𝑞
0

δ(𝑞
0
, 𝑥) = 𝑞

0

.כאשרנקבלמצבעבור 𝑞
1

δ(𝑞
0
, 𝑥 · 𝑎) = 𝑞

1

.כאשרנקבלמצבעבור 𝑞
2

δ(𝑞
0
, 𝑥 · 𝑎𝑏) = 𝑞

2

ולכן לפי פונקציית המעברים נקבל ש:

δ(𝑞
0
, 𝑤) = δ(𝑞

0
, 𝑥 · 𝑎𝑏 · 𝑦) = δ(δ(𝑞

0
, 𝑥 · 𝑎𝑏), 𝑦) = δ(𝑞

2
, 𝑦) = 𝑞

2
∈ 𝐹

𝐴

𝑤.ולכן ∈ 𝐿(𝐴)

.כלומר,שנניח:ב'כיוון⇛ 𝑤 ∈ 𝐿(𝐴)δ(𝑞
0
, 𝑤) = 𝑞

2
∈ 𝐹

𝐴

.abהרצףאתמכילהwשהמילהנראהכלומרש-נוכיח 𝑤 ∈ 𝐿

דור עזריה
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:עלבאינדוקציהזוטענהנוכיח.abהרצףאתמכילהwאזאם-טענה δ(𝑞
0
, 𝑤) = 𝑞

2
𝑤| |

.כלומרריק:באופןמתקיימתהטענה:האינדוקציהבסיס☜ 𝑤 = ε𝑤| | = 0
כאשרתהא,לכלנכונהשהטענהנניח:האינדוקציהצעד☜ 𝑤| | = 𝑛 ≥ 0𝑤| | = 𝑛 + 1

.וגםעבורש-כךהבאהבצורהwאתנפרק, δ(𝑞
0
, 𝑤) = 𝑞

2
𝑤 = 𝑡 · σ𝑡 ∈ Σ*σ ∈ Σ

עצמה.wגםולכןabהרצףאתמכילהtאזהאינדוקציה,אםהנחתלפי δ(𝑞
0
, 𝑡) = 𝑞

2

מקבללמצבונעבוראזו-ומאחרהאוטומט,מבנהלפי δ(𝑞
0
, 𝑡) = 𝑞

1
𝑤 ∈ 𝐿(𝐴)σ = 𝑏

.abהרצףאתמכילהwהאינדוקציה,הנחתולפי, δ(𝑞
0
, 𝑡 · σ) = 𝑞

2

𝑤.ולכן ∈ 𝐿

∎

שפות רגולריות

הגדרה
𝐿(𝐴).שמתקייםכךAדטרמיניסטיסופיאוטומטקייםאםרגולריתשפהנקראתLשפה = 𝐿

הגדרה

מחלקת השפות הרגולריות.נקראאוסף כל השפות הרגולריות מעל אלפבית נתון ∑

שאלה
האם יש שפות לא רגולריות?

תשובה
אם יש לנו רק מספר בן מניה של אוטומטים סופיים דטרמיניסטים וכל אוטומט מקבל רק שפה אחת אז יש רק

מספר בן מניה של שפות רגולריות ויש מספר לא בן מניה של שפות בכלל.
רגולריות.שכמעט כל השפות לאאז לא רק שיש שפות לא רגולריות אלא

טענה
ישנן שפות לא רגולריות

הוכחה
אוטומט סופי דטרמיניסטי מקבל שפה אחת ויחידה.

האס"ד-ים.עוצמת קבוצת כללכן עוצמת קבוצת השפות הרגולריות ≥

דור עזריה
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𝐴סופית:סדרהכעלאס"דכלעללהסתכלאפשר = (𝑄, ∑, 𝑞
0
, δ, 𝐹)

,∑.סימנים:שלסופימספרעם 𝑞
0
, δ, 𝐹

א.-מניהבתהיאסימניםשלסופימספרעםהסופיותהסדרותקבוצתעוצמת
𝑜

א.הרגולריותהשפותקבוצתעוצמתלכן
𝑜

≥

מהי עוצמת קבוצת השפות (כלשהן) ?

.ש-לנוידועוגםכישפהשלהגדרהלפילנוידוע 𝐿 ⊆ ∑*∑*| | = א
𝑜

).שלהקבוצותתתי(כלכלומרשלהחזקהלקבוצתשווהנתון,מעלהשפותקבוצתאז ∑∑*𝑃(Σ*)∑*

כלליבאופןשפותלנוישכלומרש-הקבוצותמתורתלנוידוע 𝑃(∑*)| | = 2 ∑*| | = 2
א

𝑜 > א
𝑜

2
א

𝑜

רגולריות.שפותרקויש א
𝑜

∎

טענה

רגולרית.לאהשפה 𝐿 = {𝑎𝑖 · 𝑏𝑖: 𝑖 ≥ 0}

הוכחה

.ש-כךאוטומטקייםכיבשלילהנניח 𝐴 = (𝑄, ∑ , 𝑞
0
, δ, 𝐹)𝐿(𝐴) = 𝐿

.ש-כךהמצביםבסדרתנתבונן 𝑞
0
, 𝑞

1
,...𝑞

𝑖
= δ(𝑞

0
, 𝑎𝑖)

כלומרש-כךקיימיםאזאינסופי,הסדרהואורךסופיהמצביםשמספרכיוון 𝑖 < 𝑗𝑞
𝑖

= 𝑞
𝑗

כי:נקבלהשרשורתכונותועל-פי δ(𝑞
0
, 𝑎𝑖) = δ(𝑞

0
, 𝑎𝑗)

δ(𝑞
0
, 𝑎𝑖 · 𝑏𝑖) = δ(δ(𝑞

0
, 𝑎𝑖),  𝑏𝑖) = δ(δ(𝑞

0
, 𝑎𝑗), 𝑏𝑖) = δ(𝑞

0
,  𝑎𝑗 · 𝑏𝑖)

הנ"ל.לשוויוןבסתירה.ו-אבל δ(𝑞
0
, 𝑎𝑖 · 𝑏𝑖) ∈ 𝐹

𝐴
δ(𝑞

0
, 𝑎𝑗 · 𝑏𝑖) ∉ 𝐹

𝐴

∎

⦿ תמיד כשנרצה להוכיח ששפה כלשהי לא רגולרית, נוכיח בשלילה שהיא כן רגולרית.
אבל איזו שפה היא כן שפה רגולרית?

טענה
היא  רגולרית.השפה הריקה ∅

דור עזריה
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הוכחה
שפה זו מתקבלת על-ידי כל אוטומט סופי דטרמיניסטי חסר מצבים

מקבלים.
∎

טענה

היא שפה רגולרית. ∑*

הוכחה
כך:נתוןהגרפישתיאורו,Aבאוטומטנתבונן

∎

טענה
רגולרית.שפההיא,בלבד,הריקההמילהאתהמכילההשפה 𝐿 = {ε}

הוכחה
תיאור גרפי של אוטומט המקבל שפה זו:

∎

טענה
רגולרית.שפההיאהשפהלכל α ∈ ∑𝐿

𝑎
= {𝑎}

הוכחה
נראה תיאור גרפי של אוטומט המקבל את השפה הזאת:

∎

טענה

רגולרית.שפההיא,אחתמילההואבההיחידשהאיברהשפה,לכל 𝑤 ∈ ∑*{𝑤}

הסבר
באוטומט.מסויםמצבגםהואבמילהתושלמיקוםשכלכךאוטומטונבנהכתוב 𝑤 = σ

1
· σ

2
·.... · σ

𝑛

בדיוק.wהמילהשללימין)(משמאלהסדרלפיהמורכביםמצביםצורתבעלהאוטומטכלומר
לבסוף התו האחרון במילה הינו מצב מקבל. כל תו "זר" למצב נוכחי כלשהו באוטומט עובר למצב בור

(כולל המצב המקבל כי הרי אם מתקבל עוד תו אחרי המילה החוקית, היא כבר איננה מתקבלת באוטומט).

דור עזריה
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צורה פורמלית
נראה צורה פורמלית לאוטומט שהצגנו בהסבר האחרון.

היאהמקבליםהמצביםקבוצתהיאהמצביםקבוצת 𝑄 = {𝑞
0
, 𝑞

1
,...., 𝑞

𝑛+1
}𝐹 = {𝑞

𝑛
}

פונקצית המעברים מוצגת בצורה הבאה,
.נגדירולכלנגדירלכל 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛δ(𝑞

𝑖−1
, σ

𝑖
) = 𝑞

𝑖
σ' ≠ σ

𝑖
δ(𝑞

𝑖−1
, σ') = 𝑞

𝑛+1

.:לכלנגדירכןכמו σ ∈ ∑δ(𝑞
𝑛
, σ) = 𝑞

𝑛+1
 ,  δ(𝑞

𝑛+1
, σ) = 𝑞

𝑛+1

נקודות חשובות
כל שפה שהעוצמה שלה סופית, היא שפה רגולרית.●
רגולרית!.גםהיאש-מחייבלאזה,ו-רגולריתאם● 𝐿

2
𝐿

1
⊆ 𝐿

2
𝐿

1

רגולרית.גםאזרגולריתLאם● 𝐿
רגולריות.שפותגםאזרגולריות,שפותו-אם● 𝐿

1
𝐿

2
𝐿

1
· 𝐿

2

רגולריות.שפותוגםרגולריותשפותגםאזרגולריות,שפותו-אם● 𝐿
1

𝐿
2

𝐿
1

∩ 𝐿
2

𝐿
1

∪ 𝐿
2

סגירות שפות רגולריות תחת פעולות בוליאניות

להוכיח שפה רגולרית יכול להיות כאב ראש אחד גדול,
לכן נמצא דרכי קיצור שיעזור לנו להימנע מלהוכיח כל פעם מחדש ששפה היא רגולרית.

אנחנו רוצים למצוא דרך לבנות שפות רגולריות חדשות מתוך השפות הרגולריות שכבר יש לנו.
נרצה למצוא כללי בניה חדשים לשפות רגולריות ולהוכיח את הכללים האלו.

שיטה זו נקראת רדוקציה.

תכונות סגור של שפות
שפהכפלטומחזירהשפותכקלטהמקבלתכלשהיRפעולהבהינתן 𝐿

1
,..., 𝐿

𝑛
𝐿 = 𝑅(𝐿

1
,..., 𝐿

𝑛
)

רגולרית.אזרגולריתאםרגולריתסגורתכונתהיאRש-נאמר 𝐿
1
,..., 𝐿

𝑛
𝑅(𝐿

1
,..., 𝐿

𝑛
)

(זה לא קשור לסגור קלייני/ איטרציה) אלא מדובר בסגירות לפעולות כמו פעולת המשלים.

שפה רגולרית כמובהכרחניקח תכונות שונות של שפות רגולריות ונבדוק אם תוצאת הפעלת הפעולה תהייה
משלים, חיתוך ואיחוד.
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שאלה
𝐿.כלומרההכלה?פעולתתחתסגורהרגולריתשפההאם

1
⊆ 𝐿

2

רגולרית?בהכרחהאםאזרגולריתאם.1 𝐿
1

𝐿
2

רגולרית?בהכרחהאםאזרגולריתאם.2 𝐿
2

𝐿
1

תשובה

ש-והוכחנו,רגולריתש-נגדית:הוכחנודוגמהנציג2סעיףעבור 𝐿
2

=  ∑* 𝐿
1

= {0𝑛 · 1𝑛: 𝑛 ≥ 1}

.2לסעיףבסתירהש-לראותקלרגולרית.לא 𝐿
1

⊆ 𝐿
2

ש-והוכחנורגולריתלאש-נגדית:הוכחנודוגמהנציג1סעיףעבור 𝐿
2

= {0𝑛 · 1𝑛: 𝑛 ≥ 1}𝐿
1

= ∅

.1לסעיףבסתירהרגולריתשפההיא
.לכן, השפה הרגולרית לא סגורה תחת פעולה ההכלה

משפט
.המשליםפעולתהשפות הרגולריות סגורות תחת

תיאור פורמלי

רגולרית.שפהשגםנוכיחרגולרית,שפהLתהא 𝐿 ≝ ∑* \ 𝐿
.ש-כךקייםרגולריתLש-מכיוון 𝐴 = (𝑄, ∑, 𝑞

0
, δ, 𝐹)𝐿(𝐴) = 𝐿

המקבלים:המצביםמקבוצתחוץAכמותכונותאותםלושישחדשאוטומטנגדיר

.𝐴 = (𝑄, ∑, 𝑞
0
, δ, 𝑄\𝐹)

טענה

𝐿(𝐴) = 𝐿

הוכחה

𝑤 ∈ 𝐿 ⇔ 𝑤 ∉ 𝐿 = 𝐿(𝐴) ⇔ δ(𝑞
0
, 𝑤) ∉ 𝐹

𝐴
⇔ δ(𝑞

0
, 𝑤) ∈ 𝑄\𝐹

𝐴
⇔ 𝑤 ∈ 𝐿(𝐴)

∎

𝐿(𝐴)ש:כךאס"דאוטומטעבורהקייםאזרגולריתשפההיאLאם⦿ = 𝐿
מקבליםלמצביםמקבליםהלאהמצביםאתנהפוךהמשלימההשפהאתלקבלנרצהואם 𝐿

ואת המצבים המקבלים ללא מקבלים.

משפט
רגולרית.שפהאזרגולריותשפותאם 𝐿

1
,  𝐿

2
𝐿

1
∩ 𝐿

2
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.החיתוךפעולתכלומר השפות הרגולריות סגורות תחת

הוכחה
𝐴אוטומטים,יהיו]0[

2
= (𝑄

2
, ∑

2
, 𝑞

0
2

, δ
2
, 𝐹

2
),  𝐴

1
= (𝑄

1
, ∑

1
, 𝑞

0
1

, δ
1
, 𝐹

1
)

:עבורמכפלהאוטומטנבנה.ש:כך 𝐿(𝐴
2
) = 𝐿

2
 ,  𝐿(𝐴

1
) = 𝐿

1
𝐿

1
∩ 𝐿

2

.]2[,,]1[כאשר 𝐴 = (𝑄 , ∑ , 𝑞
0

, δ , 𝐹 )𝑄 = 𝑄
1 

𝑥 𝑄
2

𝑞
0

= (𝑞
0

1

, 𝑞
0

2

)𝐹 = 𝐹
1
 𝑥 𝐹

2

δ( (𝑞.כך:מוגדרתהמעבריםופונקציית
1
, 𝑞

2
) ,  σ ) ≝ ( δ

1
(𝑞

1
, σ) ,  δ

2
(𝑞

2
, σ) )

]3[.אתמקבלשהאוטומטנוכיח 𝐿
1

∩ 𝐿
2

]4[עזרטענת

.מתקייםמילהלכל 𝑞
1

∈ 𝑄
1
,  𝑞

2
∈ 𝑄

2
,  𝑤 ∈ ∑* δ( (𝑞

1
, 𝑞

2
),  𝑤) =  ( δ

1
(𝑞

1
, 𝑤),  δ

2
(𝑞

2
, 𝑤) )

הוכחת טענת העזר
.עלבאינדוקציהזוטענהנוכיח 𝑤| |
.כינניח:האינדוקציהבסיס 𝑤| | = 0 ,  𝑤 = ε

δ( (𝑞.נקבל:המעבריםפונקציתמהגדרת
1
, 𝑞

2
),  ε ) =  (𝑞

1
, 𝑞

2
) =  ( δ

1
(𝑞

1
, ε),  δ

2
(𝑞

2
, ε) )

.עבורנוכיח,לכלמתקיימתהטענהכינניח:האינדוקציהצעד 𝑤| | =  𝑛𝑤| | = 𝑛 + 1

.כאשרוגםכאשרש-כךכךwשלהפירוקאתנציג 𝑤 = 𝑡 · σ𝑡 ∈ Σ*𝑡| | = 𝑛σ ∈ Σσ| | = 1
δ

𝐴
( (𝑞

𝐴
1

,  𝑞
𝐴

2

),  𝑤) = δ
𝐴

( (𝑞
𝐴

1

,  𝑞
𝐴

2

),  𝑡 · σ) = [5] δ
𝐴

(δ
𝐴

((𝑞
𝐴

1

, 𝑞
𝐴

2

), 𝑡) ,  σ) =

= [6] δ
𝐴

( ( δ
𝐴

1

(𝑞
𝐴

1

, 𝑡),  δ
𝐴

2

(𝑞
𝐴

2

, 𝑡) ) ,  σ ) = [7]  δ
𝐴

1

(δ
𝐴

1

(𝑞
𝐴

1

, 𝑡), σ) ,  δ
𝐴

2

(δ
𝐴

2

(𝑞
𝐴

2

, 𝑡), σ)  =

= [8]  δ
𝐴

1

(𝑞
𝐴

1

, 𝑤),  δ
𝐴

2

(𝑞
𝐴

2

, 𝑤) 

מ.ש.ל טענת העזר.

𝐿(𝐴).כינוכיח = 𝐿
1

∩ 𝐿
2

בהינתן טענת העזר נקבל:

𝑤 ∈ 𝐿(𝐴) [9] ⇔ δ(𝑞
0
, 𝑤) ∈ 𝐹

𝐴
[10] ⇔ δ( (𝑞

0
1

, 𝑞
0

2

),  𝑤 ) ∈ 𝐹
1
 𝑥 𝐹

2
⇔

⇔ [11] ( δ
1
(𝑞

0
1

, 𝑤) ,  δ
2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ) ∈ 𝐹
1
 𝑥 𝐹

2
 [12] ⇔

⇔ δ
1
(𝑞

0
1

,  𝑤) ∈ 𝐹
1
 ∧  δ

2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ∈ 𝐹
2

⇔

⇔ 𝑤 ∈ 𝐿
1
 ∧ 𝑤 ∈ 𝐿

2
⇔

דור עזריה
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⇔ 𝑤 ∈ 𝐿
1

∩ 𝐿
2

∎

הרצהשמבצעאוטומטעכשיולבנותרוצהאניכאן.שליהרגילההסדרתיתהחשיבהדרךאתליישםבכלליכוללאאניהסבר:]0[
כלומרהשני.האוטומטושלהראשוןהאוטומטשלמצביםשלסדורזוגהואבאוטומטמצב.כלושלעבורהאוטומטיםשלבמקביל 𝐿

1
𝐿

2

בכמה. ההוכחה ארוכה, ונבניתאוטומט המכפלהאוסף כל הזוגות הסדורים מכפלה קרטזית של שתי קבוצות. האוטומט שנבנה נקרא
בשלבים.

.שלמצבושלשלמצבשלזוגבעצםהואהמכפלהבאוטומטבונהשאנימצבכלאומרת,זאת]1[ 𝐴
1

𝐴
2

מקבל.במצבכרגענמצאיםהאוטומטים2שבומצבהואהחדשהאוטומטשלמקבלמצבכלומר]2[

עובד.באמתשהאוטומטלהוכיחצריךאותו,הגדרנורקהאוטומטאתהוכחנולאעכשיועד]3[

כדימיליםעבורגםמתקייםשזהלהוכיחרוצהאניאבלבלבדאחתאותעבורמתנהגתהמעבריםפונקציתאיךהגדרנועכשיועד]4[
לפשט את ההוכחה.

למילים.מעבריםפונקציתהגדרתעל-פי]5[

.האינדוקציההנחתלפי]6[

.הגדרתלפי]7[ δ

האוטומטים.שנישללמיליםמעבריםפונקציתהגדרת]8[

אוטומט.שלשפההגדרתעל-פי]9[

האוטומט.הגדרתעל-פי]10[

שלנו.העזרטענתלפי]11[

קרטזית.מכפלההגדרתעל-פי]12[

איך נראה אוטומט מכפלה
נשים לב כי המצבים באוטומט המכפלה

המכפלהשלסדוריםזוגותהם 𝐴
1
 𝑥 𝐴

2

הקרטזית.
אזאםכלומרלסדרחשיבותיש 𝐴

1
 𝑥 𝐴

2

.ולאיהיההמקבלהמצב (𝑞
1
, 𝑞

0
)(𝑞

0
, 𝑞

1
)

דור עזריה
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ל-יעבורלכןעצמיחוגמבצעaהתובמצבעבור,במצבלדוגמהנתבונן (𝑞
0
,  𝑞

0
)𝐴

1
𝑞

0
(𝑞

0
, 𝑞

1
)

האוטומט.לשארהשיטהבאותונפעל,ל-יעבורולכןלמצבעוברbהתוועבור 𝑞
1

(𝑞
1
, 𝑞

0
)

משפט
רגולרית.שפהאזרגולריותשפותאם 𝐿

1
,  𝐿

2
𝐿

1
∪ 𝐿

2

.האיחודפעולתכלומר השפות הרגולריות סגורות תחת
נציג שתי הוכחות שונות לטענה זו:

1הוכחה

𝐿.מתקיים:דה-מורגןכלללפי
1

∪ 𝐿
2

= 𝐿
1

∪ 𝐿
2

=  𝐿
1

∩ 𝐿
2
 ⊛

לכן:רגולריותשפותכיידוע 𝐿
1
,  𝐿

2

רגולריות.ש-נקבללמשליםרגולריותשפותמסגירות☜ 𝐿
1
, 𝐿

2

𝐿רגולריות.ש-נקבללחיתוךרגולריותשפותמסגירות☜
1

∩ 𝐿
2

𝐿 .ש-נקבללמשליםרגולריותשפותמסגירותושוב☜
1

∩ 𝐿
2

רגולרית.שפההיאכינקבלשוויוןלפילכן ⊛𝐿
1

∪ 𝐿
2

∎

2הוכחה
𝐴אס"ד-יםיהיוהבא:האוטומטאתנגדירהמכפלה.אוטומטשלבטכניקהנשתמש

1
, 𝐴

2

𝐿.ש-כך
1

= 𝐿(𝐴
1
) ,  𝐿

2
 =  𝐿(𝐴

2
)

AהגדרתמלבדשלהמכפלהלאוטומטזההיהיהF:קבוצה 𝐴
1
, 𝐴

2

𝐹 = { (𝑞
1
, 𝑞

2
) :  𝑞

1
∈ 𝐹

1
 ∨  𝑞

2
∈ 𝐹

2
 } =

= ( 𝐹
1
 𝑥  𝑄

2
 ) ∨ ( 𝑄

1
 𝑥 𝐹

2
 )

𝐿(𝐴):כינוכיח = 𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝑤 ∈ 𝐿(𝐴) ⇔

⇔ δ(𝑞
0
, 𝑤) ∈ 𝐹 ⇔

⇔ δ( (𝑞
0

1

, 𝑞
0

2

),  𝑤 ) ∈ 𝐹 ⇔

⇔ [1]( δ
1
(𝑞

0
1

, 𝑤),  δ
2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ) ∈ 𝐹 ⇔

⇔ ( δ
1
(𝑞

0
1

, 𝑤),  δ
2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ) ∈ 𝐹
1
 𝑥  𝑄

2
   ∨   ( δ

1
(𝑞

0
1

, 𝑤),  δ
2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ) ∈ 𝑄
1
 𝑥 𝐹

2
 ⇔  

⇔ δ
1
(𝑞

0
1

, 𝑤) ∈ 𝐹
1
 ,   δ

2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ∈ 𝑄
2 

 ∨  δ
1
(𝑞

0
1

, 𝑤) ∈ 𝑄
1
 ,   δ

2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ∈ 𝐹
2
 ⇔  [2]

דור עזריה



1פורמליותושפותאוטומטים||25

⇔  δ
1
(𝑞

0
1

, 𝑤) ∈ 𝐹
1
  ∨    δ

2
(𝑞

0
2

, 𝑤) ∈ 𝐹
2

⇔

⇔ 𝑤 ∈  𝐿(𝐴
1
) =  𝐿

1 
∨  𝑤 ∈ 𝐿(𝐴

2
) =  𝐿

2
⇔

⇔  𝑤 ∈ 𝐿
1

∪ 𝐿
2

∎

בעצםכיפהגםבהלהשתמשיכוליםאנוזו,לטענהגםנכונהשעדייןלחיתוךסגירותבטענתשהוכחנוהעזרבטענתנשתמש]1[
כשהוכחנו אותה היא הסתמכה אך ורק על פונקצית המעברים של האוטומט לא היה שם שום שימוש בקבוצת המצבים המקבלים

ובחיתוך שלה.

ההוכחה.בהמשךיותראותםלצייןצורךאיןלכןחדשהאינפורמציהלנונותניםלאהםהרבה,לנואומריםלא-יםQה-]2[

דור עזריה



1פורמליותושפותאוטומטים||26

)NFA(לא-דטרמיניסטיסופיאוטומט

חישובממסלוליותרלהיותיכולכלשהימילהשעבורהיאאי-דטרמיניזםלהמשמעות 𝑤 ∈ ∑*

ללא"נתקע"והאוטומטבכללמסלולקייםלאלפעמים,או;wהמילהעלהאוטומטשלאחד
יכולת לקרוא את כל הקלט. מעבר ממצב ואות נתונה יכול להיות לקבוצת מצבים.

מקבל,למצבהמגיעיםחישוביםיהיוכלשהימילהשעבורבמיוחד,ייתכן 𝑤 ∈ ∑*

ואילו חישובים אחרים אינם מגיעים למצב מקבל כלל.

בכך שיש כמה קשתות היוצאותמתבטא האי-דטרמיניזםבתיאור הגרפי של אוטומט מעל ∑

קשתות מחלקלא יוצאותשעבורןמאותו המצב ומעליהן מופיעה אותה אות. מאידך, קיימות אותיות מעל ∑
מהמצבים.

.NFAל-DFAמ-המצביםמספראתלצמצםנוכלבהםמקריםיש

" באופן מקומי את הצעד הבא מבין כללנחשאם קיים מסלול חישוב המוביל למטרה רצויה, נתיר לאוטומט "
הצעדים הבאים האפשריים. באופן אינטואיטיבי אוטומט זה תמיד "מנחש נכון".

כדי לראות את היתרון ביכולת "לנחש" נתבונן בדוגמה הבאה:

𝐿תהי = {𝑤 · 1: 𝑤 ∈ {0, 1}*}

DFAאוטומטעבור

NFAאוטומטעבור

דור עזריה
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ניחושים:2ייתכנובקלט'1'וקוראבמצבנמצאכשהאוטומט,NFAבאוטומטנתבונן 𝑞
0

𝑞.המקבללמצבעוברהאוטומטבמילה,האחרונההאותשזוהיהואהניחושאם
1

𝑞.ב-נשארהאוטומטאחרת,
0

מאחר"נתקע"האוטומטהקלט,סוףלאעדייןוזהל-החישובבמהלךמגיעהאוטומטשאםלבלשיםחשוב 𝑞
1

שאין לו מסעי המשך והחישוב לא מסתיים בקבלת המילה.

הגדרה פורמלית
האוטומטעבורכמוכאשרעל-ידינתוןAלא-דטרמיניסטיסופיאוטומט 𝐴 = (∑, 𝑄, 𝑞

0
, 𝐹, δ)∑, 𝑄, 𝑞

0
, 𝐹

הבא:פונקציית המעברים תוגדר באופןהסופי הדטרמיניסטי, ו- δ

ולכןספציפיתאותאחתמפעםיותרשלחנושבומצבלהיותיכולכלומראות:בקריאת● δ: 𝑄 𝑥 ∑ → 2𝑄

נקבל את קבוצת המצבים שהגענו אליהם לאחר קריאת האות.
δ(𝑞.כללי,באופן

0
, σ) = {𝑞

1
,..., 𝑞

𝑖
}

מילה.קריאתעבורהאופןבאותומילה:בקריאת● δ: 𝑄 𝑥 ∑* → 2𝑄

הגדרה
:wהמילהבקריאתהבאההפעולהאתמבצעתהמורחבתהמעבריםפונקצייתאזיאם 𝑤 = 𝑢 · 𝑣

δ(𝑞, 𝑤) = δ(𝑞, 𝑢 · 𝑣) =
𝑝∈δ(𝑞,𝑢)

⋃ δ(𝑝, 𝑣)

.uקריאתלאחרקיבלנואשרהמצביםקבוצתהיאPכאשר
.wאתלקרואסיימואשרהמצביםקבוצתאתונקבלuהסיפאאתקוראהללומהקבוצותמינבדוק

הגדרה

כך:מוגדרת,המצביםלקבוצתשלההרחבה, δδδ: 2𝑄 𝑥 ∑* → 2𝑄

:,לכל 𝑃 ⊆ 𝑄𝑤 ∈ ∑*

δ(𝑃, 𝑤) =
𝑞∈𝑃
⋃ δ(𝑞, 𝑤)

𝑃).ש-במקרהØהואהערךהסכם,(על-פי = Ø 

הסבר הגדרה

.Pהמצביםבקבוצתהנמצאיםהמצביםמכלwהמילהעלהחישוביםתוצאותכלאחריבבת-אחתעוקבת δ

דור עזריה
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הגדרה
כך:מוגדרת,Aהלא-דטרמיניסטיהסופיהאוטומטעל-ידיהמתקבלתהשפה, 𝐿(𝐴)

𝐿(𝐴) = { 𝑤 ∈ ∑*: δ(𝑞
0
, 𝑤) ∩ 𝐹 ≠  Ø }

-דטרמיניסטי היא אוסף כל המילים שעבורןלאמשמעות ההגדרה היא כי השפה המתקבלת על-ידי אוטומט סופי
.במצב מקבלקיים חישוב המסתיים

ב-המתחילwעלחישובמסלולקייםכלומר,אחד,מקבלמצבלפחותמכילאםמתקבלתwמילה δ(𝑞
0
, 𝑤)𝑞

0

ומסתיים במצב מקבל.

שאלה

.qעםאתומזהיםכאשרזוגותעבור)מזדהותו-(והרחבותיהכיהוכח δδδ(𝑞, σ)σ ∈ ∑ ,  𝑞 ∈ 𝑄{𝑞}

הוכחה

.כאשר,זוגותעבורעםמזדההההרחבהכינראהא. δδ(𝑞, σ)𝑞 ∈ 𝑄,  σ ∈ ∑

δ(𝑞, σ) =

= δ(𝑞, ε · σ) =

=
𝑞'∈δ (𝑞,ε)

⋃ δ(𝑞', σ) =

=
𝑞'∈{𝑞}

⋃ δ(𝑞', σ) =

=  δ(𝑞, σ)

.כאשרזוגותעבורעםמזדההההרחבהכינראהב. δδ(𝑞, σ)σ ∈ ∑ ,  𝑞 ∈ 𝑄

δ (𝑞, σ) =

= δ ({𝑞}, σ) =

=
𝑞'∈{𝑞}

⋃ δ(𝑞', σ) =

= δ(𝑞, σ) =

דור עזריה
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= δ(𝑞, σ)
∎

שאלה
הזו:הטענהמתקיימת)DFAל-(בדומהNFAעבורכיהוכח

ההרחבה:לפימתקייםולכללכל 𝑞 ∈ 𝑄𝑥, 𝑦 ∈ ∑*

δ(𝑞, 𝑥 · 𝑦) = δ(δ(𝑞, 𝑥), 𝑦)

הוכחה
.כלומרyשלהאורךעלבאינדוקציההטענהאתנוכיח 𝑦| |
:בסיס האינדוקציה☜

מתקיים:ההרחבהעל-פיועבור,עבורכלומרעבור 𝑦| | = 0𝑦 = ε𝑥 ∈ ∑*,  𝑞 ∈ 𝑄δ

δ(𝑞, 𝑥 · ε) = δ(𝑞, 𝑥) = δ(δ(𝑞, 𝑥), ε)

:הנחת האינדוקציה☜

.לכלנכונהשהטענהנניח 𝑦| | = 𝑛,  𝑦 ∈ ∑*

:צעד האינדוקציה☜

.ש-כךיהי  𝑦 ∈ ∑*𝑦| | = 𝑛 + 1
𝑦,הבאה:בצורהyשלהפירוקאתנציג = 𝑡 · σ

.כלומרוכאשרוגםכאשר 𝑡 ∈ Σ*𝑡| | = 𝑛σ ∈ Σσ| | = 1

מכאן:
δ(𝑞, 𝑥 · 𝑦) =

= δ(𝑞, 𝑥 · 𝑡 · σ) =

=δ:ההרחבהעל-פי δ(δ(𝑞,  𝑥 · 𝑡), σ) =
=האינדוקציה:הנחתעל-פי δ(δ(δ(𝑞, 𝑥), 𝑡), σ) =

=δ:ההרחבהעל-פי δ(δ(𝑞, 𝑥), 𝑡 · σ) =
= δ(δ(𝑞, 𝑥), 𝑦) =

∎
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אוטומט-החזקה
האי-דטרמיניזם אינו מגדיל את הכוח החישובי של האוטומט הסופי.

נתון.לא-דטרמיניסטילאוטומטששקול)DFA(דטרמיניסטיאוטומטבנייתעל-ידיזאתנראה
הם איברי קבוצת החזקה של קבוצת מצבימאחר שמצביואוטומט-החזקה,שנבנה נקראהאוטומט השקול

האוטומט הלא-דטרמיניסטי.
הרעיון בבנייה הוא לעקוב בבת-אחת אחר כל החישובים של האוטומט הלא-דטרמיניסטי, ולזכור כמצבים את

אוספי המצבים המקוריים האפשריים במהלך כל אחד מהחישובים של האוטומט הלא-דטרמיניסטי.
מאחר שמספר התת-קבוצות האפשריות הוא גם כן סופי, הרי אנו עדיין בגבולות הזיכרון החסום.

דוגמה - בניית אוטומט חזקה
∑מעלNלא-דטרמיניסטיסופיאוטומטכאןנציג = {𝑎, 𝑏}

.Nל-השקולהדטרמיניסטיהסופיהאוטומטאתנבנה
,Dלו,השקולהחזקהלאוטומטולכןמצבים,שלושהישDל-

הבא.בדףהמשפטבהוכחתכמתואר,Nשלהמעבריםעל-פייוגדר
שבהןהתת-קבוצותהםההגדרה,על-פי,Dשלהמקבליםהמצבים

.Nשלהיחידיהמקבלהמצבשהוא,מופיע 𝑞
1

אוטומט החזקה המתקבל הוא:
המצביםאלמ-להגיעאפשראיכילב,נשים 𝑞

0

מןאותםלהשמיטניתןולמעשה, {𝑞
0
, 𝑞

1
} ,  {𝑞

1,
𝑞

2
}

הבנייה, מבלי לשנות את השפה המתקבלת.
עלרקהבנייהאתולהפעילמ-להתחילעדיף {𝑞

0
}

מצבים שבאמת נוצרים.

דוגמה נוספת לבניית אוטומט חזקה

              𝐿 = {𝑤 ∈ {0, 1}*: 𝑤 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 101}
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סד"פ לאוטומט חזקה
נמיר לאס"ד באופן הבא:

עבור כל מצב נבדוק אילו מצבים ניתן להגיע באמצעות קריאת מילה..1
נשרטט את האוטומט..2
במידה וישנו מצב שהוא תת-קבוצה נבדוק באילו מצבים ניתן להגיע עבור כל איבר בתת הקבוצה.3

ונבצע איחוד ולשם נכווין את "החץ" (זוהי פונקצית המעברים).
חזקה:אוטומטבנייתבעזרתDFAעםNFAשלשקילותנראה

הוכחת השקילות עבור אוטומט חזקה
δ.הבא:באופןמוגדרתהמעבריםשפונקציתהראנואנו

𝑁
(𝑞

0
, σ) = δ

𝐷
( {𝑞

0
},  σ)

להגיעניתןאליההמצביםקבוצתהואמצבכלבההחזקהבאוטומטהמעבריםפונקציתאתמציינתכלומר δ
𝐷

מהאוטומט האי-דטרמיניסטי.לאחר קריאת σ

.ש:המילהאורךעלבאינדוקציהנוכיח 𝑤| |δ
𝑁

(𝑞
0
, 𝑤) = δ

𝐷
( {𝑞

0
},  𝑤)

המעברים:פונקצייתלפינקבלכלומרכאשר:בסיסמקרה☚ 𝑤| | = 0𝑤 = ε
.δ

𝑁
(𝑞

0
, ε) = 𝑞

0
= δ

𝐷
({𝑞

0
}, ε) = {𝑞

0
}

לפי הגדרת המצב ההתחלתי באוטומט החזקה ניתן לראות שהטענה נכונה עבור מקרה הבסיס מאחר ו-
.𝑞

0
= {𝑞

0
}

.עבורונוכיחעבורנכונהשהטענהנניח:האינדוקציההנחת☚ 𝑤| | = 𝑛𝑤| | = 𝑛 + 1

.ו-ש-כךו-כאשרתהא:האינדוקציהצעד☚ 𝑤 = 𝑡 · σ𝑡| | = 𝑛σ| | = 1σ ∈ Σ𝑡 ∈ Σ*

ולפיכך נקבל:
δ

𝐷
({𝑞

0
}, 𝑤) = δ

𝐷
({𝑞

0
}, 𝑡 · σ) = δ

𝐷
(δ

𝐷
({𝑞

0
}, 𝑡), σ) =

δולפיכך:ש-יודעיםאנוהאינדוקציההנחתלפי
𝐷

({𝑞
0
}, 𝑡) = δ

𝑁
(𝑞

0
, 𝑡)

= =δ
𝑁

(δ
𝑁

(𝑞
0
, 𝑡), σ)= δ

𝐷
(δ

𝑁
(𝑞

0
, 𝑡), σ)

= δ
𝑁

(𝑞
0
, 𝑡 · σ) = δ

𝑁
(𝑞

0
, 𝑤)

δולכן
𝐷

({𝑞
0
}, 𝑤) = δ

𝑁
(𝑞

0
, 𝑤)

∎

דו-כיוונית:בהכלההשפהאותהאתמקבליםשתיהםכלומרש:כעתנראה 𝐿(𝑁) = 𝐿(𝐷)

𝑤 ∈ 𝐿(𝐷) ⇔ δ
𝐷

({𝑞
0
}, 𝑤) ∈ 𝐹

𝐷
[1] ⇔ δ

𝐷
({𝑞

0
}, 𝑤)[2] ∩ 𝐹

𝑁
≠ ∅ ⇔

⇔ δ
𝑁

(𝑞
0
, 𝑤) ∩ 𝐹

𝑁
≠ ∅ [3] ⇔ 𝑤 ∈ 𝐿(𝑁)
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.Fמ-איברהמכילותתתי-הקבוצותקבוצתהכוונה-]1[ 𝐹
𝐷

.ל-שייכיםב-מצביםכילבנשים-]2[ 𝐹
𝐷

𝐹
𝑁

האוטומט.ע"יהמתקבלתהשפהזוהיאסל"דהגדרתעל-פי-]3[

משפט
השפה.אותהאם הם מקבלים אתשקוליםנאמר ששני אוטומטים הם

טענה
השקול לו.אוטומט סופי דטרמיניסטיקייםאוטומט סופי לא-דטרמיניסטילכל

הוכחה
נראה שהאוטומטים הללו שקולים בעזרת בניית אוטומט חזקה:

לאסל"ד:אס"דהמרת:1כיוון ⇐
הבא:באופןהשפהאותהאתשיקבלNFAל-DFAכללהפוךניתן
נגדיר:ולפיכךכלשהוpלמצבהגענוב-אס"ד:אותקראנואם δ

𝐷
(𝑞, σ) = 𝑝

שלקבוצהנקבלאותשבקריאתהגדרנואסל"דעבורהמעבריםולפונקצייתמאחרכלומר δ
𝑁

(𝑞, σ) = {𝑝}

.DFAב-אותמקריאתהגענואליוהמצבתהאהמצביםקבוצתאזמצבים,
לאס"ד:אסל"דהמרת:2כיוון ⇒

הבא:באופןהשפהאותהאתשיקבלDFAל-NFAכללהפוךניתן
.DFAל-NFAמ-המעבראתיתארהואאשרחזקהאוטומטנבנה

2𝑄.היא:שלוהמצביםקבוצת

𝑞}.הוא:שלוההתחלתיהמצב
0
}

Σ.האלפבית שלו היא:
.Fמ-איברמכילותאשרQשלתתי-הקבוצותכלהיא:שלוהמקבליםהמצביםקבוצת

בקריאתאליהםלהגיעשניתןהמצביםאיחודכלומרהיא:שלוהמעבריםפונקציית δ
𝐷

({𝑞
𝑖
,.., 𝑞

𝑘
}, σ)𝑞

𝑖
,.., 𝑞

𝑘

σ.האות
∎

סיכום ביניים עבור אסל"ד
נגדיר את פונקציית המעברים המורחבת:
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δ(𝑞, ε) ≝ {𝑞}δ: 𝑄 𝑥 Σ* → 2𝑄

δ:נרחיב את

δ(𝑝, 𝑤) ≝ 
𝑞∈𝑃
⋃ δ(𝑞, 𝑤)δ: 2𝑄 𝑥 Σ* → 2𝑄

𝐿(𝐴)כך:מוגדרתאסל"דאוטומטשלהשפה = { 𝑤 ∈ ∑*: δ(𝑞
0
, 𝑤) ∩ 𝐹 ≠  Ø }  

אבחנות בסיסיות:

δ(
𝑖=1

𝑛

⋃ 𝑝
𝑖
, 𝑤) =

𝑖=1

𝑛

⋃ δ(𝑝
𝑖
, 𝑤)δ({𝑞}, 𝑤) = δ(𝑞, 𝑤)δ(∅, 𝑤) = ∅

)ENFA(אפסילוןמסעיעםאסל"ד

אוטומט סופי אי-דטרמיניסטי עםלאחר שהכרנו מודלים חישוביים כמו אס"ד ואסל"ד, ישנו מודל חדש שהוא
.מסעי אפסילון

מבלי לקרוא שום מילה מהא"ב.למודל זה יש תכונה מיוחדת - ניתן לעבור ממצב אחד למצב אחר
.פשוטיםהיתרונות במודל זה הוא שבעזרת מעברי האפסילון ניתן לבנות אוטומטים אי-דטרמיניסטים יותר

ביןלאחדלמשל בעזרת מודל זה ניתן ליצור אוטומט יותר מופשט ממכפלה, כלומר בעזרת מסעי האפסילון ניתן
שני אוטומטים המתארים שפות שונות, ובעזרתו ניתן לתאר את כל תכונות הסגור של שפות רגולריות: איחוד,

חיתוך, איטרציה וכו'...

מאחר ובאוטומט הנ"ל ישנה הגדרה לפיה ניתן לעבור ממצב למצב מבלי לקרוא אפילו אות אחת,
נגדיר תכונה נוספת שבעזרתה נבנה את פונקצית המעברים עבור אוטומט זה:

𝐶𝐿ε(𝑞).הבא:באופן'אפסילוןסגור'נסמן●

.הסימון:עםהשפהאתאיחדנוכלומר,ההגדרה:על-פי δ: 𝑄 𝑥 {{ε} ∪ Σ} → 2𝑄ε
בעצם מקבלים את תתי-הקבוצות שאליהן ניתן להגיעעל מצב, אנובמילים אחרות, כאשר אנו מפעילים סגור ε

בקבוצה).נכללעצמוהמצב(תמידאפסילוןמסעייותראו0שלבקריאה

,δ(𝑞.:המעבריםפונקצית ε) = 𝐶𝐿ε(𝑞)
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הקבוצותכלאתנאחדהמילהבקריאתכלומר,מילים:ובעבור δ(𝑞, 𝑤 · σ) =
𝑝 ∈ δ (𝑞,𝑤)

⋃ 𝐶𝐿ε(δ(𝑝, σ))

המצביםקבוצתעלאפסילוןסגוראתנפעילמכן,ולאחרבאסל"ד)כמו(בדיוקwקריאתע"ילהגיעניתןעבורן
.wאחריאתשקראה σ

דוגמה

אפסילון.מעבריהםואלו"ריקים"מעבריםישנםאךNFAשזהובבירורלראותניתן

𝐶𝐿ε(𝑞ההתחלתי:המצבעלאפסילוןסוגרעובראיךלדוגמהנראה
0
) = {𝑞

0
, 𝑞

1
, 𝑞

2
}

לביןNFAאסל"דשקילות בין
ENFAאפסילוןמסעיעםאסל"ד

נראה שהאוטומטים הללו שקולים זה לזה:
:ENFAל-NFAהמרת:1כיוון ⇐

ניתן להמיר כל אסל"ד לאסל"ד עם מסעי אפסילון על-ידי כך שפשוט נוסיף מסעי אפסילון לאוטומט.
לכן הכיוון הנ"ל טריביאלי.

:NFAל-ENFAהמרת:2כיוון ⇒
באופןחדשNFAאוטומטשניצורכךע"יזאתנעשההאפסילון.מסעיסילוקע"יNFAל-ENFAכללהפוךניתן

הבא:
.ENFAשלכמוהמצביםקבוצתאותהתהאNFAה-שלהמצביםקבוצת

המצב ההתחלתי יהיה זהה בשניהם.

,δ(𝑞.הבא:באופןתוגדרNFAה-שלהמעבריםפונקציית 𝑎) =
𝑝∈𝐶𝐿ε(𝑞)

⋃ 𝐶𝐿ε(δ(𝑝, 𝑎))

יותר.אואפסילוןמעברי0עםaהאותבקריאתלהגיעניתןמצביםאילועבורבדיקהנבצעכלומר.1
לאחר מכן, נחשב את הסוגר אפסילון עבור כל איבר בקבוצה הנ"ל ונאחד ביניהם..2
הלאה...וכןaאתישלחqהמצבהנ"ל,מהקבוצהאיברלכל.3

קבוצת המצבים שלו תלויה בכך:
שוות.שלהםהמקבליםהמצביםקבוצתאזENFAה-לשפתשייכתאינההריקההמילהאם●
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כמצבNFAהחדשבמודלההתחלתיהמצבאתנגדיראזENFAה-לשפתשייכתהריקההמילהאם●
מקבל גם כן.

דוגמה
אסל"ד עם מסעי אפסילון :

נשלח את המצבים לפי פונקצית המעברים:.1

𝑞:המצבעבור
0

𝐶𝐿ε(δ(𝑞
0
, 𝑎)) = 𝐶𝐿ε(𝑞

1
) = {𝑞

1
, 𝑞

2
}𝐶𝐿ε(δ(𝑞

0
, 𝑏)) = 𝐶𝐿ε(Ø ) = Ø ,    

𝑞:המצבעבור
1

𝐶𝐿ε(δ(𝑞
1
, 𝑎)) = 𝐶𝐿ε(Ø) = Ø𝐶𝐿ε(δ(𝑞

1
, 𝑏)) = 𝐶𝐿ε(𝑞

2
) = {𝑞

2
} ,   

𝑞:המצבעבור
2

𝐶𝐿ε(δ(𝑞
2
, 𝑎)) = 𝐶𝐿ε(Ø) = Ø 𝐶𝐿ε(δ(𝑞

2
, 𝑏)) = 𝐶𝐿ε(𝑞

2
) = {𝑞

2
} ,    

נשלח מכל מצב אות לעבר התת-קבוצה שקיבלנו בפונקצית המעברים:.2

משפט
ללאקייםאזאפסילון,מסעיעםאסל"דהואאם 𝐴

𝐸
𝐴

𝑁𝐷

מסעי אפסילון כך שמתקיים:
𝐿(𝐴

𝑁𝐷
) =  𝐿(𝐴

𝐸
)

.NFAל-שקולENFAאחרות:במילים

הוכחה
𝐴כך:מוגדרENFAהאוטומט

𝐸
= (𝑄

𝐸
,  Σ,  𝑞

0
𝐸

,  𝐹
𝐸

,  δ
𝐸

)

𝐴כך:מוגדרNFAהאוטומט
𝑁𝐷

= (𝑄
𝑁𝐷

,  Σ,  𝑞
0

𝑁𝐷

,  𝐹
𝑁𝐷

,  δ
𝑁𝐷

)

כאשר:
בדיוק).המצביםאותםיהיוהמצבים(קבוצת 𝑄

𝐸
 =  𝑄

𝑁𝐷

בדיוק).הדבראותויהיהההתחלתי(המצב 𝑞
0

𝐸

= 𝑞
0

𝑁𝐷

הבא:באופןמוגדרת ⇐ δ
𝑁𝐷

δ
𝑁𝐷

(𝑞, σ) = δ
𝐸

(𝑞, σ) =
𝑝∈𝐶𝐿ε(𝑞)

⋃ 𝐶𝐿ε(δ
𝐸

(𝑝, σ))

הבא:באופןמוגדרת ⇐ 𝐹
𝑁𝐷
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.:נבצעאזאם● ε ∈ 𝐿(𝐴
𝐸

)𝐹
𝑁𝐷

∪ {𝑞
0
}

כלום.נבצעלאאזאם● ε ∉ 𝐿(𝐴
𝐸

)

מקבל.מצביהאההתחלתיהמצבאזלשפהשייכתהריקההמילהENFAב-אםאחרות,במילים
לאחר שהגדרנו את פונקציית המעברים עבור האוטומט החדש,

דו-כיוונית:להכלהעזרבטענתבהוכחהונשתמשהמילהאורךעלבאינדוקציהנוכיח 𝑤| |

δ.-עזרטענת
𝑁𝐷

(𝑞, 𝑤) = δ
𝐸

(𝑞, 𝑤)

השוויוןהגדרתולפילכן:כלומר:האינדוקציהבסיס☚ 𝑤| | = 1𝑤 = σδ
𝑁𝐷

(𝑞, σ) = δ
𝐸

(𝑞, σ)δ
𝑁𝐷

מתקיים.

.כלומרעבורונוכיחעבורנכונותנניח:האינדוקציההנחת☚ 𝑤| | = 𝑛𝑤| | = 𝑛 + 1𝑤 = 𝑡 · σ

:צעד האינדוקציה☚

=δ
𝑁𝐷

(𝑞
0
, 𝑡 · σ) = δ

𝑁𝐷
(δ

𝑁𝐷
(𝑞

0
, 𝑡), σ) = δ

𝑁𝐷
(δ

𝐸
(𝑞

0
, 𝑡), σ)

= δ
𝐸

(δ
𝐸

(𝑞
0
, 𝑡), σ) = δ

𝐸
(𝑞

0
, 𝑡 · σ)

.כלומר:ש-נראה 𝐿(𝐴
𝑁𝐷

) = 𝐿(𝐴
𝐸

)δ
𝑁𝐷

(𝑞
0
𝑤) ∩ 𝐹

𝑁𝐷
≠ Ø ⇔ δ

𝐸
(𝑞

0
, 𝑤) ∩ 𝐹

𝐸
≠ Ø

מההגדרה.נובעתהטענהעבור● 𝑤 = ε
העזר.מטענתנובעתהטענהעבור● 𝑤 ≠ ε

∎

תרגיל

𝐿(𝐴)השפה:אתהמקבלהבאבאוטומטנתבונן = {0, 1}*

בשפה.מילהכלמקבלAש-הוכיח

הוכחה
המילה.אורךנוכיח באינדוקציה על

ש-מתקייםלכליותר:חזקהטענה 𝑤 ∈ Σ*

.וגם 𝐹 ∩ δ(𝑞
0
, 𝑤) = {𝑞

2
}𝐹 ∩ δ(𝑞

1
, 𝑤) = {𝑞

2
}

מתקיים:כלומרהאינדוקציה:בסיס☚ 𝑤| | = 0𝑤 = ε

דור עזריה
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.אתמכילההקבוצהובפרט δ(𝑞
0
, ε) = {𝑞

0
, 𝑞

1
, 𝑞

2
}𝑞

2

.אתמכילההקבוצהובפרט δ(𝑞
1
, ε) = {𝑞

1
, 𝑞

2
}𝑞

2

.n+1באורךמיליםעבורונוכיחnבאורךהמיליםבכלנכונותנניחהאינדוקציה:הנחת☚

למקרים:נחלק,וגםכאשרתהאהאינדוקציה:צעד☚ 𝑤 = σ · 𝑡𝑡| | = 𝑛σ ∈ Σ
σאז:כאשר = 0
1.δ(𝑞

0
, 𝑤) = δ(𝑞

0
, 0 · 𝑡) = δ(δ(𝑞

0
, 0), 𝑡) = δ({𝑞

0
, 𝑞

1
, 𝑞

2
}, 𝑡) ⊇ δ(𝑞

0
, 𝑡)

.ולכןהאינדוקציההנחתולפי 𝐹 ∩ δ(𝑞
0
, 𝑡) = {𝑞

2
}𝐹 ∩ δ(𝑞

0
, 𝑤) = {𝑞

2
}

2.δ(𝑞
1
, 𝑤) = δ(𝑞

1
, 0 · 𝑡) = δ(δ(𝑞

1
, 0), 𝑡) = δ({𝑞

0
, 𝑞

1
, 𝑞

2
}, 𝑡) ⊇ δ(𝑞

0
, 𝑡)

.ולכןהאינדוקציההנחתולפי 𝐹 ∩ δ(𝑞
1
, 𝑡) = {𝑞

2
}𝐹 ∩ δ(𝑞

1
, 𝑤) = {𝑞

2
}

σאז:כאשר = 1
δ(𝑞

0
, 𝑤) = δ(𝑞

1
, 𝑤) = δ(𝑞

1
, 1 · 𝑡) = δ(δ(𝑞

1
, 1), 𝑡) = δ({𝑞

1
, 𝑞

2
}, 𝑡) ⊇ δ(𝑞

1
, 𝑡)

.אתמכילותגםולכןאתמכילההיאהאינדוקציההנחתולפי 𝑞
2

δ(𝑞
0
, 𝑤), δ(𝑞

1
, 𝑤)𝑞

2

∎
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סגירות תחת פעולות רגולריות

השפותשלהסגורתכונותאתמתאריםאשראוטומטיםבקלותלבנותנוכלENFAאתשהגדרנולאחר
,DFAששקולNFAל-שקולENFAכיוהראינומאחר.ואיטרציהשירשוראיחוד,רגולריות:פעולותהרגולריות.

אז כל פעולה רגולרית שמוצג בחלק זה, תקף באופן שקול וחוקי עבור כל שלושת המודלים.

משפט
.האיחודקבוצת השפות הרגולריות סגורה תחת פעולת

ריקות.אינןהןכיונניחהא"ב,מעלרגולריותשפותיהיו 𝐿
1
,  𝐿

2

.ו-ש:כךסופייםאוטומטיםקיימיםאז 𝐴
1
,  𝐴

2
𝐿

1
= 𝐿(𝐴

1
) 𝐿

2
= 𝐿(𝐴

2
)

ו-יוצאות.קשתותאיןומ-ש-כךעבורו-עבורהואהיחידהמקבלהמצב 𝑞
𝑓1

𝐴
1

𝑞
𝑓2

𝐴
2

𝑄
1

∩ 𝑄
2

= ∅𝑞
𝑓1

, 𝑞
𝑓2

𝑞
0

ל-שייכיםשאינםחדשיםמצביםהם 𝑞
𝑓

𝑄
1

∪ 𝑄
2

כדיהדבראותובדיוקוב-ב-תתנהגהפונקציההנ"ל,האוטומטעבורהמעבריםפונקציתשבהגדרתנוודא 𝐴
1

𝐴
2

לא לאבד או לקבל מילים שאינם בשפה.

𝑞∀הבא:באופןאותהנגדירכללבדרך ∈ 𝑄:  𝑞 ≠ 𝑞
𝑓
 : δ(𝑞, σ) = δ

1
(𝑞, σ)

𝑞.ל-אפסילוןמעברעבורונגדירהמקוריהמקבלהמצבלגבי
𝑓

הבא:באופןENFAנבנה

משפט
.השרשורקבוצת השפות הרגולריות סגורה תחת פעולת

ש:כךסופייםאוטומטיםקיימיםאזהא"ב,מעלרגולריותשפותיהיו 𝐿
1
,  𝐿

2
𝐴

1
,  𝐴

2
𝐿

1
= 𝐿(𝐴

1
) 

𝐿.ו-
2

= 𝐿(𝐴
2
)

נניח כי קבוצות המצבים של האוטומטים הינן זרות ולכל אחד מהאוטומטים מצב מקבל יחיד, אשר אין ממנו
קשתות יוצאות.

𝐿:שיקבלENFAאוטומטנבנה
1

· 𝐿
2
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הדבר.אותובדיוקוב-ב-תתנהגהפונקציההנ"ל,האוטומטעבורהמעבריםפונקציתשבהגדרתנוודא 𝐴
1

𝐴
2

משפט

*𝐿.האיטרציהפעולתתחתסגורההרגולריותהשפותקבוצת =
𝑖=0

∞

⋃ 𝐿𝑖

הוכחה
ריקה.אינההיאכיונניחהא"ב,מעלרגולריתשפהLתהי
אין(היחיד)המקבלשמהמצבכך,המקייםסופיאוטומטקייםאזי 𝐴 = (Σ, 𝑄, 𝑞

0
, {𝑞

𝑓
}, δ)𝐿 = 𝐿(𝐴)𝑞

𝑓

קשתות יוצאות.
הזה:באופןסופיאוטומטנגדיר 𝐴'

𝐴' = (Σ,  𝑄 ∪ {𝑞
0*, 𝑞

𝑓*},  𝑞
0*,  {𝑞

𝑓*},  δ
𝐴'

)

וכאשר:Qל-שייכיםשאינםחדשיםמצביםהםו-כאשר 𝑞
0*𝑞

𝑓*

1.δ
𝐴'

(𝑞
0*, ε) = δ

𝐴'
(𝑞

𝑓
, ε) = {𝑞

0
, 𝑞

𝑓*}

.:ולכללכל.2 𝑞 ∈ 𝑄 \ {𝑞
𝑓
}σ ∈ Σ ∪ {ε}δ

𝐴'
(𝑞, σ) = δ(𝑞, σ)

כך:גרפיבאופןA'אתלתארנוכל

דו-כיוונית.בהכלהכי:להוכיחיש,סימוןנשנה 𝐴* = 𝐴'𝐿(𝐴*) = (𝐿(𝐴))*

.ל-מ-מסע-אפסילוןשישכיווןהאוטומטעל-ידימתקבל:א'כיוון● ε𝑞
0*𝑞

𝑓*

שבאיורהפנימיתהלולאהבתוךנעבורLמ-מיליםשלסופימספרשרשורשהיאמילהכלעבור
𝑞.ל-האפסילוןמסעעםנעבורולבסוףהאוטומט,

𝑓*

𝑤.כלעבורמקבלחישובמסלוללהגדירניתןכך ∈ 𝐿+

פורמלית, יש לבצע אינדוקציה על מספר השרשורים.

מקבל.חישובבמסלולונתבונןwאתמקבלש-נניח:ב'כיוון● 𝐴*

).ולכןזה(במקרהל-מ-אפסילוןמסעמבצעהמסלול:א'מקרה 𝑞
0*𝑞

𝑓*𝑤 = ε𝑤 ∈ 𝐿*

מסעמבצעהאחרוןלביקורפרטב-ביקורכלולאחרל-פעמיםמגיעהמסלול:ב'מקרה 𝑘 ≥ 1𝑞
𝑓

𝑞
𝑓

.Aע"ימתקבלתכלכאשר,לרשוםניתןזה,במקרה.ל-אפסילון 𝑞
0

𝑤 = 𝑤
1
𝑤

2
... 𝑤

𝑘
𝑤

𝑖

דור עזריה
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𝑤.זהבמקרהלכן ∈ 𝐿*

∎

ביטויים רגולרים

נסמן שפות באמצעות ביטויים באופן שכל שפה שניתן לציין בביטוי מתאים תהיה רגולרית.
לכן מציאת ביטוי מתאים תהיה הוכחה עקיפה לרגולריות.

regular-רגולריתביטויבאנגלית expressionאוregex.
ביטוי רגולרי נועד לתאר שפה באופן פורמלי.במילים אחרות,

הגדרה
התכונותששתאתהמקיימתהמינימליתהקבוצההוא,Rהמסומןהא"במעלהרגולריםהביטוייםאוסף Σ

הבאות:

אטומים
הריקה).(המילה)1( ε ∈ 𝑅
)2(.∅ ∈ 𝑅
.מתקייםלכל)3( σ ∈ Σσ ∈ 𝑅

𝑟אז:אם-יצירהפעולות
1
, 𝑟

2
 ∈ 𝑅

)4(.𝑟
1

+ 𝑟
2

∈ 𝑅

)5(.𝑟
1

· 𝑟
2

∈ 𝑅

.אזאם)6( 𝑟 ∈ 𝑅(𝑟)* ∈ 𝑅

משמשים בשתי משמעויות:ואיבריו-הסימונים ε∅Σ
במשמעותם הרגילה כפי שאנחנו מכירים עד כה, ובמשמעותם כביטויים רגולריים.

דוגמאות בסיסיות
כעת נציג כמה דוגמאות של מה זה בכלל ביטוי רגולרי באופן הכי בסיסי שיש לפני שניגש לתיאוריה ולכל

הבלאגן:

𝐸𝑥1:  𝑎𝑙𝑙 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠 𝑜𝑣𝑒𝑟 Σ = {0, 1} 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛 𝑎 1.
כדי לפתח חשיבה לתרגיל זה נחשוב בצורה הבאה, אם אנחנו

שרטוטבצדלנונצייר',1'התואתמכילהשהיאמחרוזתמייצרים

דור עזריה
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אתנשאלכאלהבשאלותוכו'מכיל/containהמילהאתכשנפגושותמידכזאתמחרוזתעבורביותרכללי
הזה?1ה-ביןלנולהיותיכוליםאיבריםאילועצמנו

𝑟)שלמצביהיהתמידזה)anything(שלנו1ה-ביןשנרצהתוכללהיותיכולשבומקרהשישתמיד
1

+ 𝑟
2
)*

ולכן הביטוי הרגולרי הזה מתואר כך:

𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥 =  (0 + 1)* 1 (0 + 1)*

𝐸𝑥2 :  𝑎𝑙𝑙 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠 ℎ𝑎𝑣𝑖𝑛𝑔 𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑙𝑦 𝑡𝑤𝑜 1'𝑠.
תחילה נשרטט לנו דוגמה כללית למחרוזת כזאת כדי לסייע לפתרון השאלה הבסיסית הזאת.

בשונה מהתרגיל הקודם, יש לנו כאן הגבלה על
מספר האחדים שלנו. במקרה זה, אנחנו לא יכולים
להגיד שאפשר שכל תו באלפבית שלנו, יתקיים בין

אךלקייםחייביםהמקווקויםהחלקיםבשלושתלכןבלבד.אחדים2ל-ורקאךמוגבליםשאנחנומכיווןהאחדים,
ורק תווים של אפסים בלבד, כמובן שלא משנה לנו כמה אפסים הם כי כל מה שמשנה לנו זה מספר האחדים.

לכן הפתרון:

𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥 =  0* 1 0* 1 0*

𝐸𝑥3 :  𝑎𝑙𝑙 𝑒𝑣𝑒𝑛 − 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠
εכך:הפתרוןאתלתאראפשרכזהבמקרה + 00 + 01 + 10 + 11 +...

אבל זה לא דרך לכתיבה פורמלית, וחוץ מזה באופן הרבה יותר חריג, הביטוי הרגולרי שהצגנו הוא לא נכון בגלל
שהוא אינסופי.

לכן אנחנו צריכים לחשוב על מה משותף לכל המקרים שהצגנו בדוגמא השגויה?
אנחנו יודעים שאם יש לנו מחרוזת באורך זוגי אז אפשר "לחלק" את המחרוזת לחלקים כך שכל אורך הוא

המחרוזת.בסוף"נתקעים"היינואזאי-זוגיתהייתההמחרוזתאם,2באורך
נסתכל על החלוקה הראשונה באופן אינדיבידואלי ואז

לאפשר פעולת כוכב על החלוקה הזאת וכך נוכל
להמשיך עם הפעולה הזאת על כל שאר החלוקות
האחרות כמה שנרצה. כל אחד מהתווים בחלוקה

וגםהראשוןהתועבורלהיותיכולמהםאחדכלאזולהפך,בשניאחדתלוייםלאהראשונה (0 + 1)(0 + 1)
שנותרמהכלולכןזוגיבאורךמיליםרקנבטיחוככהשלמצבנקבלכלומרהשניהתועבור (0 + 1)(0 + 1)

לעשות הוא:

𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥 =  ((0 + 1)(0 + 1))*

𝐸𝑥4 :  𝑎𝑙𝑙 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 𝑎𝑛𝑑 𝑒𝑛𝑑 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑎𝑐𝑡𝑒𝑟.
גם כאן אנחנו צריכים לחשוב מהם האפשרויות שמחרוזת כזאת יכולה להופיע?

תושאותוצריכיםאנחנו,ו-מאחר Σ = {0, 1}σ ∈ Σ
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יופיע בתחילת המחרוזת ובסופה, כמובן שכל מה שבין לבין יכול להיות כל תו שנרצה מתוך האלפבית שלנו.
לב רבה שבאמת התייחסנו לכל התווים באלפביתהמחרוזות אנחנו צריכים לתת תשומתכלמאחר ומדובר על

ולכן:אוכישלנו σ = 1σ = 0
התוביןיהיהתושכלאפשרותלנושישברגעבוהראשוןמהתרגילשלנוהחשיבהבצורתנזכר,עבור σ = 1

.זהמקרהעבורולכןהבאהבצורהזאתנכתובאנחנושלנוהספציפי (0 + 1)*1 (0 + 1)* 1

.נקבלדומה,מקרהעבור σ = 00 (0 + 1)* 0
ולכן הפתרון הוא:

𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥 =  ( 1 (0 + 1)* 1 ) +  ( 0 (0 + 1)* 0 )

Σ:מעלרגולריםביטוייםהםהבאיםהביטויים = {𝑎, 𝑏}
●, ε, 𝑎, 𝑏∅
●(ε + 𝑏),  ( (ε + 𝑏) · 𝑏)

●(∅)*,  ( (ε + 𝑏) · (𝑏)*)

הגדרה

,העתקהנגדיר,מעלהרגולריםהביטוייםאוסףRעבור Σ𝐿 :  𝑅 →  2Σ*

שלו):השפהאתרגולריביטוילכלנתאיםאחרות,(במיליםRעלמבנהאינדוקצייתב
1.

𝐿[∅] = ∅
𝐿[ε] = {ε}

∀σ ∈ Σ:  𝐿[σ] = {σ}
אז:,אם.2 𝑟

1
, 𝑟

2
∈ 𝑅

𝐿[(𝑟
1

+ 𝑟
2
)] = 𝐿[𝑟

1
] ∪ 𝐿[𝑟

2
]

𝐿[(𝑟
1

· 𝑟
2
)] = 𝐿[𝑟

1
] · 𝐿[𝑟

2
]

אז:,אם.3 𝑟 ∈ 𝑅

𝐿[(𝑟*)] = (𝐿[𝑟])*

.rהרגולריהביטוישמצייןהשפהנקראתוהיאשפהלכלמותאמתזהבאופן 𝑟 ∈ 𝑅𝐿[𝑟]

סימונים

.הרגולריהביטויאתב-נסמןרגולריביטויrאם.1 (𝑟+)(𝑟 · (𝑟*))
נקבע סדר קדימויות כדי שאפשר יהיה להשמיט סוגריים:.2

* - קדימות גבוהה ביותר.

·- קדימות בינונית.
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+- קדימות נמוכה.
בדרך כלל נשמיט את אופרטור השרשור..3
לעיתים נשתמש בביטוי הרגולרי לציון השפה שהוא מייצג..4

),2ב-(שהצגנוהאופרטוריםביןלפעולותקודמותסוגרייםביןשכתובותהפעולות
כלומר: לסוגריים הקדימות הגבוהה ביותר.

לגבי ההשמטות נציג דוגמאות:

.בקיצורלרשוםאפשרהרגולריהביטויאת ( ( (𝑎*) · (𝑏*) ) · (𝑐*) ) 𝑎*𝑏*𝑐*

.בקיצורלרשוםאפשרהרגולריהביטויאת ( ( (𝑎 · 𝑏)* ) · (𝑐*) ) (𝑎𝑏)*𝑐*

הערה

.הרגולריהביטוימציין,השפהאתכלומר,מעלהמיליםכלשפתאת Σ = {0, 1}{0, 1}*(0 + 1)*

*Σ.אפשר להשתמש בקיצור שנהגנו ולרשום את הביטוי הרגולרי הזה כ-

= 𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥.כך:להציגאפשרשלנוהקודםבדף1דוגמהשלהפתרוןעבורלכן  Σ*1Σ*

= 𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥.כך:להציגאפשר3דוגמהואת  (ΣΣ)*

.נרצה להראות שביטויים רגולרים שקולים לאוטומטים

משפט
רגולרית.שפההיא,מעללכל 𝑟 ∈ 𝑅Σ𝐿[𝑟]

הוכחה
.rעלמבניתבאינדוקציהנוכיח

:בסיס האינדוקציה☚
רגולריתהיא 𝐿[∅] = ∅

רגולריתהיא 𝐿[ε] = {ε}
רגולרית.היא ∀σ ∈ Σ:  𝐿[σ] = {σ}

תחת הפעולות הרגולריות: איחוד,: נובע ישירות מסגירות השפות הרגולריותצעד האינדוקציה☚
שירשור ואיטרציה (בהתאמה):

:עבורנכונההיאכיונוכיחביטוייםעבורנכונההטענהכינניח 𝑟
1
, 𝑟

2
𝑟

1
+ 𝑟

2
,  𝑟

1
· 𝑟

2
,  𝑟

1
*

לאיחודמסגירותרגולריות- 𝐿[(𝑟
1

+ 𝑟
2
)] = 𝐿[𝑟

1
] ∪ 𝐿[𝑟

2
]
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לשרשורמסגירותרגולריות - 𝐿[(𝑟
1

· 𝑟
2
)] = 𝐿[𝑟

1
] · 𝐿[𝑟

2
]

לאיטרציה.מסגירותרגולריות- 𝐿[(𝑟*)] = (𝐿[𝑟])*

∎

בדוגמהזאתנראהנתון,rעבוראתהמקבלסופיאוטומטלבנייתאפקטיביתדרךמשמשתזוהוכחה 𝐿[𝑟]
שלפנינו:

דוגמה

.כאשראתהמקבלסופיאוטומטנבנה 𝐿[𝑟]𝑟 = 0*1 + 1*0
נבנה בשלבים באמצעות

הבניות מהמשפטים שהוזכרו
לעיל בלי לתת שמות למצבים.

עבור אוטומט:
1.𝑟

1
= 0

2.𝑟
2

= 1

3.𝑟
3

= 0*

4.𝑟
4

= 0*1

5.𝑟
5

= 1*0

𝑟:ולבסוף = 0*1 + 1*0

משפט

.ש-כךrרגולריביטויקייםרגולריתשפהלכל 𝐿 ⊆ Σ*𝐿[𝑟] = 𝐿

הוכחה
Lקייםלכןרגולרית,היאDFAש-כךהבא. 𝐴 = (Σ,  {𝑞

1
,..., 𝑞

𝑚
},  𝑞

1
,  δ,  𝐹)𝐿(𝐴) = 𝐿

שמספרומצבדרךלעבורבליל-מ-האוטומטאתשמובילותהמיליםאתהכוללתהשפהנסמןi,j,kלכל 𝐿
𝑖,𝑗
𝑘𝑞

𝑖
𝑞

𝑗

מגיעים).אליווהמצביוצאיםממנוהמצבאתכוללאינו=דרך(לעבור.kמ-גדול
פורמלית:

𝐿
𝑖,𝑗
𝑘 = {𝑤 : δ(𝑞

𝑖
, 𝑤) = 𝑞

𝑗
,  ∀𝑢, 𝑣 ≠ 𝑤,  𝑤 = 𝑢 · 𝑣,  δ(𝑞

𝑖
, 𝑢) = 𝑞

𝑙
⇒ 𝑙 ≤ 𝑘}
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האוטומטאתהמובילותהמיליםכלאתכוללתש-הריmמ-גדולמצבשאיןכיווןהקודמת,ההגדרהעל-פי 𝐿
𝑖,𝑗
𝑚

.ובפרט,למצבממצב 𝑞
𝑖

𝑞
𝑗

𝐿(𝐴) =
𝑞

𝑗
∈𝐹

⋃ 𝐿
1,𝑗
𝑚

𝑞.ב-ההתחלתיהמצבאתסימנוכילבנשים
1

ביטוילמצואנוכלרגולריביטוילכללמצואנוכלאםלכןשפות,שלסופימספרשלאיחודהינההשפה 𝐿(𝐴)𝐿
𝑖,𝑗
𝑘

𝐿(𝐴).עבוררגולרי
∎

למת הניפוח

הדרך הנוחה להראות ששפה היא רגולרית היא בעזרת התכונות סגור שלה:
איחוד, חיתוך, משלים, איטרציה, היפוך, חיסור, הכלה והפרש סימטרי.

התכונות האלה מאפשרות לנו לבנות שפות רגולריות.
אם נרצה להוכיח ששפה אינה רגולרית: נניח שהיא רגולרית נפעיל עליה תכונות סגור ונגיע לשפה שהיא אינה

רגולרית.

לנושיאפשריותרכלליכליישנוכעת,רגולרית:הלאהשפהאתהכרנועכשיועד 𝐿 = {𝑎𝑛 · 𝑏𝑛:  𝑛 ≥ 0}
רגולריות:למת הניפוח לשפותלהראות ששפות אינן רגולריות - והיא

מקיימת את הלמה אז היא אינה רגולרית.השפות הרגולריות מקיימות, ואם שפה אינהשכלזוהי למה

𝑧:המילהשלקריאההמסלולשזהונניח,zמילהנקרא:הכלליהרעיון = 𝑢 · 𝑣 · 𝑤

למצבנגיעלבסוףאךפעמים,iלהתבצעיכולההזאתהלולאהכלשהי,לולאהמבצעבעצםvש-לבנשים

כלומרהמילה:כלומר,המעברים:פונקציתלפילכן,,המקבל 𝑞
𝑚

δ(𝑞
0
,  𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤) ∈ 𝐹𝑧 ∈ 𝐿

.𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤 ∈ 𝐿
מילהקיבלנומסוייםi"ניפוח"שעבורנראהואזהלולאהאתביצענושבוהחלקאת"לנפח"נרצהבעצםאנו

להתקיים.צריכההטענהiולכלמאחררגולריתאינההשפהולפיכךלשפהשייכתשאינה
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משפט
רגולרית.שפהLתהא

כךעבורהפירוקקיים,שאורכה,Lבשפהzמילהלכלשכךטבעימספרקייםאז 𝑛𝑧| | ≥ 𝑛𝑧 = 𝑢 · 𝑣 · 𝑤
ש:

1.𝑢 · 𝑣| | ≤ 𝑛
2.𝑣| | ≥ 1

.ש:מתקייםלכל.3 𝑖 ≥ 0𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤 ∈ 𝐿

הסבר מפורט על המשפט וההוכחה

רגולרית.שפהLתהא
אותה.שמקבלאס"דקייםLרגולריתשפהעבורכיידוע

𝑛טבעימספרקייםאז
nביטוי).לידיהאוטומטשלהסופיותבאה(כאןהזה:האוטומטשלהמצביםמספרבעצםהוא 𝑄| | = 𝑛

,שאורכה,Lבשפהzמילהשלכלכך 𝑧| | ≥ 𝑛
מהמילה,אחתאותנקראצעדבכלהאוטומט,עלאותהכשנפעילאז,nלפחותשאורכהמילההיאzאם

מצבים.n+1ב-בסך-הכלביקרהוא-האותיותnקריאתובתום,ההתחלתימהמצבמתחילהאוטומט 𝑞
0

ביקרהאוטומטשבו,pאחדמצבשקייםהיוניםשובךמעקרון,נובעהואהמצביםשמספרמאחר 𝑄| | = 𝑛
פעמיים (או יותר).

ש:כךעבורהפירוקקיים 𝑧 = 𝑢 · 𝑣 · 𝑤
ובתור:לפירוק,ניתנתzכלומר

uלמצבשנגיעעדהאוטומטקוראאותההמילהשלהרישאאתבוחרים.𝑝
vהמצבאלחוזרשהואעדקוראהאוטומטאותההמילההמשךאתבוחריםpהאחרונה.בפעם

wהמקבל.המצבעדהמילהשאראתבוחרים

1.𝑢 · 𝑣| | ≤ 𝑛
.zהמילהשלראשונותאותיותnה-מתוךשתיהןנבחרוvו-uכיברורבאופןמתקייםזה
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2.𝑣| | ≥ 1
ביקרבומהרגעאחתאותלפחותלקרואהאוטומטעלבמצביותר)(אופעמייםלבקרשכדימכיווןמתקיים 𝑝

במצב בפעם הראשונה ועד שהוא מבקר בו בפעם השניה.

.ש:מתקייםלכל.3 𝑖 ≥ 0𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤 ∈ 𝐿
השייכתמילהמקבליםהניפוח,קטעשל)0(כוללשכפוליםמספרכלעבורעצמו,הניפוחאתשמתארהתנאיזה

לשפה. כלומר, לא משנה כמה ננפח אותה עדיין היא תתקבל.
שלהריצהעלהשפעהשוםאין,pל-בחזרהמ-המעברבזמןקוראשהאוטומטהאותיותשכלמכיווןמתקיים 𝑝

.wל-וימשיךב-אחתפעםרקיבקרהאוטומטואזהאלה,האותיותאתלהשמיטאפילואפשרהאוטומט. 𝑝

אבחנה
מצב.באותונתקענולאאז0היההאורךואםמאחר1הואvשלהאורך:2תנאילגבי

פעמיים.מצבלאותולהגיעחייביםאנוו-ומאחר 𝑧| | ≥ 𝑛

הוכחה
LעבורהקייםולכןרגולריתDFAש:כך.𝐿(𝐴) = 𝐿

.הבא:באופןהאוטומטמצבימספראתנסמן 𝑄| | = 𝑛
.ש:כךנסמןשאורכה:כךתהא 𝑧 ∈ 𝐿𝑧| | ≥ 𝑛𝑧 = σ

1
· σ

2
·.. · σ

𝑘
𝑘 ≥ 𝑛

.ונגדירהמצביםסדרתאתהאוטומטעבורנגדיר 𝑞
0
,..., 𝑞

𝑛
δ(𝑞

0
,  σ

1
· σ

2
·... · σ

𝑖
) = 𝑞

𝑖

מצבאותומופיעהמצביםשבסדרתנקבלהמצביםממספרגדולzהמילהואורךמאחרהיוניםשובךמעקרון
ש:כך,ו-קייםכלומרפעמיים 𝑝 ∈ 𝑄1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛

δ(𝑞
0
,  σ

1
·... · σ

𝑖
) =  𝑝

δ(𝑞
0
,  σ

1
·... · σ

𝑖
·.. · σ

𝑗
) =  𝑝

הבא:באופןzשלהפירוקאתנגדיר
𝑢 =  σ

1
·... · σ

𝑖

𝑣 =  σ
𝑖+1

·.... · σ
𝑗

𝑤 = σ
𝑗+1

·.... · σ
𝑘

נבין בעצם איך הפירוק מתבצע על-ידי פונקצית המעברים:

δ(𝑞.שנובע:יודעיםאנוpבמצבונתקענומאחר
0
,  𝑢) =  𝑝 =  δ(𝑞

0
,  𝑢 · 𝑣)
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פעמים.הלולאהמתבצעתכלומרש:באינדוקציהנוכיח δ(𝑝,  𝑣𝑖) = 𝑝𝑖 ≥ 0
.ולכןש:ראינוההגדרהולפיש:לראותניתן 𝑢 · 𝑣| | = 𝑗𝑗 ≤ 𝑛𝑢 · 𝑣| | ≤ 𝑛

ש:באינדוקציהוהראנוהיא:ופירוקהו-מאחרבנוסף 𝑧 ∈ 𝐿𝑧 = 𝑢 · 𝑣 · 𝑤δ(𝑞
0
,  𝑢 · 𝑣𝑖) = 𝑝

כלומר:מקבללמצבנגיעwאתשנקראלכן

δ(𝑞
0
,  𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤) = δ(δ(𝑞

0
,  𝑢 · 𝑣𝑖),  𝑤) = δ(𝑝,  𝑤) ∈ 𝐹

.הדרישותשלושתאתמקייםהפירוקולכןולפיכך: 𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤 ∈ 𝐹
∎

להוכיחשיטה כיצד
ששפה אינה רגולרית בעזרת למת הניפוח

שייכתשאינהמילהנקבלאזהמילהאתננפחוכאשרלשפההשייכתzמילהניקחכלשהו,nניקחהרעיון:
לשפה.

(התשובה ב-♜).רגולרית?אינהאיך בעזרת למת הניפוח נוכיח ששפה היא
נשים לב כי במשפט של הלמה, הכמתים מודגים בכוונה ויש לתת תשומת לב רבה לעניין הזה.

תחילה, נציג שוב את הלמה לשפות רגולריות, לטובת הבנה טובה יותר של השיטה:

היא:שאורכההמקיימתמילהלכלשכךקייםאזירגולרית,שפהLתהא 𝑛 > 0𝑧 ∈ 𝐿𝑧| | ≥ 𝑛
ש:כךעבורהפירוקקיים 𝑧 = 𝑢 · 𝑣 · 𝑤

1.𝑢 · 𝑣| | ≤ 𝑛
2.𝑣| | ≥ 1

.ש:מתקייםלכל.3 𝑖 ≥ 0𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤 ∈ 𝐿

הכמתים בלמה:כל♜כעת, נפעיל שלילה על

היאשאורכהכךמילהקיימתלכלאםכלשהישפהLתהא 𝑛 > 0𝑧 ∈ 𝐿𝑧| | ≥ 𝑛
𝑧:עבורהפירוקלכלשכך = 𝑢 · 𝑣 · 𝑤

1.𝑢 · 𝑣| | ≤ 𝑛

דור עזריה
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2.𝑣| | ≥ 1

.ש:מתקייםקיים.3 𝑖 ≥ 0𝐿∉𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤
רגולרית.לאשפהLאזי

ישנם שפות שהם לא רגולריות אשרכעת נשים לב שלא כל שפה שאינה רגולרית מקיימת את התכונה הנ"ל,
בלבד.ניתנות לניפוח

הוכחת אי רגולרית ע"י שימוש בלמה
כדי להראות ששפה לא רגולרית – נראה כי היא לא מקיימת את למת הניפוח

המובטחהקבועnויהירגולרית,השפהכיבשלילהנניח.1
nשלכפונקציהzמילהנבחר.2

.Lלשפהשייכתאינהzהמילהשעבורוiנראה,הלמהתנאיע"פuvwלzשלפירוקלכל.3 𝑢 · 𝑣𝑖 · 𝑤
סתירה  השפה אינה רגולרית..4

שאלות של קביעת שפה רגולרית ולמת הניפוח

איך פותרים?●
אם השפה רגולרית - מראים ביטוי רגולרי לשפה או מראים אוטומט..1
אם השפה לא רגולרית - מוכיחים באמצעות למת הניפוח..2

איך מזהים ששפה רגולרית או לא?●
רגולרית (בתנאי שהספירה לאלאאם נדרשת ספירה של משהו שאינו מחזורי ואינו חסום - השפה

"נבלעת" בשרשור או באיחוד).
לפעמים השפה יכולה להראות לא רגולרית אבל היא כן, איך נדע? צריך להבין את "המבניות" של●

השפה.
איפה נטעה? -  לפעמים נחשוב שצריך לספור/לזכור צעדים (וזה אסור) ואז נסיק שהיא לא רגולרית.
אבל יכול להיות שיש "מבניות" מסויימת שחוזרת על עצמה שמקיימת את "הספירה" מבלי "לזכור"

כלומר השפה היא כן רגולרית. - זה דורש ניסיון בפתרון תרגילים בשביל להבין את זה.
מומלץ לכתוב בפתרון לפני ההוכחה "אינטואיציה" בה נפרט למה הסקנו שהשפה היא רגולרית או לא●

רגולרית.

לויגילשלפתרון-2020א'מועדממבחןשאלה

דור עזריה
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פתרון א'
רגולרית.לאלא מחזורית ולא חסומה. לכן השפה: ישנה ספירה מדוייקת של חזקה שלישית שהיאאינטואיציה

הניפוח.למתאתמקיימתולכןרגולריתשהשפהבשלילהנניח:הוכחה 𝐿
1

מהלמה.המובטחהקבועיהי 𝑛 ∈ 𝑁

ומתקיים:נבחר: 𝑧 = 0𝑛3

∈ 𝐿
1

|𝑧| = 𝑛3 ≥ 𝑛
המקיים:כלשהופירוקיהי 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤

וגם |𝑢𝑣| ≤ 𝑛|𝑣| ≥ 1
ומכאן:נבחר: 𝑖 = 2

𝑧' = 0𝑛3+|𝑣| ∉ 𝐿
1

כי:

< (𝑛 + 1)3≤ 𝑛3 + 𝑛𝑛3 + |𝑣|𝑛3 <
סתירה. ולכן השפה לא רגולרית.

פתרון ב'
.0ל-1ממעברבכלעולה10ה-וכמות1ל-0מ-מעברבכלעולה01ה-כמותהמילהכללאורך:אינטואיציה

רגולרית.כןהשפהלכן.01010000011110דוגמא:לסירוגין.עולותהכמויותלכן,
: נצייר אוטומט:הוכחה

דור עזריה
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פתרון ג'
לדעת האם יש שני תויים שהם בכמות שונה וספירה: חייבים למנות כמה פעמים קיבלנו כל תו כדיאינטואיציה

רגולרית.לאזאת אינה חסומה. לכן השפה
:הוכחה

מהלמה.המובטחהקבועויהירגולריתשבשלילהנניח 𝐿
3

𝑛 ∈ 𝑁

ומתקיים:נבחר: 𝑧 = 𝑎𝑛𝑏𝑛+𝑛!𝑐𝑛+𝑛! ∈ 𝐿
3

𝑧| | ≥ 𝑛 + 𝑛 + 𝑛! + 𝑛 + 𝑛! = 3𝑛 + 2𝑛!  ≥ 𝑛
𝑧המקיים:כלשהומפירוקzמילהיהא = 𝑢𝑣𝑤

וגם 𝑣| | ≥ 1𝑢𝑣| | ≤ 𝑛

𝑧' = 𝑎𝑘 · 𝑎𝑡𝑖 · 𝑎𝑛−𝑘−𝑡 · 𝑏𝑛+𝑛! · 𝑐𝑛+𝑛!

.ובנוסףש:לבנשים 𝑘 + 𝑡 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛

𝑧' = 𝑎𝑛 + 𝑡(𝑖−1) · 𝑏𝑛+𝑛! · 𝑐𝑛+𝑛!

𝑖ונקבל:נבחר: = 𝑛!
𝑡 + 1

𝑧' =  𝑎𝑛+𝑡·(𝑖−1) · 𝑏𝑛+𝑛! · 𝑐𝑛+𝑛! =

= 𝑎
𝑛+𝑡· 𝑛!

𝑡 · 𝑏𝑛+𝑛1 · 𝑐𝑛+𝑛! =

= 𝑎𝑛+𝑛! · 𝑏𝑛+𝑛! · 𝑐𝑛+𝑛! ∉ 𝐿
3

כל התווים באותה הכמות.
סתירה. ולכן השפה לא רגולרית.

2019ב'מועדממבחןשאלה

פתרון א'
להבטיחוגם'ba'שלהמופעיםממספר2פייהיה'a'שלהמופעיםשמספרלהבטיחחייביםאנחנו:אינטואיציה

'.a'שלמופעים2nה-כלאחרירקלהופיעצריך'ba'שלמופעיםnה-שמספר
רגולרית.לאכלומר, אנחנו צריכים לספור/לזכור את ההתנהגות ולכן השפה

הניפוח.למתאתמקיימתהיאולכןרגולריתשהשפהבשלילהנניח:הוכחה 𝐿
1

בלמה.המובטחקבועnטבעימספריהא

דור עזריה
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.ומתקייםלהיותzהמילהאתנבחר 𝑧 = 𝑎2𝑛 · (𝑏𝑎)𝑛 ∈ 𝐿
1

𝑧| | = 3𝑛 ≥ 𝑛

הבא:באופןהצורה:מןzהמילהשלכלשהופירוקיהא 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤

𝑢 = 𝑎𝑘,  𝑣 = 𝑎𝑡𝑖,  𝑤 =  𝑎2𝑛−𝑘−𝑡 · (𝑏𝑎)𝑛

נשים לב ש:
1וגם ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝑘 + 𝑡 ≤ 𝑛

כלומר :

𝑧 = 𝑎𝑘 · 𝑎𝑡𝑖 · 𝑎2𝑛−𝑘−𝑡 · (𝑏𝑎)𝑛

𝑧 = 𝑎2𝑛+𝑡(𝑖−1) · (𝑏𝑎)𝑛

𝑖ונקבל:נבחר = 0

𝑧 = 𝑎2𝑛−𝑡 · (𝑏𝑎)𝑛

בשפה.לאהמילהולכן2nמ-פחותהוא'aה-'רצףכימאחרסתירהוזאתבהכרחאזו-מאחר 𝑡 ≥ 1𝑧 ∉ 𝐿
1

לכן השפה לא רגולרית.

פתרון ב'
אז:זהיםוהאחרוןהראשוןהתואם,מילהשלכלכיווןרגולרית 𝐿

2
𝑥

.וכן:ואזלבחור:נוכלולכן 𝑥 = σ𝑦σ𝑤 = σ𝑤𝑅 = σ𝑢 = 𝑦
שמתחילותהמיליםכלשפתהיאלכןבשפה.לאהמילהואחרת, 𝐿

2

ומסתיימות באותו תו.
ציור אוטומט:הוכחה:

פתרון ג'
'.1ה-'עםשרשורלאחרwשלההפוךאתלקבלכדיwהמילהאתלזכורבאפשרותינואין:אינטואיציה

רגולרית.לאלכן השפה

:הוכחה
רגולריות.לשפותהניפוחלמתאתמקיימתהיאולכןרגולריתשפההיאש-בשלילהנניח 𝐿

3

בלמה.המובטחקבועטבעי,מספרnיהא

.ומתקיים:המילה:להיותzאתנבחר 𝑧 = 0𝑛 · 1 · 0𝑛𝑧| | = 2𝑛 + 1 ≥ 𝑛
ש:כךהצורה:מןzשלפירוקיהא 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤

𝑢 = 0𝑘,  𝑣 = 0𝑡𝑖,  𝑤 = 0𝑛−𝑘−𝑡 · 1 · 0𝑛

.וגםכאשר 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝑘 + 𝑡 ≤ 𝑛

דור עזריה
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כך:נראהzכלומר

𝑧 = 0𝑘 · 0𝑡𝑖 · 0𝑛−𝑘−𝑡 · 1 · 0𝑛

𝑧 = 0𝑛+𝑡(𝑖−1) · 1 · 0𝑛

𝑖ונקבל:נבחר = 0

𝑧' = 0𝑛−𝑡 · 1 · 0𝑛

.ש-כיוון,כלומרבהכרחאזו-מאחר 𝑡 ≥ 1𝑛 − 𝑡 < 𝑛𝑧' ∉ 𝐿
3

0𝑛−𝑡 ≠ (0𝑛)𝑅

רגולרית.שפהלאהיאהשפהלכן-סתירה 𝐿
3

2019א'מועדממבחןשאלה

פתרון א'
רגולרית.לאהשפהלכןאליו.שווהאוגדוליהיהkש-להבטיחכדיjאתלזכוראפשרותאין:אינטואיציה

רגולריות.לשפותהניפוחלמתאתמקיימתהיאלכןרגולרית,שפההיאשהשפהבשלילהנניח:הוכחה 𝐿
1

בלמה.המובטחקבועטבעי,מספרnיהא

.ש-כךלהיות:zהמילהאתנבחר 𝑧 = 𝑎 · 𝑏𝑛 · 𝑐 · 𝑑𝑛𝑧| | = 2𝑛 + 2 ≥ 𝑛
ש:כךהצורהמןzהמילהשלכלשהופירוקיהא 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤

𝑢 = 𝑎 · 𝑏𝑘,  𝑣 = 𝑏𝑡𝑖, 𝑤 = 𝑏𝑛−𝑘−𝑡 · 𝑐 · 𝑑 𝑛

1וגםכאשר ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝑡 + 𝑘 ≤ 𝑛
כך:תראהzהמילה

𝑧 = 𝑎 · 𝑏𝑘 · 𝑏𝑡𝑖 · 𝑏𝑛−𝑘−𝑡 · 𝑐 · 𝑑 𝑛

𝑧 = 𝑎 · 𝑏𝑛+𝑡(𝑖−1) · 𝑐 · 𝑑 𝑛

𝑖ונקבל:נבחר = 2

𝑧' = 𝑎 · 𝑏𝑛+𝑡 · 𝑐 · 𝑑 𝑛

.כלומרשבהכרחכיווןסתירה.וזאתאזו-מאחר 𝑡 ≥ 1𝑧' ∉ 𝐿
1

𝑛 + 𝑡 > 𝑛𝑗 > 𝑘

רגולרית.שפהלאהיאהשפהולכן 𝐿
1

דור עזריה
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פתרון ב'
תוסוגורקאךמכילההייתהבשפהמילהאזלמשלאחדתורקהיהבשפההא"באם:אינטואיציה Σ = {𝑎}

𝑤.למשלומתקייםזוגיאימאורךwש-ומבטיחהאחד, = 𝑎𝑎𝑎 = 𝑤𝑅

שלה,להיפוךשווהאי-זוגיבאורךמילהכלומרפלינדרוםלהציגצריךאני,כיהמקרהלאזהאבל Σ = {𝑎, 𝑏}
וידוע כי פלינדרום בשפות רגולריות ולכן השפה אינה רגולרית.

רגולריות.לשפותהניפוחלמתאתמקיימתהיאלכןרגולרית,שפההיאשהשפהבשלילהנניח:הוכחה 𝐿
2

בלמה.המובטחוקבועטבעימספרnיהא

.ש-כך,להיות:zהמילהאתנבחר 𝑧 = 𝑎𝑛𝑏 𝑎𝑛𝑧| | = 2𝑛 + 1 ≥ 𝑛
שמתקיים:כךהבאההצורהמןzהמילהשלפירוקיהא 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤

𝑢 = 𝑎𝑘,  𝑣 = 𝑎𝑡𝑖,  𝑤 = 𝑎𝑛−𝑘−𝑡 · 𝑏 · 𝑎𝑛

.וגםכאשר 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝑘 + 𝑡 ≤ 𝑛
כך:נראיתzהמילה

𝑧 = 𝑎𝑘 · 𝑎𝑡𝑖 · 𝑎𝑛−𝑘−𝑡 · 𝑏 · 𝑎𝑛

𝑧 = 𝑎𝑛+𝑡(𝑖−1) · 𝑏 · 𝑎𝑛

𝑖ונקבל:נבחר = 0

𝑧' = 𝑎𝑛−𝑡 · 𝑏 · 𝑎𝑛

.ש-כיווןסתירהוזאתכלומרבהכרחאזו-מאחר 𝑡 ≥ 1𝑛 − 𝑡 < 𝑛𝑧 ∉ 𝐿
2

𝑤 ≠ 𝑤𝑅

רגולרית.אינהלכן השפה

פתרון ג'
מחזוריותכאןישבשפה,מילהלכללקייםשחייבים)2(קבועבמספרתלוייםשניהםלהפך,וגםjב-תלוילאiה-

רגולרית.שפההיאולכןרגולריתשפהעבורותקניתברורה 𝐿
3

:הוכחה

דור עזריה
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2020ב'מועדממבחןשאלה

𝐿.א
1

= {𝑤 ∈ {0, 1}*:  #
0
(𝑤) >  2 · #

1
(𝑤)}

רגולריות.לשפותהניפוחלמתאתמקיימתהיאולכןרגולריתשפהשהשפהבשלילהנניח:הוכחה 𝐿
1

בלמה.המובטחקבוע,טבעימספרnיהא

.כאשרלהיות:zמילהנבחר 𝑧 = 02𝑛+1 · 1𝑛 ∈ 𝐿
1

𝑧| | = 3𝑛 + 1 ≥ 𝑛

𝑧וגםהבאה:הצורהמןzהמילהשלכלשהופירוקיהא = 𝑢𝑣𝑤𝑢 = 0𝑘,  𝑣 = 0𝑡𝑖,  𝑤 = 02𝑛+1−𝑘−𝑡 · 1𝑛

.וגםכאשר 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝑘 + 𝑡 ≤ 𝑛 
מהפירוק:מילהzכלומר

𝑧 = 0𝑘 · 0𝑡𝑖 · 02𝑛+1−𝑘−𝑡 · 1𝑛

𝑧 = 02𝑛+1+𝑡(𝑖−1) · 1𝑛

𝑖ונקבל:נבחר = 0

𝑧' = 02𝑛+1−𝑡 · 1𝑛

הניפוח.ללמתסתירהוזהכלומרבומצבנקבלו-מאחר 𝑡 ≥ 12𝑛 + 1 > 2𝑛 + 1 − 𝑡𝑧' ∉ 𝐿
1

לכן השפה לא רגולרית.

דור עזריה
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פתרון
רגולרית.לאהשפהעבור 𝐿

2
· 𝐿

2

רגולריות.לשפותהניפוחלמתאתמקיימתולכןרגולריתשפההיאשהשפהבשלילהנניח:הוכחה 𝐿
2

· 𝐿
2

מהלמה.המובטחקבוע,nטבעימספריהא

.כאשרלהיותzהמילהאתנבחר 𝑧 = 0𝑛 · 1𝑛 · 0𝑛 · ε ∈ 𝐿
2

· 𝐿
2

𝑧| | = 3𝑛 ≥ 𝑛

𝑧כאשרהצורה:מןzהמילהשלכלשהופירוקיהא = 𝑢𝑣𝑤𝑢 = 0𝑘,  𝑣 = 0𝑡𝑖, 𝑤 = 0𝑛−𝑘−𝑡𝑖 · 1𝑛 · 0𝑛 · ε
.וגםעבור 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝑡 + 𝑘 ≤ 𝑛

הפירוק:מןzהמילהכלומר

𝑧 = 0𝑘 · 0𝑡𝑖 · 0𝑛−𝑘−𝑡𝑖 · 1𝑛 · 0𝑛

𝑧 = 0𝑛+𝑡(𝑖−1) · 1𝑛 · 0𝑛

𝑖ונקבל:נבחר = 0

𝑧' = 0𝑛−𝑡 · 1𝑛 · 0𝑛

שלאמילההניפוחלאחרקיבלנוכלומר,למצבהגענוכלומרש-מתקייםאזו-מאחר 𝑡 ≥ 1𝑛 − 𝑡 < 𝑛𝑧' ≠ 𝑧
הניפוח.ללמתבסתירההשפה,תנאיאתמקיימת 𝑧' ∉ 𝐿

2
· 𝐿

2

רגולרית.לאהשפהלכן 𝐿
2

· 𝐿
2

רגולרית.השפה:עבור (𝐿
2
)*

:הוכחה
לשפהשייכות"1ו-""0"שהמיליםכיווןוזאתהא"במעלהמיליםכלשפתזושפהתהא Σ = {0, 1}𝐿

2

.כלומרמהןהמורכבתמילהכללבנותנוכלל-באיטרציהולכן 𝐿
2

{0, 1}*

= 𝑟𝑒𝑔𝑒𝑥.רגולרית:השפה  (0 + 1)*

שאלה
קבעו והוכיחו האם השפה היא שפה רגולרית

𝐿 = {𝑤 ∈ {𝑎}*: 𝑤| | 𝑚𝑜𝑑 5 ≡  1}

פתרון
השפה רגולרית.

הוכחה

דור עזריה
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שאלות הוכחה על מודלים ושפות

2020א'ממועדשאלה

:פתרון של גיל לוי
השפה רגולרית..א

.אזדוגמא::אינטואיציה 𝐿 = {𝑎𝑏𝑐𝑐,  𝑎𝑏𝑏}𝐷𝐶(𝐿) = {𝑏𝑐𝑐, 𝑎𝑐𝑐, 𝑎𝑏𝑐, 𝑏𝑏, 𝑎𝑏}
.ש:כךאס"דלהקייםאזרגולריתשמכיוון 𝐿𝐴 = (𝑄, Σ, 𝑞

0
, δ, 𝐹)𝐿(𝐴) = 𝐿

הבא:באופןהשפהעבורסופיאוטומטנגדיר 𝐷𝐶(𝐿)
יהיוהמקבליםוהמצביםהראשון,ההעתקשלההתחלתיבמצבשנתחילכךהאוטומטשלהעתקים2ניצור 𝐴

המקבלים רק בהעתק השני. מכל מצב בהעתק הראשון נוציא מעבר אפסילון במקום כל מעבר של תו באוטומט.
השני).(בהעתקלהראשון)(בהעתקמ(בנוסף)אפסילוןמעברנבצעאזאם:כלומר δ(𝑞, 𝑎) = 𝑝𝑞𝑝

𝐴:פורמאלית
𝐷𝐶

= (𝑄 ∪ {𝑞': 𝑞 ∈ 𝑄}, Σ, 𝑞
0
, δ', {𝑞': 𝑞 ∈ 𝐹})

כאשר:
δ'(𝑞, 𝑎) = {δ(𝑞, 𝑎)}

δ'(𝑞', 𝑎) = {δ(𝑞, 𝑎)'}
δ'(𝑞, ε) = {𝑝': ∃σ ∈ Σ 𝑠. 𝑡.  δ(𝑞, σ) = 𝑝}

ציור להמחשה:

𝐷𝐶(𝐿).השפהאתמקבלשהאוטומטנוכיח

דור עזריה
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.ש:כךקייםמכאן:.תהי:1כיוון 𝑤 ∈ 𝐷𝐶(𝐿)σ ∈ Σ,  𝑥, 𝑦 ∈ Σ*𝑥σ𝑦 ∈ 𝐿
.נסמן:.מכאן: δ(𝑞

0
, 𝑥σ𝑦) ∈ 𝐹δ(𝑞

0
, 𝑥) = 𝑞,  δ(𝑞, σ) = 𝑝,  δ(𝑝, 𝑦) = 𝑞

𝑓
∈ 𝐹

𝑥𝑦.אתשמקבלמסלולקייםהאוטומט,בנייתלפי
.כיבנוסף,.ש:כךמסלולקייםהאוטומט:בנייתלפי 𝑞 ∈ δ'(𝑞

0
, 𝑥)𝑝' ∈ δ'(𝑞, ε)δ(𝑞, σ) = 𝑝

מקבל.מצבהואומתקיים:ובנוסף, 𝑞
𝑓
' ∈ δ'(𝑝', 𝑦)𝑞

𝑓
'

מתקבלת.המילהולכן δ'(𝑞
0
, 𝑥𝑦) ⊇ δ'(𝑞, 𝑦) ⊇ δ'(𝑝', 𝑦) ⊇ {𝑞

𝑓
'}

.באוטומטשהתקבלהמילהתהי:2כיוון 𝑤𝐴
𝐷𝐶

ומשם:מסלולקייםהשני,להעתקאפסילוןבמסעילעבורשחובהמכיווןמכאן, 𝑞 ∈ δ'(𝑞
0
, 𝑥)δ'(𝑞, ε) = 𝑝'

מקבל.מצבהואכאשרמכן:ולאחר 𝑞
𝑓
' ∈ δ(𝑝', 𝑦)𝑞

𝑓
'

.וכן:ש:כךקייםהאוטומט,בנייתלפי σ ∈ Σδ(𝑞, σ) = 𝑝δ(𝑞
0
, 𝑥) = 𝑞

ולכן:בנוסף: δ(𝑝, 𝑦) = 𝑞
𝑓

.δ(𝑞
0
, 𝑥σ𝑦) = δ(δ(δ(𝑞

0
, 𝑥), σ), 𝑦) = δ(δ(𝑞, σ), 𝑦) = δ(𝑝, 𝑦) = 𝑞

𝑓
∈ 𝐹

.ולכןולכןבמתקבלתהמילהולכן 𝐴𝑥σ𝑦 ∈ 𝐿𝑥𝑦 ∈ 𝐷𝐶(𝐿)

ב. האוטומטים לא שקולים.
רגולריות.לאשפותגםלקבלשיכוליותרחזקמודלהואכילשקוללאהאוטומט 𝐷𝐼𝐴𝐷𝐹𝐴

..אוטומטלהיששכןרגולריתלאלשפהדוגמא 𝐷𝐼𝐴𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛: 0 < 𝑛 ∈ 𝑁}
כאשר:הבא:האוטומטאתנגדיר 𝐷𝐼𝐴𝐴 = (𝑄, Σ, 𝑞

0
, δ, 𝐹)

.𝑄 = {𝑞
𝑎=𝑖

: 𝑖 ∈ 𝑁 ∪ {0}} ∪ {𝑞
𝑏=𝑖

: 𝑖 ∈ 𝑁 ∪ {0}} ∪ {𝑞
𝑥
}

.Σ = {𝑎, 𝑏}
.𝑞

0
= 𝑞

𝑎=0

.𝐹 = {𝑞
𝑏=0

}

δ(𝑞
𝑎=𝑖

, 𝑎) = 𝑞
𝑎=𝑖+1

.אם δ(𝑞
𝑎=𝑖

, 𝑏) = 𝑞
𝑏=𝑖−1

𝑖 ≠ 0

δ(𝑞
𝑎=0

, 𝑏) = 𝑞
𝑥

δ(𝑞
𝑏=𝑖

, 𝑎) = 𝑞
𝑥

.אם δ(𝑞
𝑏=𝑖

, 𝑏) = 𝑞
𝑏=𝑖−1

𝑖 ≠ 0

δ(𝑞
𝑏=0

, 𝑏) = 𝑞
𝑥

δ(𝑞
𝑥
, 𝑎) = 𝑞

𝑥

דור עזריה
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δ(𝑞
𝑥
, 𝑏) = 𝑞

𝑥

.0היאהשכמותשזוכרבמצבמתחילים 𝑎
כה.עדשקיבלנוהכמותאתהזוכרנוסףלמצבעובריםשלקריאהבכל 𝑎𝑎

.1ביורדוהמונהשקיבלנושזוכרלמצבעובריםאזשקוראיםברגע 𝑏𝑏
זהה)הכמותאז0לחוזריםשאםככהאותומקטיןוכלמונהמגדילכל(הרעיון: 𝑎𝑏

בור.למצבאותנומעביריותרשקראנואומהפורמטשאינותוכל 𝑏
במועדאסמסטר2019מבחן

פתרון של גיל לוי

.ומכאן:נגדית:דוגמא:הפרכה.א 𝐿 = {0𝑛2

: 𝑛 ∈ 𝑁},  Σ = {0}𝐿* = Σ*

רגולרית.לאאבלרגולריתשקיבלנו 𝐿*𝐿

'𝐿.ש:לבנשים.ב = 𝐿 · 𝐿𝑅

להיפוך.רגולריותשפותמסגירותרגולריתאזרגולריתאם:הוכחה 𝐿𝐿𝑅

לשרשור.רגולריותשפותמסגירותרגולריתולכן: 𝐿 · 𝐿𝑅 = 𝐿'

לדוגמא:כיומכאן:נגדית:דוגמא:הפרכה.ג Σ = {0, 1},  𝐿
1

= {0},  𝐿
2

= {1}{0}* ∪ {1}* ≠ {0, 1}*

.בלאאךבנמצאתהמילה 01{0, 1}*{0}* ∪ {1}*

:פתרון

דור עזריה
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של(מסגירותרגולריתתהיהמכאן:רגולרית.שבשלילהונניחרגולריתלאשפהתהי:הוכחה.א 𝐿𝐿‾𝐿‾‾ = 𝐿
רגולריות למשלים). וזו סתירה.

רגולרית.לאא',סעיףולפירגולרית,לאנגדית:דוגמא:הפרכה.ב 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛: 𝑛 ∈ 𝑁}𝐿‾

רגולרית.שהיאאבל: 𝐿 ∪ 𝐿‾ = Σ*

רגולרית.לאא',סעיףולפירגולרית,לאדוגמא::הוכחה.ג 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛: 𝑛 ∈ 𝑁}𝐿‾

:𝑎𝑛𝑏𝑛}}את:ניקח 𝑖 < 𝑛 ∈ 𝑁}: 1 < 𝑖 ∈ 𝑁}{𝐿, 𝐿‾}     ∪  

שהיא רגולרית.כל אחת מהשפות היא לא רגולרית והן שונות זו מזו והאיחוד שלהן הוא Σ*

פתרון של גיל לוי:
.אז:דוגמא::אינטואיציה.א 𝐿 = {𝑎𝑏, 𝑎𝑎𝑏, 𝑏𝑏}𝐵(𝐿) = {𝑎𝑏𝑏𝑎, 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏}

צריך לדעת את סדר התווים בתחילת המילה כדי לדעת את הסדר ההפוך בסוף המילה.
רגולרית.בהכרחאינההשפה 𝐵(𝐿)

.מכאן:.נגדית:דוגמא 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏: 𝑛 ∈ 𝑁}𝐵(𝐿) = {𝑎𝑛𝑏𝑏𝑎𝑛: 𝑛 ∈ 𝑁}
רגולרית.אינהשנוכיח 𝐵(𝐿)

הניפוח.: נניח בשלילה שהשפה רגולרית ולכן מקיימת את למתהוכחה
מהלמה.המובטחהקבועיהי 𝑛 ∈ 𝑁

.מתקיים:.נבחר: 𝑧 = 𝑎𝑛𝑏𝑏𝑎𝑛 ∈ 𝐵(𝐿)|𝑧| = 2𝑛 + 2 ≥ 𝑛
.המקיים:כלשהופירוקיהי 𝑧 = 𝑢𝑣𝑤|𝑢𝑣| ≤ 𝑛 ,  |𝑣| ≥ 1

המילה.בסוףלכמותזההלאהמילהבתחילתהכמותכיונקבל:נבחר: 𝑖 = 2𝑧' = 𝑎𝑛+|𝑣|𝑏𝑏𝑎𝑛 ∉ 𝐵(𝐿)𝑎
סתירה. ולכן השפה לא רגולרית.

אז:דוגמא:אינטואיציה:.ב 𝐿 = {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑎𝑐𝑏}
.𝐿' = {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑎𝑐𝑏, 𝑏𝑎𝑐, 𝑎𝑐𝑏, 𝑐𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎𝑏, 𝑎𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑐𝑎, 𝑏𝑐𝑎𝑎}

רגולרית.השפהרגולרית.בהינתן 𝐿𝐿'

דור עזריה
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.שלהאוטומטיהא 𝐴𝐿
הבא:באופןשלהאוטומטאתנגדיר 𝐴'𝐿'

שלבהעתקמצבלכלאפסילוןמעברנאפשרמצבמכלשלו).ההתחלתי(מהמצבשלראשוןמשכפולנתחיל 𝐴𝑞

להיפוך.רגולריותשפותמסגירותרגולריתהיאשגםהשפהעבורהאוטומט 𝐴𝑅𝐿𝑅

אפסילוןמסענוציאהראשוןבהעתקמצבמכלכלומר,.יעדומצבמקורמצבלכלכזההעתקניצורכאשר 𝑞𝑝𝑞

הנ"ל).(בהעתקבמצבלסייםוצריכיםממצבשהגענושזוכרבהעתק:למצב 𝑝'𝐴
𝑞𝑝

𝑅𝑞𝑝

של(שני)נוסףבהעתקלמצבהנ"ל:בהעתקממצבורקאךאפסילוןמסענוציאכזה,העתקמכל 𝑞'𝐴
𝑞𝑝

𝑅𝑝''𝐴

.
.שלהמקבליםהמצביםיהיושלוהמקבליםוהמצביםחדשיםאפסילוןמסעיללאיהיהשלהשניההעתק 𝐴𝐴

(בשאר ההעתקים לא יהיו מצבים מקבלים).

:פתרון
שלסימטרילהפרשמסגירותאזרגולריתוגםרגולריתשומכיוון:הוכחה.א (𝐿

1
∆𝐿

2
)∆𝐿

1
= 𝐿

2
𝐿

1
∆𝐿

2
𝐿

1

רגולרית.גםרגולריות,שפות 𝐿
2

מהשפות.אחתלכלסופייםאוטומטיםקיימיםאזירגולריותהשפות2שמכיוון:הוכחה.ב 𝐴
1
, 𝐴

2

דור עזריה
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נוציאבומצבומכלשלו)ההתחלתי(מהמצבשלראשוןמהעתקנתחילהבא:באופןלאוטומטנבנה 𝐿'𝐴
1

𝑞

.שלמכפלהאוטומטשהואחדשבהעתקהמקביל:למצבאפסילוןמסע (𝑞, 𝑝
0
)𝐴

1
, 𝐴

2

שלההתחלתיהמצבהואכאשר 𝑝
0

𝐴
2

וגםבמקבלמצבהואשכךמכפלהאוטומטשהואבהעתקהמצביםזוגיהיוהמקבליםהמצבים (𝑞, 𝑝)𝑞𝐴
1

𝑝

𝐴.במקבלמצבהוא
2

אז:אס"דיםאםפורמאלית: 𝐴
1

= (𝑄, Σ, 𝑞
0
, δ

1
, 𝐹

1
),  𝐴

2
= (𝑃, Σ, 𝑝

0
, δ

2
, 𝐹

2
)

כאשר:. 𝐴' = (𝑄 ∪ (𝑄 × 𝑃), Σ, 𝑞
0
, δ', 𝐹')

.𝐹' = {(𝑞, 𝑝): 𝑞 ∈ 𝐹
1
 𝑎𝑛𝑑 𝑝 ∈ 𝐹

2
}

ובנוסף: δ'(𝑞, σ) = {δ
1
(𝑞, σ)}δ'(𝑞, ε) = {(𝑞, 𝑝

0
)}

δ'((𝑞, 𝑝), σ) = {(δ
1
(𝑞, σ), δ

2
(𝑝, σ))}

פתרון
,קייםולכןהניפוחלמתאתמקיימתהיאאזרגולריתשמכיווןהוכחה:א. 𝐿𝑛 ∈ 𝑁
המקיים:פירוקקייםשכךמילהכלשעבורכך 𝑧 ∈ 𝐿|𝑧| ≥ 𝑛𝑧 = 𝑢𝑣𝑤

.מתקיים:לכלוגם |𝑣| ≥ 1,  |𝑢𝑣| ≤ 𝑛𝑖 ≥ 0𝑢𝑣𝑖𝑤 ∈ 𝐿
ומכאן:מקטןבארוךאלההיותרלכלהןהתנאיאתמקיימותשלאבהמיליםמכאן, 𝐿𝑛

.לשווהאוהקטןבאורךמיליםשלסופימספרמכילה 𝐿'𝑛
רגולרית.היאסופיתשפהכלכירגולריתולכןסופיתמכאן: 𝐿'

𝐿.דוגמא:ב. = {ε, 0}
.ש:כךיחידמקבלמצבעםאוטומטשקייםבשלילהנניח 𝐴𝐿(𝐴) = 𝐿
.ולכן:מכאן:אבל ε ∈ 𝐿δ(𝑞

0
, ε) = 𝑞

0
∈ 𝐹

.אז:יחידמקבלמצברקשישומכיווןאז:שומכיוון 0 ∈ 𝐿δ(𝑞
0
, 0) ∈ 𝐹δ(𝑞

0
, 0) = 𝑞

0

שהיאלמרותהתקבלה00המילהולכןמכאן:אבל δ(𝑞
0
, 00) = δ(δ(𝑞

0
, 0), 0) = δ(𝑞

0
, 0) = 𝑞

0
∈ 𝐹

לא בשפה. סתירה.
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שאלות של ביטויים רגולריים
שמורידים את המצבים, לבנות את הביטוי הרגולרי.הוא לבנות אוטומט, להוריד את המצבים ותוך כדיהרעיון

אלגוריתם לבניית ביטוי רגולרי
בונים לשפה אוטומט כמה עם כמה שפחות מצבים (כלומר לשאוף לבניית אוטומט אי-דטרמיניסטי)..1
בבניית האוטומט ניצור מצב מקבל יחיד..2
2באורךהמסלולמהובודקיםהמקבלואינוהתחלתישאינומצבמוחקיםשלב,בכלעצמו:האלגוריתם.3

שמגיע מכל מצב לכל מצב (ששונה ממה שמחקנו) דרך אותו מצב שמחקנו.
שאר המצבים אותו הדבר.

:פתרון
.א

הסבר על הציור:
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𝑟.סופית:תשובה
1

= (0 + 1(01*0)*1)*

𝑟..ב
2

= ((0 + 1)3)*

.1או0שהםתווים3חובהאיטרציהבכל

𝑟..ג
3

= 0*10*10*1(0 + 1)*

:פתרון
.א

אבל)היא(כימוגבלתלאהיאכלומרהכל,להיותיכולהמילהתחילתכל:Lב-שהמיליםהכוונה:הסבר Σ*

.rשלמהפורמטשהואביטויעםלהיותחייבהמילהשלהסיומת
.rהרגולריהביטוישלהשפהזה = 𝐿[𝑟]

.ש:כךרגולריביטוישקייםבשלילהנניח:הוכחה 𝑠𝐿‾ = Σ* · 𝐿[𝑠]

.וגםשונניח 𝐿 ≠ Σ*𝐿 ≠ Φ

𝐿[𝑟].שנוכיח = 𝐿[𝑠]‾

.אחרת:כיבהכרחולכןולכן:ומכאן:תהי 𝑤 ∈ 𝐿[𝑟]𝑤 = ε · 𝑤 ∈ 𝐿𝑤 ∉ 𝐿‾𝑤 ∉ 𝐿[𝑠]ε · 𝑤 ∈ 𝐿‾
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.אחרת:כיבהכרחולכןולכן:ומכאן:תהי 𝑤 ∈ 𝐿[𝑠]𝑤 = ε · 𝑤 ∈ 𝐿‾𝑤 ∉ 𝐿𝑤 ∉ 𝐿[𝑟]ε · 𝑤 ∈ 𝐿
.שאומכאן, ε ∈ 𝐿[𝑟]ε ∈ 𝐿[𝑠]

סתירה.-אזאםאבל ε ∈ 𝐿[𝑟]𝐿 = Σ*

סתירה.-ומכאן:אזואם ε ∈ 𝐿[𝑠]𝐿‾ = Σ*𝐿 = Φ
כזה.ב"רקייםלאולכן 𝑠

. השפה פשוט מתארת את כל המילים באורך זוגי ולכן נקבל:ב

.𝑟
2

= ((𝑎 + 𝑏)2)*

:פתרון
:הוכחה.א

.בהכרח:ולכןאזשמכיוון:1כיוון Σ = {𝑎, 𝑏}𝐿[𝑟
1
] = Σ*𝐿[𝑟

2
] ⊆ 𝐿[𝑟

1
]

.רקמכילה,במסתיימתש:כךהבא:באופןאתנחלקמכאן.תהי:2כיוון 𝑤 ∈ 𝐿[𝑟
1
]𝑤𝑤 = 𝑥 · 𝑦𝑥𝑎𝑦𝑏

.אזבמסתייםהואאבלבוישואםאזאיןבשאםלבנשים 𝑤𝑎𝑤 = 𝑦𝑎𝑎𝑤 = 𝑥
לכן כיסינו את כל המקרים.

.אתרקוניקחאתבכללנבחרלאכאשרמכאן: 𝑦 ∈ 𝐿[(𝑎*𝑏)*]𝑎𝑏
בודד.בהמסתייםשל)0של(אפילורצףהואש:כךהבא:באופןנחלקאת 𝑥𝑥 = 𝑢

1
𝑢

2
... 𝑢

𝑘
𝑢

𝑖
𝑏𝑎

.ולכן:ומכאן:ולכן: 𝑢
𝑖

∈ 𝐿[(𝑏*𝑎)]𝑥 ∈ 𝐿[(𝑏*𝑎)*]𝑤 ∈ 𝐿[𝑟
2
]

.ב
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𝑟.סופית:תשובה = (𝑎(𝑎𝑏)*𝑏 + 𝑏(𝑏𝑎)*𝑎)*

סגירות שפות תחת פעולות
כל שפה שהעוצמה שלה סופית, היא שפה רגולרית. (לא בהכרח להפך).

:רגולריותשפותהםהבאותהפעולותגםאזרגולריותו-אם 𝐿
1

𝐿
2

𝐿
1

𝑅

𝐿
1

𝐿
1

· 𝐿
2

𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝐿
1

∩ 𝐿
2

רגולרית!.גםהיאש-מחייבלאזה,ו-רגולריתאם 𝐿
2

𝐿
1

⊆ 𝐿
2

𝐿
1

*𝐿.האיטרציהפעולתתחתסגורההרגולריותהשפותקבוצת =
𝑖=0

∞

⋃ 𝐿𝑖

.,:רגולריותלאשפותגםהםהבאותהפעולותרקאזרגולריתלאאם 𝐿𝐿𝑅𝐿
רגול'.שבשלילהונניחרגולריתלאשפהתהירגול':לאאזרגול'לאLאםעבורהוכחה 𝐿𝐿𝐿‾

סתירה.וזולמשלים).רגולריותשל(מסגירותרגולריתתהיהמכאן: 𝐿‾‾ = 𝐿

שקילות אוטומטים
שני אוטומטים הם שקולים אם ורק אם הם מקבלים את אותה השפה.

.אם"םשקוליםוהםאס"דיםהם 𝐴
1
,  𝐴

2
𝐴

1
= 𝐴

2
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כדי להוכיח שקילות של אוטומטים, יש להוכיח הכלה דו כיוונים כלומר:
𝐿(𝐴

1
) ⊆ 𝐿(𝐴

2
) 𝑎𝑛𝑑  𝐿(𝐴

2
) ⊆ 𝐿(𝐴

1
)

אותה כמות של שפות. מספיק נראה שפה אחת- מודלים שקולים יכולים לקבל אתאוטומטים לא שקולים
שמודל אחד יכול לקבל והשני לא יכול לקבל, אז זה מוכיח שהמודלים לא שקולים.

שפות לא רגולריות שהוכחו בהרצאה

𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛: 𝑛 ≥ 1}                ||           𝐿 = {𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*: #
𝑎
(𝑤) = #

𝑏
(𝑤)}         

 𝐿 = {𝑤𝑤:  𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*}           ||          𝐿 = {𝑎𝑘2

: 𝑘 ≥ 1}                                      

𝐿הניפוח:למתאתמקיימתשכןרגולריתלאשפה-בהרצאההוכח = {𝑎}* ∪ {𝑏𝑗 · 𝑎𝑘2

: 𝑗, 𝑘 ≥ 1}

:ה-א"במעלשפותתהיינה-שפותעלפעולות 𝐿
1
, 𝐿

2
∑

𝐿 = ∑ ⋆\ 𝐿 || 𝐿
1

∪ 𝐿
2

= {𝑤 :  𝑤 ∈ 𝐿
1

∨ 𝑤 ∈ 𝐿
2
}   ||  𝐿

1
∩ 𝐿

2
= {𝑤 :  𝑤 ∈ 𝐿

1
∧ 𝑤 ∈ 𝐿

2
}

𝐿
1

· 𝐿
2

= {𝑥 · 𝑦 :  𝑥 ∈ 𝐿
1

∧  𝑦 ∈ 𝐿
2
}  ||  𝐿𝑅 = {𝑤𝑅: 𝑤 ∈ 𝐿} ||  𝐿𝑖 = 𝐿 ·... · 𝐿 ⇒ (𝑖 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠) 

.הפרש:.אסוציאטיביות: 𝐿
1

· (𝐿
2

· 𝐿
3
) = 𝐿

3
· (𝐿

1
· 𝐿

2
)𝐿

1
 \ 𝐿

2
 =  {𝑤 :  𝑤 ∈ 𝐿

1
∧ 𝑤 ∉ 𝐿

2
}

.דיסריטיביות: (𝐿
1

∪ 𝐿
2
) · 𝐿

3
= 𝐿

1
· 𝐿

3
∪ 𝐿

2
· 𝐿

3 

סדר פעולות פתרון לשאלות מבחן

)1בשאלהכלל(בדרךהניפוחבלמתוהוכחותרגולריתהשפההאםלקבועשלשאלות

איך פותרים?
אם השפה רגולרית - מראים ביטוי רגולרי לשפה או מראים ציור אוטומט..1
אם השפה לא רגולרית - מוכיחים באמצעות למת הניפוח..2

איך מזהים ששפה רגולרית או לא?
רגולרית (בתנאי שהספירה לא "נבלעת"לאאם נדרשת ספירה של משהו שאינו מחזורי ואינו חסום - השפה

בשרשור או באיחוד).

למה הסקנו שהשפה היא רגולרית או לא רגולרית." בה נפרטאינטואיציהמומלץ לכתוב בפתרון לפני ההוכחה "
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)3ו-2בשאלותכלל(בדרךומודליםשפותעלהוכחהשאלות

:"רגולריתאזרגולריתורגולרית"אםמסוגסגורפעולותעלשאלות.1 𝐿
1

𝐿
2

𝐿
1
∆𝐿

2

לשפות רגולריות שהוכחנו בכיתה:אז ננסה לפתור את השאלה בעזרת פעולות סגוראם מוכיחים:
:רגולריותשפותהםהבאותהפעולותגםאזרגולריותו-אם 𝐿

1
𝐿

2

𝐿
1

𝑅

𝐿
1

𝐿
1

· 𝐿
2

𝐿
1

∪ 𝐿
2

𝐿
1

∩ 𝐿
2

אם מפריכים:
נתן דוגמה נגדית: כלומר נתן דוגמא לשפה לא רגולרית שמקיימת / לא מקיימת (תלוי בשאלה).

אם נרצה להראות דוגמא לשפה לא רגולרית צריך להוכיח קודם שהיא לא רגולרית אלא אם היא שפה
שנלמדה והוכחה בהרצאה כמו למשל:

𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛: 𝑛 ≥ 1}
𝐿 = {𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*: #

𝑎
(𝑤) = #

𝑏
(𝑤)}

𝐿 = {𝑤𝑤:  𝑤 ∈ {𝑎, 𝑏}*} 

𝐿 = {𝑎𝑘2

: 𝑘 ≥ 1}

𝐿הניפוח:למתאתמקיימתשכןרגולריתלאשפה-בהרצאההוכח = {𝑎}* ∪ {𝑏𝑗 · 𝑎𝑘2

: 𝑗, 𝑘 ≥ 1}

*(*𝐿):למשלכמו(שקילות)סגורפעולותהוכחת.2 = 𝐿*

צריך לפתור בעזרת הוכחת אם"ם ובדרך כלל נוכיח באינדוקציה. למשל:

וממשיכים…כינראהתהיראשון:כיוון 𝑤 ∈ 𝐿*𝑤 ∈ (𝐿*)*

וממשיכים...כינראהתהישני:כיוון 𝑤 ∈ (𝐿*)*𝑤 ∈ 𝐿*

:שאלות בשימוש פתרון בעזרת אוטומט מכפלה.3
איך נראה אוטומט מכפלה

הקרטזית.המכפלהשלסדוריםזוגותהםהמכפלהבאוטומטהמצביםכילבנשים 𝐴
1
 𝑥 𝐴

2

.ולאיהיההמקבלהמצבאזאםכלומרלסדרחשיבותיש 𝐴
1
 𝑥 𝐴

2
(𝑞

1
, 𝑞

0
)(𝑞

0
, 𝑞

1
)
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ל-יעבורלכןעצמיחוגמבצעaהתובמצבעבור,במצבלדוגמהנתבונן (𝑞
0
,  𝑞

0
)𝐴

1
𝑞

0
(𝑞

0
, 𝑞

1
)

האוטומט.לשארהשיטהבאותונפעל,ל-יעבורולכןלמצבעוברbהתוועבור 𝑞
1

(𝑞
1
, 𝑞

0
)

סד"פ שאלה בעזרת שימוש באוטומט מכפלה:
נצייר בצד שרטוט פשוט על איך שאמור לתאר את האוטומט (לא לצרף לפתרון)..1
להסביר במילים (זה חלק מההוכחה) את התהליך (בנייה) של האוטומט מהמצב ההתחלתי.2

שלו עד למקבל וכל המעברים הקריטיים שבדרך (בעיקר מסעי אפסילון).
השאלה).מכללנק'4רקכלל(בדרךשיצרנומכפלההאוטומטאתפורמאליתנכתוב.3

:שאלה לדוגמה

מהשפות.אחתלכלסופייםאוטומטיםקיימיםאזירגולריותהשפות2שמכיוון:הוכחה 𝐴
1
, 𝐴

2

בומצבומכלשלו)ההתחלתי(מהמצבשלראשוןמהעתקנתחילהבא:באופןלאוטומטנבנה 𝐿'𝐴
1

𝑞

.שלמכפלהאוטומטשהואחדשבהעתקהמקביל:למצבאפסילוןמסענוציא (𝑞, 𝑝
0
)𝐴

1
, 𝐴

2

שהואבהעתקהמצביםזוגיהיוהמקבליםהמצביםשלההתחלתיהמצבהואכאשר 𝑝
0

𝐴
2

(𝑞, 𝑝)

.במקבלמצבהואוגםבמקבלמצבהואשכךמכפלהאוטומט 𝑞𝐴
1

𝑝𝐴
2

:מהשאלה)נק'4כ-רקכללבדרךמקבלהזה(החלקפורמאלית
אז:אס"דיםאם 𝐴

1
= (𝑄, Σ, 𝑞

0
, δ

1
, 𝐹

1
),  𝐴

2
= (𝑃, Σ, 𝑝

0
, δ

2
, 𝐹

2
)

כאשר:. 𝐴' = (𝑄 ∪ (𝑄 × 𝑃), Σ, 𝑞
0
, δ', 𝐹')

.𝐹' = {(𝑞, 𝑝): 𝑞 ∈ 𝐹
1
 𝑎𝑛𝑑 𝑝 ∈ 𝐹

2
}

ובנוסף: δ'(𝑞, σ) = {δ
1
(𝑞, σ)}δ'(𝑞, ε) = {(𝑞, 𝑝

0
)}

δ'((𝑞, 𝑝), σ) = {(δ
1
(𝑞, σ), δ

2
(𝑝, σ))}
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שאלות בשימוש פתרון בעזרת העתק של אוטומטים.4

סד"פ:
א. נצייר לנו בצד שרטוט של האוטומט (לא חלק מהוכחה).

ב. נגדיר את האוטומט (נסביר במילים את האוטומט מהמצב ההתחלתי עד למקבל).

.אז:דוגמא:אינטואיציה: 𝐿 = {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑎𝑐𝑏}𝐿' = {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑎𝑐𝑏, 𝑏𝑎𝑐, 𝑎𝑐𝑏, 𝑐𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎𝑏,..}
.שלהאוטומטיהארגולרית.השפהרגולרית.בהינתן 𝐿𝐿'𝐴𝐿

הבא:באופןשלהאוטומטאתנגדיר 𝐴'𝐿'
מצבלכלאפסילוןמעברנאפשרמצבמכלשלו).ההתחלתי(מהמצבשלראשוןמשכפולנתחיל 𝐴𝑞

להיפוך.רגולריותשפותמסגירותרגולריתהיאשגםהשפהעבורהאוטומטשלבהעתק 𝐴𝑅𝐿𝑅

מסענוציאהראשוןבהעתקמצבמכלכלומר,.יעדומצבמקורמצבלכלכזההעתקניצורכאשר 𝑞𝑝𝑞

שזוכרבהעתק:למצבאפסילון 𝑝'𝐴
𝑞𝑝

𝑅

במצבלסייםוצריכיםממצבשהגענו 𝑞𝑝
(בהעתק הנ"ל).

מכל העתק כזה, נוציא מסע אפסילון אך

למצבהנ"ל:בהעתקממצבורק 𝑞'𝐴
𝑞𝑝

𝑅

.של(שני)נוסףבהעתק 𝑝''𝐴
מסעיללאיהיהשלהשניההעתק 𝐴
יהיולאההעתקים(בשאר.שלהמקבליםהמצביםיהיושלוהמקבליםוהמצביםחדשיםאפסילון 𝐴

מצבים מקבלים).

שקילות אוטומטים.5
שני אוטומטים הם שקולים אם ורק אם הם מקבלים את אותה השפה.

.אם"םשקוליםוהםאס"דיםהם 𝐴
1
,  𝐴

2
𝐴

1
= 𝐴

2

כדי להוכיח שקילות של אוטומטים, יש להוכיח הכלה דו כיוונים כלומר:
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𝐿(𝐴
1
) ⊆ 𝐿(𝐴

2
) 𝑎𝑛𝑑  𝐿(𝐴

2
) ⊆ 𝐿(𝐴

1
)

אותה כמות של שפות. מספיק נראה שפה- מודלים שקולים יכולים לקבל אתאוטומטים לא שקולים
אחת שמודל אחד יכול לקבל והשני לא יכול לקבל, אז זה מוכיח שהמודלים לא שקולים.

ההבדל בין אוטומט מכפלה לאוטומט חזקה-
אוטומט מכפלה - אוטומט שכל מצב הוא זוג סדור של מצבי אוטומטים אחרים.●
אוטומט חזקה - אוטומט שכל מצב הוא קבוצת החזקה של קבוצת מצבי אוטומט לא דטרמיניסטי.●

(משתמשים בו להוכחת שקילות בין מודלים)

)4בשאלהכלל(בדרךרגולריםביטוייםעלהוכחהשאלות
שמורידים את המצבים, לבנות את הביטוי הרגולרי.הוא לבנות אוטומט, להוריד את המצבים ותוך כדיהרעיון

אלגוריתם לבניית ביטוי רגולרי
בונים לשפה אוטומט כמה עם כמה שפחות מצבים (כלומר לשאוף לבניית אוטומט אי-דטרמיניסטי)..1
בבניית האוטומט ניצור מצב מקבל יחיד..2
2באורךהמסלולמהובודקיםהמקבלואינוהתחלתישאינומצבמוחקיםשלב,בכלעצמו:האלגוריתם.3

שמגיע מכל מצב לכל מצב (ששונה ממה שמחקנו) דרך אותו מצב שמחקנו.
שאר המצבים אותו הדבר.

לדוגמה

: נצייר ונפעל לפי הסד"פ:פתרון

𝑟.:סופיתתשובה
1

= (0 + 1(01*0)*1)*

חלאס.
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